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I. PROGRAMACION LINEAL

La programacién i;neél eétudia el problema de asignar “de la
mejor manera' recursos escasos a actividades que coﬁpiten por el
. uso de ellos. La programacién lineal como su nombre lo indica
. reguiere que las funcione§ matematicas que constituyen el modelo
sean lineales

La expresidn matematica de la ﬁoy@a general del probléma de

programacidén lineal es la $iguiente:’“

) Encontrar los valores de _xi,xa,...{xn_ . tal que optimicen
Cmaximicen © minimicen) la funcién linsal

2 = C + + c X

1%y * X oot o X,

Yy que cumplan con las restricciones lineales.”

_ i >
a11X1 + alaxa +,..+ ainxn < b1 (o bien 2 blb
X . < : >
a21X1 + aaaxa +, ..+ aanxq._ ba Co bien 2 bz)
C kv e e . s
amlxl + a Exa + + a3 Xn < bn (o bien 2 bn).
’ > >
y con X, Z O, Xa 2 0,,. ,Xn >0

OBSERVACIONES

id> Los aiJ’ bi Y cJ
técroldgicos, de disponibilidad de recursos o© de demanda y ds
precios o costos respectivamente. Ellos representan constantes que

son obtenidas como datos para el modelo

1i> La funcién  Z = £CX,.X,....,X D  que se debe maximizar o

minimizar se denomina funcién objetive y es la representacidn
matematica del criterio de efectividad.

son namercos reales llamados coeficientes

Xl



TABLA 1..

L
3

Disponibilidad de horas en‘las diferentes secciones:

-]

. S CAPACIDAD K = .
v by % S o i ;
’ . . . - C ) Cle N ‘)_; - ta

SECCION ) TIEMPO DISPONIBLE
Modelaije 300 hrs/semana

Fundicidn . ) . S00 hra=/semana

Fresa o _ « 330 hrs/semana

Pulido - 1860 hrs/semana

Fintado » - 48 hrs/semana~

. -TABLA 2.

Regquerimientos de tiempo en cada seccién por cada unidad

de producto.

PRODUCTIVIDAD (hrs/unidad)

SECCION Py, P, ) “‘ Py
Modelajé v 3 3
Fundicidén 7 & 7
Fresa » " é 3 3
Pulido 2 |t 1
Pintado 0.9 0.4 0.8

Ademas: _

a) El departamento de Comercializacién estima quea las ventas
del producto P2 pueden exceder ia cgpegfgaﬁ méxime»de produccién,
pero en cambio no se podria colocar  mas cde 30 unidades del
producto P1 y 45 del producto PS‘ Segun estos mismos estudios de
mercado se estima que las utilidades ({Ingresc.— Costos) para el
periodo separa de $20, $12 y $14 por unidad de los productos P
Y P3 respectivamente.
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Il.- Fundicidn:
I11.~ Fresa

IV.- Pulido

2, + X_ + ¥ = 140

V.~  Pintado

9X1 + 4X2 + 8X3

b) Capacidad del mercado:

A

480

I.- Producto 1: o,
X, £ 50

I1.- Producto 3:

<
X3 £ 45

Con todos estos elementos hasta ahora desarrolladnsgvpodamos

plantear el problema de la siguiente manera:

ad

Max Z = 20X1 +“6X2 + 14)(3 .

sujeto a

4X, + 3X_ + 3X_. < 300

1 "2 3
Xy + 86X, + 7Xg S 500 .
2X; + 3X, + 35 S 350
22Xy 4 X, + Xy S 160
(FXy + AX, + BX, < 48O

X, S .50
Xy < 45

con . .

> > >
X1 2z 0, Xz 20 yv X, =20
que es el modelo pedido.

2.—‘Se.soiicita determinar la alimentacidn apropiada para un horno
b eléctrico, de tai'forma que él'prpdgctb final satisfaga ciertas
condiciones ‘dadas Yy optiﬁicé la operacién de la fundicidén. La.
observaciénﬁ.dgtallada - del - probiema,_' arroja la siguiente

formulacidn simplificadas




II.~
mide

xs: N2 de toneladas de briquetas de carbono a usar
X

que por supuesto debsn ssr mayor o 1gua1 a cero,

& N— de toneladas de briquetas de,silic{p a usar

Funcidn objetive: (¢Que s debe o;:»t,i1rx'x.1.zz-.).r'7 © Jque es lo gque
la eficacia?). '

Vemos que en este casollo que nos dice si una solucidén es

mejor que otra, son los costos asociados. Luego debemos minimizar

los costos.

esto

Min Z = CCosto totald
es

+ 73X3 + 43X, + 700)(5 + 1150)(e

Min Z = 87X1 + 84X 4

2

III. - Restricciones CoQué limita nuestra decisién?

final

total

a) Hay que cumplir con las especificaciones del producto

i) Minimo de carbono 3.28%, es decir O©.063 toneladas del
da 2 toneladas que componen la carga total.
Asi‘ Carbono total de la carga = 0.0865 tonel adas

luego  0.0045X, + 0.004X, + 0.035K_ + 0.03X, + X_ = 0.088

_I I .3 4 . '8

+
Carbonoe por Numero de
tonelada toneladas
[ ]

+

Total de carbono
en toneladas

S UCANG '
11> Maximo de carbono 3.14%, es decir 0.0082 toneladas deol

total de 2. :

As{: Carbono total de la carga < 0.0682 toneladas .

" luego 0.0045X, + 0.004X_ + 0.038X_ + 0.03X, + X, < 0.0682 '

2 3 4 5 =
111> Minimo de silicioc 2.08%, es decir O.041 toneladas.
Asi '

Silicio total en la carga z 0,041 toneladaé

. luego 0.001X, + 0.0018X_, + 0.083X3 + o.oaax4 + Xe Z 0.041

1. 2

"iv) Maximo de silicio 2.2%%, es decir O.045 toneladas.

luego 0. 001 X 4'0:0015Xé + 0.0235(3 + 0. 022X

1 + XB'S 0. 048
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1.~ Linealidad: Es una exigencia delvmodelo que la representacidn

matemitica - de la funcién objetivo y de las restricciones sean
funciones lineales. Esta exigencia particulariza léhaplicabilidad
de la programacidén lineal Yy deja una gran variedad de problemas
fuera.
2.~ Independencia entre actividades: Se supone que el .nivel de una
actividad no depende de ninguna otra actividad, con estc se
pretende garantizar que el problema permanezca en forma lineal.
3. - Dtvtsmbzl;dad La ‘programacién lineal entrega por lo general
resultados con decimales sin embargo, el problema es tal gque sdlo
acepta resultados entercs. Por ejemplo la‘ésignacién de hombres a
diversa# tareas. .
4.~ Deterministicos: Se supone que todas ‘las constantes que
aparecen en el modelo son. conocidas con certeza. Generalmente
ellas.son estimaciones basadas en el comportamiento esperado.
METODOS DE RESOLUCION

A continuacién presentaremos dos métodos matemdticos, bajo
ciertas limitantes, para llegar a la sclucién de un problema de
programacidén lineal. ' ‘

I.~ Solucidn grafico. _

Cuando un modelo de programacién' lineal se establece en
términos de dos variables de decisién, se le puede resclver pof
procédimientos graficos; El método grafico proporciona un
magnifico cuadro visual de referencia, y resulta extremadamente
atil para la comprensién de aquellos aspectos gue puaden aparecer
en la solucidn de probl emas de . programacién lineal.
Desarrollaremos en esta seccién el métode de solucidén grafica

apoyados en el siguiente problema de programacidén lineal.

3.= Una firma elabora dos-productos. a cada unc de los cusles se
les debe procesar en los departamentos 1 y 2. En la tabla que se
detalla a continuacién se resamen las necesidades en horas por
unidad de cada producto en cadé departamento. También se presentan
las capacidades semanales de cada departamento, precio por unidad,
costo de la manc de obra por unidad, y costo de la materia prima
por unidad. Determinar el ndmerc de unidades a preducir de cada




X, 20y X, 20

Lo
Lt

. En el . desarrollo  de la presentacién del método grafico
f’haremos mencién de algunas definiciones que se daran formalmente

®n las secciones’ siguientes.

El primer paso en el procedimiento grafico es idgn;ificar el

. uconjunte solucidn para el sistema de limiiantes. A este conjunto

~solucién sé le denomina, como veremos mas adelante. . area de
soluciones facttbles - Simplemente. identiflca N todas las
éombihaciones' de las variables de ﬁdec{sién CXl y,,an que
satisfacen las restricciones. Estas combinaciones son candidatos
- para ‘la ébluciéh.éptima. Representaremos a coptiuﬁécién_eliarea

determinada por las restricciones del problema.

X

a2

g~

(0,00) GO

X + 2X_ < 220
1 2

43
Al0,187/3)

1,3 ’

B (20,80 ]
Area de 4xi4 oxz < 200
15 [soluciones

factibles

(o5, 0

p(o,0> 18 20 T Py co 73 X
. Cte0, 0
Cada punto dentro del area de scluciones posibles reprssenta
una combinacién ‘dé’ los dos productos que se pueden producir El
problema es ahora determinar 1a combinacién © combinaciones que
maximicen la funcién objetivo. '
, Incorporaczén de . la funcidn objetivo
) El procedimiento de solucion de _la . programacién. linaal
invastiga el. Area de soluciones’ posiblos para la solucidén éptima
Dosarréllese sn forma gradual un procedimiento de investigacién
examinando primero algunas caracteristicas de la funcién objetivo.

En el problema de produccién combinada, identifiquense las
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la que podemos expresar en términos de X omo

2
. = A
X e T — ¢ + ——
2 s 1 g
donde podemos ver que la pendiente .de la recta os -88 y no
estad influenciada por el valor de Z. Por otra parte 1la

intercepcidén con el eje xa s Z/B que depende obviamente de Z Y
conforme Z cambie su valor tambien lo hace la intercepcidén
produciendose el dezplasamiento paralelo esperado.

Para este problema, cada recta de utilidad tiene unpa
pendiente de -5.8. Si se tiene interés en maximizar la utilidad,
se dezplasa la rag't,a de utilidad, alej&ndose del origen, en forma
'l;:araléla hasta tener contacto con el udltimo puntoc de 1la region
factible. Este tltimo punto queda scbre la recta de '“u‘t.ilidad igual
a2 280 ddlares y tiene coordenadas C20,30). Conclusidn: la utilided
se ﬁiaximiza a un valor de 280 dbélares, cuande se elaboran 20
uniMs del producto A y 30 unidades del producto B.

II . Solucién eunto en la esguina

El procedimiento de investigacién se puede simplificar si s
a.provecha.n las caracteristicas conjuntas del area de soluciones
factibles y de la funcién cbjetivo. Un conjunte convexo es un
conjunto de puntos tales que si dos puntes cualesguiera
seleccionados en forma arbitraria dentro del conjunto se unen con
una linea recta, todos los puntos socbre el segmente de recta
tambien pertenecen al conjunto.

Eéto conduce a los siguientes enunciados, los cuiles son de
una importancia fundamental en la programacién lineal Y que seran
demostrados formalmente en una seccién mas adelante.

1.- El conjunto solucidn para un grupge de desigualdades
la.noa.l.es &s un con,;unto convexo. Por lo gue el aArea de soluciones
fa.ctt,bles pa.ra ur problema de programacidn lineal es un conjunto
convexo, .

€.~ Dada una funcidn objetive en un problema de programacién
lingal, la sozuct.én Sptima tncluird sz.empre un punto arngulor en el
Area de soluct.onas factibles. Esto es cierto hacr.ondp caso omiso
ds la pendiente de la funcibdbn objetivo, y para problemas tdnto de
maximizacién como de minimizacidn.
ejemplo.

13




situacion, exi stirfa un numerc infinito de puntos, cada Lﬂmc" de los
cudles resultaria del mismo valor maximo de Z. En situaciones como
ésta se dice que existen sol uciAones Sptimas alternativas al

problema.

~

FORMAS EQUIVALENTES DE LA PROGRAMACIGON LINEAL -
En el desarrollo que a continuacidn se presenta se usa la

siguiente forma de la br odr amacién 1lineal denominada forma

candnica.
' ) Max Z = cX
sujeto a
S AX < b
X =20

cualquier otra forma es equivalente a esta, las que pueden ser
demostradas facilmente por medi o del usc de cualquiera de las
siguientes cinco regl as.

F

Regla 1 A _
ad Maximizar cX '&s equivalente a Minimizar -cX
bd Minimiz;ar cX es equivalente a Maxi:_nizar -cX
" ejemplo: ' ' ' - ‘
:: a.v) ' . » Max Z = 3)(1 - 4)(8 + 5)(3 ; ’
@s equivalente a : o '
Min -Z2 = —3)(1 + 4)(8 - BX

b _ Min Z2 = 16)(1 - sxa

3

os equivalente a

Max -2 = -16)(1 + Sxa

R R R R R T




14Xi‘“ 3X2
< ‘<
12X1-+ 4Xa = 12

1A

10

e# equivalente a
{4X1 ~:3x2 +,X3" ) = 10

18X1 + 4X2‘ + X4 = 12

by .
- > 1
18X1 exao_ ?
7xi~+ 3x2_2 10
@3 equivalente a :
1ex1 ~-axa - x:_3 = 8
7X1 + 3x2 - x4 = 10

regla 5
Una variable no restringida, © sea aquella gue puede tomar

cualquier valor en R puede escribirse como la diferencia “de dos
variables no-negativas.

ejemplo

17




Max h = -3X, - 44X, 6 ~- X, + X

1 4 S &
sujeto a
s . < -
0.5)(1 +2)F4 < -3
: , —x4 - x5 + xa S. 4
X4 + XS - X6 < f4
con

> >
X1 z 0, X4 z 0, Xs

Esta dltima expresidén tiene la estructura candnica pedida.

20y Xg20

 UNA _MIRADA AL HETODO SIMPLEX

. Para todos los propésitos practicos, los procedimientos de
~solucidn grafica sélo son aplicables a los problemas de
.'programacién lineal de dos variables. Se puede analizar 1la
geometria de los problemas de tres variablesilsin embargo, las
dificultades que &sta presenta sSon obvias. Ademids, con mas de tres
variables se carece de un marco o cuadro geométrico de referencia.
_ngesLo dde mucbés dehlasqaplicaciohes‘reales de la programacidén
lineal contianéﬁ mas de_doé variables, se tiene la ﬁacesidad de un
~ procedimiento de solucidn diferente del método grafico,
'El procedimiento no grafico mas popular es 61 método simplex.
Este método es un proceéfhiento algebraico, de cierta complejidad,
para ;a_solucién de sistemas de ecuaciones simultinesas, en donde
se éfétande optimizar wna funcidén objetivo. Es un proceso
iterative en el que se identifica una solucidén inicial factible.
Se prosigue investigando para ver si existe una sclucidn "mejor’
debe entenderse la medida en la que se puede perfeccionar el valor
de la funcidn objetivo. Si se identifica una solucion mejor, la
investigacidén se feanbda‘ La generacidén de cada solucidn sucesiva
precisa de la solucidén de un sistema de ecuaciones lineales. La
b(xsquéda continGa hasta que en la funcién objetivo ya no. sea
posible una mejora adicional. Una caracteristica importante del
métédp simplex es que garantiza que cada solucidn susesiva serd
factible, y que el valor de la funcién objetivo seri por lo menos
tan aceptable como ei valof_de'la,funcién anterior.
Antes de resolver por el métcdo simplex un problema de
.programacién_ lineal en su forma canénica las restricciones, es

decir AX < b, debsran ser transformadas en igualdades, mediante




Consxderamoa el siguiente problema de pragramaczén llneal
! + 'Y maximicese I = le +*6X__ R

sujeto a e bee e o o T T
o f sx{ + 2X, < 120° departamento 1
4X, + 6X, S 260 departamento 2 s

2
- .
X1 Z 0, X2 >0

Antes de resolver este p?oblema por 'el_ ﬁétqdn simpiex se debe
transformar el conjunto de restriccioneé en el cdnjunto
‘equivalente o A '
‘ 3X, + 2X, + x3“ 2
= 2
4)(1 + 6X2 f>x4 60

Xg 20, Xy >0, X3 20, X, >0

Ahora el conjunto de restricciones es de dos ecuaciones vy

fl
[
J
o

cuatra variables. De todazs las soluciones posibles para el
conjunto de restricciones se demuestra (como veremos mas adelante)
que ocurre una solucidén Sptima cuando en este problema igualan a
cerao dos de las cuatro var:ables, y se resuelve el sistema para
las otras dos variables. La cuestién es ¢Cpales son las dos
variables que se deben hacer igual a'cero?.. Es f4cil ver que las

posibles combinaciones de hacer dos variables iguales a cero esta

4 .
dada por las combinaciones de 4 sobre 2, es decir [2] = 6.
En la iguiente tabla se resumen todas las posibilidades de

solucidn, habiéndose as1gnado a dos de las cuatro variables el

valor cero.

Variables que

Solucidn se igualan a valores de las

cero _ otras variables
1 XS’ X4 1-20, . X2=30

x 2 Xl, X3 : 2*60, X4=f100
3 Xl, X4 2»130/3, X3=100/3

4 X2, X3 X1“40 X4=100

x5 X2, X4 xl«as, X3=-75

& Xl, X2 X3= 120, X4=260

21




TEOREMAS BASICOS ‘DE LA PROGRAMACION LINEAL

Se considera la forma candnica

Max Z“h ctx '
sujeto a T
AX = b -
con . . '
; X=z0
donde cb = ce c | e > x¥ = cxLx x> x* traspuesta‘de X
' 1’ a""’n 1’72’ " n -
= L .
A cai,j o Yy b Ct:t1 ‘ba, . ?_bm)
Definiciones Sy

Soluct.én factz.ble Una solucidén factible al problema
L , ;

lineal os aquel vector X' = cxi.x . ,Xn) que satisface las
restricciones. ' |

AX b

x 0

.

2.~ Soluciébn factible basica. Una solucién factible basica
Xt' = cxi.xa,. . .Xn) se cobtiene haciendo.n - m de las componentes
de X iguales a cerc y ‘encontrandc una solucién no negativa. para
las restantes componentes, siempre y cuando los m vectores
'Ccolumnas de A correspondientes a las componentes de X que nc se
hayan hacho cero sean linoalmenta indepsnd;sntos. . : '
Nota:. Considerando definicién anterior. Las componentes de X qde
inicialmente no se hicieron iguales a cero, se denominan 'vd:riables
basicas. Si una o mas de las variables b&sicas resulta igual a
cerov, la solucidn factible basica as degenarada, si todas las
variables basicas son positivas » la. soluciér_x factiblé basica es
no degensrada. _ '

3. - Regidn de factidilidad. Es el conjunto de todas las
soluciones factibles.,

Ljemplo. .

¥

Considere @l problema lineal;




intuitivos, un conjunto  es | convexo, si dado dos puntos

cualesquiera dentroc del conJunto, el segmento de recta que une a
los dos puntos esta contenldo totalmente dentro del conjunto.
Definicidn.. Un punto X de un conjunto convexo K. se llama punto
extremo si y sélo si X = )\X1+ C1 = MX,, O<KX<1, implica que X =
xi = Xa 4 gque Xiz X & que xa & K. D¢ lo anterior se se resume due
un punto extremc no puede representarse . como una combinacidn
convexa de puntos del conjunto convexo.

observacién. Nétese que un punto extremc es siempre un punto de la
frontera del conjunto convexo pero'que no tode punto de la
frontera, es un punto extremo.

Teorema. El conjunto de"todés las solﬁciones factibles de un

problema de programacién lineal es un conjunto convexo.

Teorema. -'La - funcidn objetxvo de un programa - l;neal obtlene su
valor maximo (o minimed en un punto extremo del’ congunto convexo
de soluciones factibles.

Nota. Para el siguiente tedcrema es convenzente escribir:la’ forma

canénica de la sigulente. manera:

- ‘ﬁwZ =c, X o+ caxa oo+ X

Y que cumplan con las restricciones lineales. .

Co bien Z b, 2>

<
alixl + alaxa +.._.+‘a1nxn ﬁ-bl 1
. < > -
aalx1 + aaaxa +...+ éanxn < b2 Co bien 2 b3>...
i A < l>l‘_
am1x1 + amaxa ..+ amnxn = bn Co bien 2 bn).
> >
y con. X1 2 0, Xa Z 0,...,Xn 2 0

donde las columnas de la matriz A se denotaran POr a,,a,,¢00,a,

es decit.

28




Estas tres conclusiones son importantisimas, porque audn
cuando existe un namero 1nfznzto de vectores X gque son factibles
Ctodos los puntos en el interior y en la frontera de la‘regién

convexa de factibilidad), solamente existe un nUmero finito de

 puntos extremos.. La solucidén dptima se obtiene en un punto

extremo. Entonces, para obtener. la solucidn de un programa lineal,
habra que ver en teoria que valor tiene la funcién objetivo en
cada punto extremo y selectionar el mejor. Esto puede. coﬁvertirse
en un tarea bastante tediosa, si se tiene sn cuenta que una regién
factible proveniente de un programa lineal con 'n variables de

decisidén ¥y m restricciones puede tener un maximo de m

combinaciones sobre n, es decir [;], puntos extremos, que pusden

ser muchos en un casec concreto. ,
Afortunadamente el Dr. George Dantzig, llamado el padre de la
programacién l}neal, hallé un método a ' fines de la década de los
affjos 40, que pérmite resolver un problema lineal sin necesidaq de
analizar explicitamente el valor de la funcién objetivo en cada
punto extremo. Su método  se conoce con el nombre del método
simplex, cuya tecria se cubre a continuacién pasando después a 1as

reglas del mismo con su respectiva ilustracién

Teoria del método simplex
Se considera el programa lineal en su forma candnica con la

salvedad de que la restriccién AX < b mediante la adicién de

variables de holgura se transforma en su forma equivalente a -,

AX = b. Ds esta manera el programa lineal queda

Max 2 = ctx
sujesto a
AX = b
con
X220
t _ t ' t )
donde ¢~ = (¢, ,c_,...,c D> X = CX X0 .., X D> X7 traspuesta de X
1772 n X 8 n
A = CaiJ) | y. b = Cb1 ba,...,me
. xa
Supongamos que el vector X = . corresponde a una solucidn
xN
.87




Se supone que el vector que se va sacar de B es el a,

Y que la compohentef¥rj 20

B -
escribirse en funcidn de las columnas de la base de B como

entonces
m m
aJ = E_ ijak : a. E ijak + Yrjar
k=1 ] k=1 -
kgr
despe jando a. tenemos que
m
i -1 .
a = — aJ - E ijak » Yrj $0
' Yrj Yrj )
k=1 '
kgr
m
1 Ty s
=—-aJ"§.: Y  k Y.i*o
Yrj : YPJ
k=1
‘kgr .
Por otra parte la solucién factible basica BX = b pue_de

B’ k = 1.2,...,m son las m componentes de X Pero puede

B’
k -
reescribirse como

donde X

k=1
k&r
reemplazandeo el- ‘valor de ar antes calcul ado, en esta
Gltima chac%én tenemos
. m m :
1 ij ——-——— . . -
: — a‘j - — a, XB + .E aka = b
YrJ Yr r k
i k= J k= :
k$r kgr

29
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~

resemplazando los valores de xk Yy xr- anteriormente calculados,

tenemos
N . kJ k
Z = E cB XB - XB —_— 4 cJ —, Yrj 20
k k rY Y . .
- l"J kj ~y .
k=1 \T\‘.
kgr T b

Si se nota cuidadosamente, el Unico término faltante en la
sumatoria es el siguiente:

Y
- rj . :
g {¥p -~ Xp T 9% Y., %0
: r Y .
‘ rj

qué es igual a cero. Si se introduce este término en .la

sumétoria, evidentemente no afectara a la expresién, y.en tal caso

gueda
m Xo LV
. — o N | BT e ‘
z = E g |Xs ~Xg — |+ o —. Y.y 30
k k- . Y!‘j ij\\/s,
k=1 . ' > Tr,
m m Xo 5 X
YkJ "B, B
= E chB E chB —_—_— * CJ-—-'_’ Yszo
k k k Troy LN
k=1 k=i - CY Ty
X m X
Br Br
= Z-- —_— CBkYkJ + CJ ,;—— Yrj £ O
rjJ k=1 rj.
m
si hacemos zj = chij tgnemés que
k=1
XB -XB ‘ ‘
N r r :
2 =2 - + — Y 0o
y ZJ ¥ CJ’ PJ:
rJ rJ
- 33




que tenga la Czj = ;2 ‘mAS 'né'gati\ié, j e lN

Regla de saltda. Una vez que se sepa que a

va a entrar en la

J

nueva base B. saquese aguel vect.or a € B que cumpla con la
siguiente condicion: '

Ya se sabe, al menos en teoria, como meJorar el valor de la
funcidén objetivo, pero,écuéndo se debe detener el proceso. pues ‘se
ha obtenido una solucién 6pt1ma° 'El siguiente teocrema da la
respueta. ’ . '
Teorema. La solucién Sptima.del programa canénico:

Max 2 = ctx

sujeto a
AX = b
con
X220
se obtiene cuando todas las C-zJ - _cj) >0 V-j e IN.
Xg S t '
Demostraciédn. Sea‘x — | con )(B _ txl,xa,. . ,me 0, una
Xy d o )
solucidn factible basica al sistema AX = b, donde A = CB|W.

con B = Cai,aé,.’..,am), consideremos ademas el vector ‘c = CcB/cN}

con 6; by Cci.ca,....,c 2. .
observacidn., las parti ciones antes menci onadas son generadas por
la solucidén X reindiseada para lograr el recorrido de 1 a m,
sin perder generalidad en 1a demostraci én. -

Tenemos ent,on;es que:

-m

BXB =b o bien E Xk'ak = b
. o kz
y
zZ = chB = cl)(l + caxa +.. .*cmxm
Cualquier vector a 3 € N, puede escribirse como una
38




[ EE:% ] +'[‘§[:% Y ] o [ }::k” ti.]é' =b -
h 1h h "2h , _h "mh{Tm
h=1 o T oh=1 S :
Esta Gltima igualdad expresa al vector b en.términos de los m

vectores ai,aa,...,am que forman la base B. Como estos . .m vectores
son linealmente independientes. la expresién de b es ‘Unica y dado

que BXB = b permite otra representac1én del vector b dada por .

~x131 +_XaaaAf...+Xmam = b

se‘deduce qué

L . . n ' ' . . - N . ) ) ‘-.w‘
»* L T
Xr = E_ Xh Yih il =1.28,...,m
=1 e - [ .
Considerando las desigualdades z, = S Y X: = 0
Vh=1, a....{n. tenemos que e h zy, Z X:ch,_ Y en consecuencia -
' n T N - i
% ’ CES S ) Lo *
xhzh: = E \ xhch.- b4
h=1 h=1

reemplaiando el valor de“zh ya mencionado, tenemos que

3¢ 2
E § “k¥kn % 'E Xpen = 2
h=1
desigualdad que puedeAreeSCribirse como o
n - :
} z : -3 -
[ Xh kh } ck. 2 thh = 2
k=1 h=1 h=1
de donde : .
m n
E o = R
xkck Z thh = Z
k=1 ‘ h=1
luego v
z>z"

En resumen hemos considgrado una solucidén factible basica

37




En tal caso la matriz A se ha ampliado, Y Asi denotairnoé por A

a la matriz ampliada, tenemos que A = CA o J. Recordemos

que dada una solucidén factible basica X, esta origina una
particién en la matriz A = (B ~ N> donde cada vector en N pusde

ser escrito come una combinacidén lineal de las columnas de B

que forman una base en [Rm Asi tambien cada vector ei € I ‘ puede
escribirse comoe una combinacién lineal de las columnas ds B, En

general

ap== ZYkpak p=1.8.._...m....l.n.n+1,...n+m
k= -
por lo que ap = BYp © equivalentemente Yp u Bmlap de esta
manera

‘ I R | - en-l -1
rvi,va....,yn,rnﬂ.....ynm} =B A=B CA~-I> =CB A B

Ovbiamente si consideramos el vector X ampliado,  digamos i.

st t ot Tt _
entonces X ’ = (x D A con X = cxn”.xma,...,xnm) para
expresar la funcidén objetive, debemos considerar la ampliacién del
: ~t t t
vector de coeficientes de preciocs, digamo‘s c = Cu:mx1 -~ 0 ) Yy en

tal caso . -
Cz=etx =%
Ahora estamos en condiciones de dar los pasocs a seguir para

solucicnar un pr ograma lineal,

Pase {,-~- Dado cualquier‘ programa lineal t.ransférmese por
medio de las reglas de equivalenc1a 1,282,383 ¥y 8 al programa lineal

canénico
Max Z = ct'x
sujeto a '
AX < b
con _
Xz0

Si .se proporciona Unicamente las reglas del mé&todo stmplex en
relacidén a la forma candnica arriba. descrita, se ahorran muchas

palabras y reglas, Y ademas se evitan confuciones al lector,
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Paso 4,

del programa. lineal d?

variables originales
1

- Construyase una tabla e tableau con los coefzcientes

;la siguiente manera-

variobleas de holgura
-

L o 1 g —valor
— - Tuncidn
‘z A x' X X X X ocbjelivo
1 2 n n+g e n+m l
.. ) |
1 {z ~¢ =z - N - - c e ~-c Z
_ 1 1 2 °z zn cn zn+z cn*t ;nfm n+m o]
. |
a_ oty Y Y
BoT ¥ Taa 12 in 1,n+1 1,n+m XB
’ o 2
a O Y Y '
B 21 22 an 2,n+1 2,nem X
2 B
2
a o Y Y
B, ms ma Ymn m,n+4 m,ne+m X
m B
. m
I— vectores que integran Identificaci®n del “*—“I N
la base atual B punto extremo asociado B
T a la base actual B
i ) . I ER LA S
Este tableau  : también - tendra la siguiente estructura

condensada que:es equivalente a

1

la anterior.
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“entra y la que sale determina el elemento ptvote Y

En el casc eon que todas las kj del denominador sean

negativos, se tiene el caso de una .soluczén ro. acotada.

Pase .7.- La interseccidén en el tableau de la columna gque
J“
J’

de convertir a la columna a en el vector unitario er, &s decir

J

ceros en teda la ceolumna y un unoe en la  r-ava componente, que

Apliuase'

operaciones matriciales alementales en ‘el pivota Y- ,con objeto

rd

resulta ser Y .. Regrésese al paso 8.

Por ejeﬁplo si la’'columna seleccionada a entrar en la base es

> hagase el elsmento Y 7o del

tableau igual a unc y el resto de las componentes de la columna

el a, y la columna a salir es ol a

a, ceros Cincluyendo a zZ5 i ca).medxante ®l uso de operaciones

matriciales elementales.

Este paso genera una nueva base B, un nuevo punto extremo

Xt = CXB/XN) ¥ un nuevo valor de la funcién objetive Z.
Ejémﬁ}& T .- Resué#&asé por medio. del método simplex el
siguiente programa: . ' SE oy '
B Maz Z = S000X, + 3ooo'x8

sujeto a .

H T <

3)(1 + sxa =18

5*1 + axa <10
con

El paso 1 ya esta satisfecho. El paso & genera
Tz - sooox1~- 3000}(a = 0

. E1 pasoc 3 prbporcibna la sigdiante estfuctufai

Maz Z - SO000X, - 3000X = 0

3x1 + sxa + x3 =158
le + axa . +X4.? 10
con ,
>
Xl 2 0, xa z 0O, Xs z 0O, X4 z 0
Las wvariables x3 Y x4 son de holgura. Asi el tableau

original tiens C Paso 4> la siguiente estructura;
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J

por lo que la columna a entrar a la nueva base s a

zJ - c, = Min {-8000, -3000> = -3000

i.‘Para ver gque
vector a_ debe salir de la base actual se aplica el pasc 6. Los

Gnicos candidatos a salir estan dados por la regla

1

X X

Br 'Bk E
—_— = Min — / Y > 0
Y k |y R

X . : '
. B Ll s 10 . .
le k 3 8
El vector "que debe salir es el . a,. Sabiendo que el
vector a, es el que debe entrar y a, el gque va a salir, el pivote.

queda determinado. El pivote en este caso es el elemento Y14 = 9,
tal como se muestra a continuacién: '
z X X2 Xa . X4
1 -8000 <3000 o o o
2, © 3 g 1 O is
a, (o] S 2 0 1 10 e XB
Q
. pivote

Ahora mediante operacicnes elementales hay que llevar el

- I3 (o]
vector C(columnad [5] al vector’ [1] El resultado ‘de esta

operacién se muestra en el siguiente tableau.
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Ahora medirante opsraciones 2ilssentales hay gue Lisvar =i
1975 fli
vector {cclumna? ~ e al wvector ’pj. El resuitsado de esta
P i
oparacisn S8 muestra en 21 siguisnte fabicau.
L £ * X .
i P 3 3
H
i i i
) H | - el . -}
1 [ O i IR S 0T
S STRIS ISR
a., o] i 1 Y —EALF 45715
PSS ) H
i
N - ! e - -
3, & 1 G PR ST 20719
i i
H :
4 ! N

La nueva solucisn o punto extremo corrssoondiente & Lla naasya
[

base B = £a7.aj). Que LoFr ci1erto 8s ya ~otima poroue  totas  las
2

T o~ Cc 0O es: X = P19, X, = 45/1F X, = O oy % = O, el
A 3 . s S 4
valor Sptimo {(tunciss poaetirwvol 2= Z3o0000s19,

FRUBLEMAS

1.~ Considere ei: siguienie problema fansal

suxyetec a

+2
BN
+
1
[
Al
+
El
e
14
o

con X, = O, A_ = o, A0 £, = 0
1 ~ Tz - 3 4
&) o Cuil ez el miaximo numero de sqluciones +acltilles bisicas

cosibles?

by Jdentifigue todas iss scluciones factiples bisicas.
c

[ =4
¢} ldentitigue todas las solucicnes bpas:Cas tactibles ne

degener adas. ‘ . _ B ' o
=) lgentifigue todas las soluciches pisicas tacticies
degener agas. - ;
e} kencuentre la solucisn Sptima ‘sn bass, [o al oStodo
simpiex, Sino  al aﬁ311515:<ﬂ9 todos 'los  puntos  extremss o

scluciones basicas factibie

tr
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todo 1 =1 8,..{.m, la solucién del problema linwal es no acotado.

DemostrGCtén Supéngase que XB = CX Xé ;.,.QX 2 es una. solucién
1 2 m

basica factible. Entonces se cumple
XB'_ a B a, +...0+ x a ‘= b.
1 rn

.Si se suma y resta a la expresioén anterior el vector’ oa. s donde - a

es un escalar arbitraric y a;, es el vector .a entrar a la base, se

k
tiene que la expresién no cambia

B a, + xB 2 o0t B e e S b.

Pero 3 puede representarse como una combinacidén lineal de

los vectores de la base, Se tiene entonces gue

A = Ylkéi a3 vt YAy

m m
E xBiai - 92 T2y T oa =Db
i=1 i=1
m
5 cxBi - aY, >a +oa =b
=1

Esta uGltima exprésién representa uﬁa~solucién factible, pero
nc basica puesto "gue las columnas de de A asociadas no son

linealmente independiente. La funci¢n objetivo para osta solucisn
es: '

m
2 = E CB CXB - aYik) + cka
i i
i=1
m m- .
= E cB XB - aE B ik + cka
- 1 i N
i= 1=1
= Z - azk -+ cka ,
= Z - aCzk - ck).




SOLUCIONES OPTIRAS-MULTIPLES
Existen proplemas. linecales que no tienen una solucidn Sptima
anica, sine que al conirafio, -tienen un nUmerc infinito de
soluciones. tal es @l caso del siguiente programa lineal.
Max Z = sxi + axa
sujeto a
<
ex1 +,10X2 < 30
<
10X1 + 4x8 < 20
con

> > .
X, 20, X,20

cuya representacidn geométrica ‘estd dada a continuacidn

\

v

= \.zz\ \{a | =x'1 “

1 Comc se ve en la figura, la funcién objetivo obtiene su valor
Sptimo cuando coincide con la arista AB de la regién factible. La
solucidn Sptima se sigue obteniendo en un punto‘exﬁfemo. sdlo que
en este casc son dos puntos extremos, los éptime a saber el punto
A y el punto B, Cualqgquier combinacién convexa de los puntos A y B,
s también oOptimo. be esta manera como hay una infinidad de
puntos, existe una infinidad de soluciones ¢éptimas, dande todas
el mismo vélor de la funcién objetivo, 1 .

El pr éximo tecrema da las condiciones q&e permiten
identificar soluciones Sptimas mtltiples en un tableau del método
simpl ex,
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RS . . ,
) -Como zZ, “cy = o y‘aa no esti en la‘‘base B.= C33.31) y todas
Clas - demas . ZJ‘ - CJ") O,. J € A se tiesne una solucidn oOptima
médltiple. Sea un punto extremo éptimo el siguiente: '

X1 2

X = xa = o .
X3 is8
X4 0

que da un valor ¢éptimo de Z 10. Para ver cual serfa el otro

punto extremo se introduce a, a la base

z Xy X2 X3, X% _

1 o o 0 12 0
a2 | o 0 1 5,38 -30-380|90.38
2 1o 1 0 -1,19 125-980|2019

Este tableau también es oéptimo y corresponde a un punto
extremo X cuyos componentes son




. . /2
' .; J§ ngms Z
x\ | . S 105
e , . : Vo “§ .
- CF \\\f?mvﬁ//

punto

éptimo_*

Los problemas de nun;mizac;én interesantes son agquellos en
.donde el vector b no s necesariamente mayor o© igual a O. Este
'tipo de problemas tienen la siguiente representacién canénica

| Min Z = c*x
sujeto a '

_AX 2 b |

~~~~~ Xzo

Con el obJeto de ver cuales son los problemas Y los mecanismos de
solucién se- toma el szguiente problema- '

Min Z = -3X, + 5X

2
sujeto a
<
X, < 4
<
Xa =
- > o
3X1 + axa Z 18
con
Xy, 20, Xy 20

La regién de faétibifidad, Y .la pendiente de la funcidén
objetivo se muestra a continuacién
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restriccién de que todas las variables, incluyendo las de holgura

Sean no-negativas. Se concluye que para problemas de minimizacién
no triviales, ol métode simplex no trabaja. (Que modificaciones ~

hay que hacerle al método simplex para resolver el problema?

Hay varias maneras' de darle solucién a este problema. Se

describen a continuacién dos, uno el método de peralizacidn y el'
otr9 el método de doble fase.

- METODO DE PENALIZACION
Teorema. - Si consideramos M = Cu,u,...,ud, donde M ©es- una
constante real, dependiendo el numero .de coordenadas de M del .

vector W, entonces la solucién Sptima al problema

Min Z = ¢¥X + M'w
sujeto a
AX - Y + W = b
con- A _
X20, Y20, w20
es también solucidn éptima al problema
Min Z2 = ctx
sujeto a
/ . AX =2 b
con
X z0
si y sélo si el vector W = 0.
Demostracién. - Dado el problema de minimizacién
Min Z = ctX |
sujeto a
AX 2 b
con
X=>20
éste se puede escribir como
Min Z = ¢t
sujeto a |
AX - Y =b
con i
X220, Y>0

dénde Y es un vector éuperf{uo Este problema es igual a
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con

> s > . > > >
X{ Z0; X5 2.0, X32 0, X, 20, X520

Y ya introduciendo la variable artificial W&;

Max h = 3X, - SX_. - MW

1 e 1
sujeto a '
X1 + X3 ‘ = 4
‘xa + X, N =8
3x, + axa - Xg ¥, =18
con

> > >
Xy 20, X5 20, X2 0, X

= 3 4 3 i
i -3 S 0 ] o M o)
a
3 o b3 o 1 o) o o 4
4 0 1 o 1 0o o
a

Si se quiere que la base B esté compuesta de los vectores a

3’
a,, a, , Se necesita que a sea un vector unitaric tipo e.. Para
4 wi Wi- 3
eso se convierte Zy - éw en cero, mediante operacicnes

1 1 _ ’ .
matriciales elementales. El siguiente tableau da la primera base y

el primer punto extremo Cbasico y factibled del programa
modificado. A partir de ah{ se sigue aplicando el método simplex

en forma normal hasta que las condiciones de optimalidad se
cumpl an. )
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Y, X X2 X3 Xy X5

1 0 0o 0 o o o
23 | o 1 o i1 . o ..o 4
24 1o o 1 . o . 3 o )
v, {1 3 2 o o . -1 | 18

Pafa tener el primer punto extremo se requiere que los
vectores de la base sean unitarieos. Por lo tanto se convierte a,_ ,

¥
en vector unitario 93
W& x1 xa X _X4 xs
o -3 -2 o 3 -18
a
3 1 o s °
a R
@ o 1 t <
a
Wi 1 -] 2 ° -1 19
° o -2 3 o P -6
ai‘ o 1 o 1 o (o]
a,. _
- 3 (>3 'y o 1 o
a
Wi o E::] -3 o -1
1 o o o [ o o
a1 ° 1 1 [+ ] <
a .
T4 |-s4r2 o 8-z 1 1/2 3
aa_ 1,2 o 1 -8z .o ~372 8

Esta es la solucién 6pt.1ma a la fase uno, y como ¥ = O el
problema original tiene solucién Para empezar la fase dos, témese
todo el tableau éptimo anterior, unicamente ignorando la columna

J

aw (que ya no se necesita) yf el ranglén de los z - <

1 o
Sustitéyase ese renglén por la funcién objetivo original

Min Z = —3x1 + 5x8
© equivalentemente




X, ) [4)

X, 3

SO e T I - ) B

"N X o

5 .

Nwid bod

y ' 3
h=-Z2=-3 o Z=3

Este es el método utilizado en los programas de biblioteca de
las computadoras electrénicas. '
Ejercicio. Resolver ‘el siguieﬁte problema de programacién lineal
Max 2 = 4X1 +2X_, - X

e °3
sujeto a
. 4X1 - axa + X3,5 3
. . .o, X rT¥g =12
- >
ax1 + xa + x3 21
con

X 20, X320, X320

' PROBLEMAS SIN SOLUCION | }
Tanto el método de penalizaci&ﬁ y el de dob&e_fase'§ermiten
identificar cuando un progréma 1ineal no tiene solucidn. Los
problemas lineales no tienenasoluc?bn cuande sus rostrifciones son
inconsistentes. &al-es el caso del siguiente programa.
| L Max Z = 2X, + 2K

sujeto a s

2

. .
4 I T
con )

cuya representacién grafica se da a continuacidn.

- -5 \ B R i . . . . 4
[
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PROBLEMAS DEGENERADOS Y LAS REGLAS LEXICOGRAFICAS

Se ha mencionado antefiarmente que al existir un empate en
decidir que vecture entra a 1la base, este puede romperse
arbitrariamente sin ningun efecto considerable en el namero de
iteraciones del método simpiex. En cambio un empate en el ‘vector
de salida no puede decidirse arbitrariamente- porgue se 'pUEda
ocastonar ur ciclaje tal, que nunca 'se obtenga 1la snigcién
¢ptima. Por ejemplo, se analiza el siguiente problema lineal donde
en la primera iteracidn se pueden seleccionar como vecforhvde

salida tanto a_ como a,. Seleccionando a

5 6 5 Causa un c1c1aJe, tal
cComo se ve a continuacidén.
Max Z = 3/4Xl - 20)(2 + 1/2X3 - 6X4
sujeto a ’
— —_ <<
1/4)(1 9X2 X3 + 9X4 £ 0
- - <
1/2)(1 12X2 1/2X3 + 3x4 < 0
<
X3 <1
con N
> > > >
Xy 205 X, 2 0, X3 2 0, X; 20
Z X1 X2 X3 Xq X5 X6 X7
1 -34 zo 1,2 G () o o o
a_
S o 1/ 4 -8 . -4 o i o o o «
a
&6 1/2 -12 -1/2 3 (o] 1
a . H ] -
7 o) o o 1 0 o 1 1
1 o . -4 -?/2 33 . 3 o ) 0
a, ' B ’ : '
1 o 1 ~82 - 36 4 o ’
25 ) E 3,2 -4% -2 1 ) o «
a
7 o o .1 o o o i 1
i o - o ~2 Y -] 17 1 o ]
2 o 1 o [e] -84 -12 ) o o €
32 o o ) Y 3/8 ~1%/4 ~-%/2 1/4 [ o
a : .
7 o o o T4 o o o P 1

continda e1 tableau.

&9




El ciclaje que conduce al punto inicial de partida se debe a
lo degenerado de las solﬁcicnes factibles basicas. Para evitar
este tipo de problemas se usan la$ llamadas reglas lexicograficas.
Definicidn. - Un vector es léxicograficamente positiva si 1la
primera componenete diferente de cerc es positiva. Un vector
lexicograficamente positivo se escribe X ¥ O.
Ejemplo.

X = (0.3,-2,9 >0
Y = (108,-3,12) > O
Z = (0,0,-3,12) no es} O
Definicidn. Un vector X es lexicograf{Famente mayor que otro

vector Y, si el vector X - Y > O.

- - *

Ejemplo. .
= X = (0,3,-2)
Y = (1,2,2) , !
entonces
Y-X=41,-1,4) > 0 .
pero ' ’

»

Al
Aplicando las reglas lexicograficas para romper un empate en

X -Y=(1,1,-4) no es } O.

decidir qué vector sale de la base, al usar el criterio

X

Br xBi ' y

et ¥ "iﬂ — / Ylk_o L i3 o,
Yrk 1=2,..m Yik / )

se tienen los siguientes pasos.

Paso {. Arregle el tableau tal que los primeros m vectores del

tableau sean los de la base B.

Paso 2. Calcule el minimo de los siguientes cocientes.

Xg, o .
. ik
1=2,..m Y.
ik ‘e
81 el minimo es Gnico, por ejemplo i=r, entonces_xB sale de
' ' r

la base. En el caso contrario, construyase un conjunto de {ndices
I1 S I ( donde I es el conjunto de {ndices de todas las columnas

que estan en la base) farmado por todos los (ndices para los
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Ejem.pl

suje{ola g

con

que se denomina el probleme primarto, se define la siguféﬁte

estructura CD&)

sujeto a
con

que se denomina el problema dual.

ejemplo. Consideremos el siguiente problema de brogramacién linaél

primal
Max Z2 = axl + Xa
sujeto a
x1 + sxa <10
<
x1 + 3Xa s B
<
axl + axa = 8

con '
> > -

| X, ”°’.)§8"°’|,

el dual correspondiente seria

o Min G = 10Y, + 6Y, + 8Y,

sujeto a

o .
Y1 + Yz + 223 z 2
>
5Y1 + SYa + EYS z 1
con
l . > > >
Y1 = 0, Ya z 0, Y3._ 0 _ i

De lo anterior podemos observar que, si el primal tiene m
restriccicones ¥y n variables, ent onces, el dual tiene n
restricciones y m incognitas. De ahf{ que un problema de dos
restricciones y cualquier numero de.variables puede ser resuelto

en forma grafica a través del dual.

Ejercicios

1.~ Demuéstrese que tanto el progrdma*ﬁfima}io como el dual, del
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sujeto a

con o o _ ) ’ v
X =0
Supdngase que la matriz de coeficientes tecnoldgicos A se ha

particionado en una base B y el complemento de la particién N. Es

decir

A = (B/N)
entonces el programa primario anterior puede escribirse
Max Z = CBXB + CNXN
sujeto a -t '

BXB + NXN = b

con 4 " ’ -
XB z 0, XN > 0

La solucidén de este problema, como ya se sabe, consxste en

hacer al vector xN que no esti en la’ base 1gual 2 cero y . resolver
el vector basico XB en térmxnoside la base B, es decir, XB = B—lb.

La funcidén objetivo se convierte entonges en
5 Z = CBB 1b ‘ '
por otra parte la func16n objet1va dual Es,

b Y = Y.b SR
En condiciones de optimalidad, la funcién objetivo primaria

es igual a la funcidn objetivo dual, es decir

BT L Ea A_l

c X = ¢ B b = Ytb

Eas

L
dunde B 1 es la inversa de la base Sptima B, cy es el vector de

los precxos unxtar1os correspondxantes al vector basico Optimo
QB = (XB = B b) Y Y es el vector du;l éptima. De 1la ﬁltima
igualdad se concluye por analogia em ambos lados de la igualdad
que ° - " .

Kot Es RO, 1

Y = cg B ‘
La estructura inicial de un programa lineal, al aplicar el

método simplex es
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b

con

> ’ > o
Y, 20, Y, 20

Se tienen que hallar los. valores bpt;l_mos de X1 Y Xa que

resuslven el problema CP) asi como los val.ores &ptimos Y1 Y Ya

que resuelven (D). Se tiene también 'qué comprdbafqua en el punto
Stimo Z = G..

El tableau inicial correspondiente alproblema (P) es

2 X n ’.‘a X X
1 -4 -3 o (]
a3 2 8 1 o i8
24 ] 2 o 1+ |10 €
1 o -4 o 1 10
.33 o 2 1 -1-2}123
N a¢ . b .
1 o 1 1/2 o 1r4|3/2¢
? ] o o ar2z jis
ag § o -4 o] ‘ 1 -3/5
a. . . N i
2 o z 1 o 12| S
XS 3
S - T I =T I T
XN -)(1 [e]
. X o]
L 4 o “ o
Z =18

LLa solucidén Sptima del problema dual es Y = (Yl,Yab donde

Y, = zy - c4 =0
Y2 = Z, TG, = 3/2
A continuacidn se comprueba que la solucidn dual es factible

y Sptima. Comprobando en las restricciones duales se tiene
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Paso 2. Se utilizan operaciones matriciales elementales en cada
iteracidén para hacer tp@9§ 1os elementos zjr— cJA, J en'b{;?ual a
cero y convertir a la base B de m por m en una matriz identidad.

El lado deracho del tableau 1dent1fica en cada iteracién al punto.
extremo, dado por XBT— B b y éste vector debe ser no-negativo. Si
al empezar el procesco iteratlvo no se puede tener una base cuya
estructura corresponde a una matriz identldad, se agreganutantos

vectores artificiales comeo sea necesario.

Paso 3. El vector a, que se selecciona para entrar a’ la 'base es

- aquel cuya zJ - cJA, J no en B, sea el mas nagativo. El wvector a,

que sale de la base se selecciona en base a una regla que asegura

que se mantiene X§~= B 1b z 0,

Pasdé 4. La columna ak se convierte en el vector unitario er con la

componente Yrk (llamado pivoted, 1gual a uno. Estos cambios que
convierten al vectorvak en &1 vector e , 5 llevan a cabo mediante

operaciones matriciales elementales. Se repite el paso 3, haspa

J J

que todos los elementos z, -~ c, = O para teodo j en A
Es importante hacer notar que sn todas las iteraciones del

método simplex,se mantiene la factibilidad primaria, es decir, que
Xy = B b 2 0, y que al. alcanzar, optimalidad z; - .c; 2 O para toda

J en A, La solucicn éptima presenta factibilidad primaria Y
factibilidad dual.

Para wver que z‘j cJ 2 0 j en A, -significa factibili'dad
dual - se observa lo siguiente: '
-1
z, ~—c, =c B "a, -c
J J BT J
t
=Y a,  -c
J J
si zJ - cJ 2 0, para toda j en A, eso significa que
L :
Ya, - c, 20, V¥ e A
37 % J
Yta 2 c Y J e Av
J J

o en n@tacién condensada
Y?A_Z c .o A#Y.; c
que es precisamente la factibilidad dual.
Asi como en 'el método :simplex se requierp que en cada
-3

iteracién exista factibilidad primaria, es decir Xy = B b 2 o,
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con : i . 4
X, =20, X,20, Xg20, X, 20, X zo0
h x1 ,xan x3 X X
1 2 1 o o o
A a3 o -9 -1 1 ] .o l-a -
1o - L
a _ d
5 f o -1 -2 ° o 2 }|-3
- Notese gque existe factibilidad dual, pués todas las z,cy z 0
v J € A, La sclucidn actual no es 6ptima pues X = O.,“SQ
selecciona el vector a, como el vector que sale, pués XB = -6 es |
4" |

el mas negati vo.

Para seleccionar al vector que entra se usa la regla

zk‘- ) zJ - CJ //
— = Max Y < O
Yo o i=1,...,n Y . 4
B4k‘ B4J
2 1
= MA ve—— ———
-4 -3
= Max (-0.8B, -0.33 = -O 33,
Yy por lo tanto aa_entra 2 la base. El pivote es el elemento YB 2 °
' 4

sea el Yaa. El vector a, se convierte en la columna unitaria con
un unoc en la posicidén del pivote. Esto se logra con opéraciones

matriciales elementales que gensran el siguiente tableau
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método de penalaZQCLén y al método de doble fase, es . .que primero
no s reguiere’ del uso de Lvarzables art1{1c13195 vy segundo se
utilizan mucho menos 1terac1ones. La desventaja de este método
con respecto a los dos anterxores es que se requxere para empezar
a-1terar, la cmnd1cxon de factibilidad dual es decir zj - cj Z 0,
para toda j en A.

ANALISIS DE SENSIBILIDAD Y PROGRAMACION PARAMETRICA

1

Una vez que se halla resuelto un programa de preogramacién
lineal, puede darse el caso de que unc O varios parametros' de 1a
formulacidén original, tales comoc 1los precios unitarios o 1la
disponibilidad de ciertos recursos cambien.v dando origen a un
nueve problema. éEs necesario en ese vnlver a resolver el problema
desde el pr1nc1p107 ’

La respuesta es, afortunaﬁamente no. Se dice afcrfunadamente,
porgue en términos de iteraciones vy por consiguiente en tiempo de
computadora existen métodos, llamados de arilisis de sensibilidad,
que permiten ahorrar muchas iteracfonés, al resoclver el nuevo
problema partiendo de la so}ucién 6ptima del problema aoriginal. E1l
ahorrar iteraciones implica un ahorqc‘cnnsiderable en los costos

de utilizacidén de una computadora. ‘
' El nuevo problema puede diferir del original en uno o varios
de los siguientes cambios que pueden ocurrir simultaneamente.

a) Cambios en el vector b, o sea cambios en la disponibilidad
de recursos.

b) Cambios en el vector c, o sea cambios en los precios o
costos unitarios.

c) Cambios en la matriz A, 0 sea cambios en los coeficientes
tecnolégicos'aij. . .

d) Cambios en el vector X, o sea cambios en el namero de
actividades, cuyo nivel debe decidirse.

2) Cambios en el numero de restricciones del sistema lineal a
optimizarse.

Los primeros tres cambios pueden pueden ocurrir en forma

discreta o continua. El cambio discreto tanto en los vectores b, c

o en los elementos aij de A, significa que una o varias
componentes originales de dichos vectores (] matriz S0N
a5



con.tin.ua

Z ~C Z_~C_.....2 =C 2z -C a2 -
1 5 2 2 n N Nttt n+ § “Trtm ndm
1 : DA. - C | n z=r:8)(B
o | B B | x=s»

El andlisis de sensibilid;d se basarid en el m'ane,j‘o de esta
altima estructura. Se analiza a continuacién cada uno de los
cambios.. . '

a) Cambio del vector b. ,
Supdngase que. el prébléma original (PO), cuya solucidén éptima

se tiene a la mano, es

Max 2 = cX .
s'uj-et.o- a BT »
AX = b
con
X =0

Se cambiara en forma discreta el vector b, cuyc nuevo valor
sera b + Ab, donde Ab es un vedor con m componentes. El nuevo
problema (PN> a resolver ss

' Max Z = cX
sujeto a . . '.
AX < b + Ab Co
con
X0

El andlisis de sensibilidad palr~a' este tipo de cambic toma
come punto de partida la solucidn Sptima de (PO).' Supéngase que
8"1 es la inversa de la base ¢ptima asociada a CPO). Entonces la
solucidén Sptima de (PO es

2 = chB

Al cambiar b a b + Ab, el vector XB'cambia a uno nuevo XB

dado por
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1 2 3 4
1 -5 -9 . O ° )
a o
3 3 s 1 o 15
a
4 (] s 2 o 1 i0

y como el lector podra corrobarar, el tableau éptimo résulta ser

:? | X1 XQ .x3 X4
1 e o o S/49 16/19 | 285 /19
a, o ) 1 S5/10 -3/19] 45/19
a M =
1 - I 1 o -2/19 s/19| 20-/19
0 sea . .
r s r 1
RN 45/19
[ XB ] x1 20/19
X = —— = —_ =
XN X3 4]
| X4 | . O ]
Z = 235/19

5/19 -3/719

-2/19 S/719

Supdngase que por una depresién econdmica el numera de empl eados
debe reducirse a 3§ y el costo maximo de produccidn a %$5/hora. El

nuevo vector de disponibilidad de recursos es

) 15 - |—-10 S
X : - b %+ Ab = : =
) 10 1E -5 S
el nuevo progfama lineal a resolver seria
Max Z = 5x1 + 3X2
sujeto .a
3)(1 + SX2 =5
le + 2X2 <= 5
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1 2
sujeto a
331 + 5X2 < 10
oX +.2X2 < 20
con -

X, 20, X, 20
Utilizando &l anadlisis de éensfbilidad se tiene que

- ~1

Xg =B (b + Ab)
S5/19  -3/19] .
' 10
== Cmre .
~2/19 5/19 20
~-10/1% , -
‘ ‘ 0
- | corss| 4
BO/19 o

-

Yy por lo tanto se hace necesarioc utilizar 1 dual ‘simplex : para
restaurar 1a la factibilidad y obtener optimalidad -del ' nuevo
programa. Utilizando el tableau éptimo del programa original, con

o
la nueva columna XB se tiene

1 2 3 4
1 o © - - 5/19 16719 | 37049
a, .0 o 1. szxp- o jmasael | ~1001p
a, ) 1 o T -2/49 “B/49 ‘BOS1D
1 o 16/39 . 80/57 o soss
a, o o ~19/3 -5/3 1 109
a, o 1 -5,3 13 o 103

La nueva solucién es producir

X, = 10/3 litros del prddué%o.quimico A por hara

X2 = 0 litros del producto quimico B por hora
generando una utilidad &ptima de
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]

0a., — (c. + Ac.)
J 3 . |

donde aJ es la’ culumna j de la ‘matriz A.

.

Se sabe “gque en condiciones de optimalidad zs - (cj + ch)
deben ser no-negativa pafa'cdalq&ier i€eA yv j&«B, v debe ser
cero para cualquier j < B. 81 esas dos condiciones se cumplen, 1a
XB asociada al tableau éptxmo de . (PD) permanece Sptimo v el nuevo
valor.de la funcién obijietivo sera

z = (cB + AcB)XB

En caso contraric se debera primera hacer la zJ’— (:j + Aéj)
igual a cero, para i € B, mediante operaciones elementales vy
después obtener las cohdicipﬁes de aoptimalidad, z; - cj 20, J €A
Y i & B, mediante el método simplex.

Ejemplo. - TOmese comoc problema original el siguiente

Max Z = SX, + 3X

-1 2
sujeto a :
<
3)(.1 + 5X2 < 18
SX1 + 2x2 < 10
con
X > > '
x1 z 0, *2 20
FA x1 X2 x3 X4
1 [ o S/490 16/19 | 235./49
a, o o 1 S5/49 ~3/10| 48,10
a
1 o 1 o ~2/19 s/19| 2019 .

" Supdéngase que el precio unitario del praoducto quimico B, se.
reduce de $3 a $1. El nuevo prablema lineal es
Max. Z = SX, + X

1 2
sujeto a

<
3X1 + 5X2 = 15
SX1 + 2X2 £ 10

con

Nétese que
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~3
x:[i(_a.-]z xi - _..2_
Xy *2 1 o
| Xy L O |
Z = 10

El lector podra comprobar en efecto que la SOIUCIén satxsface

las restricciones’ del problema.

Ejemplo, ~ Supéngase que el precio de ambos- pruductos quimicos es
de $1. El nuevo programa a resolver seria
Max Z = X  + X

1 2
sujeto a
' },3x1 + 5X, £ 15
' sxl + 2x2 < 10
con

X, 20, X 20
El nuevo vedtor c + Ac es

€ + Ac = (5,3,0,0,) + (~4,-2,0,0)
‘= (1,1,0,0)

G sea que sélo 2y -~ € v 22 - c2 han cambiado a

z1 - (c1 + Aci) =n ai - (c1 + bcl)

= (5/19,1&/19)[ 3 ] -1 =4
S

2, — (c, + Acz) = I a2 - (c2 + Acz)

i
N

= (5/19,16/19)[ S ] -1 =
2

Como tanto el vector a, vy a, estan en la base optima
correspoﬁdiente a Py, 1la z, - (c1 + Acl) Y 22 - (c2 + Acz)
deben ser cera. Los vectores unitarios a, vy a, se restablecen

del tableau
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Supdnga que el precio de la primera actividad es $6. El1 nuevo
problema é'resolver"gs o
Max Z = &X, + S5X

sujete a

con

. El nuevo vector c + Ac es
c + Ac = (3,5,0,0) +. (3,0,0,0)
= {6,5,0,0),

y la Gnica zj - cj que cambia es

él - (C1;* Acl) = n-ai -1(:1 - Acl)
o o= (0,5/2)[ 1 ] - & = 3/2
el nuevo tableau quedaria y
z X X, ’4; X< Xy
1 sz o o ‘82 45
'a3 o 1 o 1 o .
az () 322,.. i ‘ o - 1/2 o ‘

y por lo tanto es éptxmo. Como se ve en este ejempla, al cambiar
el precio unitario de X (que no es bésxco) de %3 a $6, no ha

camb:ado la solucidén éptxma que es

X3 4
X X, 7
x._[.._.B.]= 2 =2 B e—
XN Xl' O
L X4 1 Lo
Z = 45

La razén es muy sencilla. Como X1 no es basico, su nivel de
utilizacidn es de cero. ‘El cambio hecho en su precic unitario no
es lo suficientemente atractive para que el nivel de utilizacidn

de x1 se incremente de su valor cero.

97




4 9 4 M
1 4
X X, . 3
x:[...g]z “ = [
XN . 83 4]
_X4 J L 0]
z =55 ’

Nétese que un cambxo en el prec1o un:tar1o en X

de $3 a %10,

1

hace prlmero, que sea convenlente producxr X a un nivel de 4

1

unidades y segundo, que se reduzca el nivel de produccnén de X2 de
? unidades a 3, con un incremento en 1la utilidad  de 43 a 55

unidades.

¢) Cambio de un coeficiente tecnolégico a4 cuando j no.es basico.

Unicamente se va a tratar en esta secc:én el cambio discreto
de uno o varios coe#1c1entes tecndlogicos asoczados a variables no
basicas. En el casao de que se trate de una variable basxca, se
recomienda que se resuelva el nuevo problema desde el principio.

Un cambio en las componentes del vector aj, J € N ocasiona

un cambio en el término zj,h Cj, J € N puesto que
' -1
z. —~c. =c¢c.B "a. - c
3 3, B J 3
= Il a. — .
. | . |
o~
8i el vector a, se cambia por ung nuevo aj, el nuevo término
L) EaS
z. — c., seria
3 3
ey Py . -
z. —c. =1Ta, -c..
3 3 23 3

Mientras este términoc sea no-negativa, la solucidén optima

asociada con (PO) sigue siendo optima. En caso contrario, es

o -~

decir, que zj - cj‘< 0, J € N, hay que aplicar el método simplex,

para cbtener la nueva solucién Sptima de (PN) teniendo cuidado que

el vector Yj del tableau dptimo de (PO) sea actualizado por otro

~y

~~ LS
Yj, donde Yj B aJ

Ejemplo. - Sea el problema original el siguiente
Max Z = 3)(1 + 5X2
sujeto a

99




es optimo, y la solucidn Sptima (PO) contindga siendo la solucidn

Sptima de (PN), o© seé

. X3 4
X X 9
x=[_§.]= 2 = fe—
Xy X, o
R 0 |
Z = 43

Ejemplo. ~ Bupdngase que en el problema original - (PO) anterior, el

vector a,= 1 y S cambia a ai'a 10 . El problema a rescl ver
S 1 . 1
es
Max Z = 3X1 + 5X2
sujeto a
IOX1 < 4
2 =<
X1 + X2 18
con
X, 20, X, 20
El nuevo elemento z, - seria
L
= 0,5/ -3 = -is2
. i
Ead s
como z, — ¢y = —-1/2 < O hay que aplicar el método simplex teniendo
cuidado de actualizar el vector Y, = [ 1 ] del tableau optimo de
~ ’ : 3/2
(PO) por otra nuevco Y., dado por
el _1/\
Yl = B 'a_1
= 0 10
o 1/2)1 1
_ | 10 '
L2y

El método simplex se aplicé al siguiente tabieau, que difiere
del tableau ¢éptimo de (PO) en el término z, - cy yen la columna
Yl.
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X

=
una nuevae acgividad XS

sConuiene productir

’

unitario es %7 y su vector de coeficientes a; =

El nuevo problema a resoiver es
== 3)(1

Max Z

sujeto a

con

> 0, X, 20

cuyoe

IE

+ BX, + TXg

+ X2 £ 4
o

18

precio

El nuevo elemento z2g — C es
Zg ~ g =-{l ag. — Cg
§ 1
= (0,5/2) -7 = -2
2
VY como resulta negativo hay que calcular la columna YS .del nuevo
tableau dado por
-1
YS = B a
- i 0 i
o 1/2j 2
e
aplicando el método simplex resulta el siguiente tableau
z X1 x2 X5 X3 X4
1 or2 ] -z o s/2 45
ax o E o 1 1 o 4
a .
2 o a2 1 1 © 1/2 °
4 13/2 o o 2 5/2 53
ag o L o 1 4 ] 4
a
2 o 1,2 o -1 1/2 5
La nueva solucidn éptima es que la “actividad X debe




el caso de maximizacion {minimizacién), para gue Xj, Jj € N se

‘ éuhvierta de una actividad no basica a basica.
Ejemplo. - Supénga el problema : '
' o ‘Max Z:.= 5SX, + 3IX

1 2
sujeto a
33X, + 35X, = 10
r i
= <
uxl + 2X2 < 20
con
> >
x1 b 9, x2 2 0
tuyo tableau &ptimo es
Z X1 Xz‘ . .Kz Xq
1 o 16/3 5/3 (o] 509
al o 1 59 /3 o 109
a
4 5] o ~19/3 -5/93 1 10,73
O sea
X, = 10/3, L =0 vy Z = 50/3
81 X2 = 1 el nuevo valor de la funcidn objetivo es
-~
Z =2 - (22 - Cz’

‘= S50/3 ~ 1&/3 = 3473

Por otra parte, si se quiere que en la solucién Sptima X, sea

2
baésico, €l precioc unitario de x2 debe aumentarse de $5 a

-~ !

= - pl
€27 Ep * (25 — €3)

=3 + 16/3

= 25/3

e Adicién de nuevas restricciones

S5i al afadir k (k>0) nuevas restricciones del tipo

. i = m+l,...,mtk
i3 13

L6213
(]
>

WA
o

j .
al problema priginal (PD), la solucién ¢§tima X, asociada a (PO)
lag satisface, entcnces_xB es también solucidn &ptima del nuevo
problema. Por el contrario, si XB viola alguna de las k
nuevas restricciones, habra que restablecer 1la factibilidad del




1 2
sujeto a
}' ' <
: 3)(1 + sz £.15
SX, + 2x2 < 10
: < . -
‘ Xz <1
con - : P

> >
X; 20, X, 20

aﬁadieﬁdo‘las variables de holgura se tiene
Max Z = SX, + 3X

1 2
sujeto a ' \
3X1 + sz + x3 = 15
le + 2X2 +_X4 = 10
X2 + XS f %
con . .
> > > >
X1 2 0, X2 > 0O, X3 2 0, X4 z 0, XS 2 0

Z X X X X X
1 2 3 4 e
{ * . 2 . T
-4 o o VY 16/19 o .| 235 19
4 -
a, o o. . 1 5/19 -3 40 O | ; 4519
a. . e - X }’ L. - . A . -
1 o 1 7 o - -2/19 ss19 0O zo/19
a i . - = .
= o o 1 o o 1 1
Reestructurando el vector unitario e, por medio

.. operaciones matriciales elementales da el siguiente tableau.

Z X : X X X, ° X,

S 2 3 4 S
i o o 5/19 16749  © 235./19
a5 o o 1 S/10 -a-19 - 0" | 4S9

a .
1 o 1 o -2/49 5/19 o 20/10
a. ) _
S o o o -5/ 19 3/10 1 ~28/49

de

Aplicando el método dual siméléx se obtiene el tableau Sptimo
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cambios continuos de los precios unitarios, h es un vector cdn n

*componentes. Se restrlnge el estudio de %1 caso en que o = Q,

puestc que para el caso o _< ,0,- todos 105 resultados - que, se
obtengan seran analogos. .

Cuando el vector paramétrico c + &h varia, el elmento z. - c

para toda j e A, témbién varia. Para analizar esta variacién, se

establece la éiguiente notacién.‘Sea BD la base &éptima asoéiada al

problema arriba mencionado, para a = 0, es decir

¢ - o »

Max Z = cX
sujeto a '
AX = b °
con &
Xz0
entonces el nueve valor de zj - cj, denotado par"zj - cj°95» o
zj ar é (cB + ahB‘)B aJ - (cj ¥'ahj)‘para jeA
B 1 =g, + af B 1a~ - h.)
9 o éj 3 hB i 3
-1
= .- + - h.)
(zJ c ) a(hB B a5 j
donde Ch "hB son las cnmponantes de ¢ y-h asociadas a la base
o o
B.'
o - = o * . o .
UExiste algln valor critico de a, digomos o , tal gue pard

valores mayores gue a”. la base Bo dejaria de ser éptima?.
- a ~ -~
" Para contestar esta pregunta se analiza el término zj - cj .

Como la optimalidad para cualquier valor de a se obtiene cuando

o, ”~

2, ~ ©; Z 0, para toda j € A, y sabiendo que z; T &y 20 . Vie A,

porque BD es otimo para a = 0, queda Gnicamente pendiente analizar

' . - ~
el. sequndo término de zj - €.

., ©5 decir

-1
hE B "a. — h.
o o ) 3
se concluye

- 7

a) Si (hB Bglaj - ﬁj) 2 0, para todo j e.A entonces lq_ base

Bo;»Cerespondiente at.tableau éptimo - del. programa lioneal. con
a = o, sigue siendo optimo para cualquier. valor de o 2 0.

b) De lo contrario, si existe alguna j € A para la cuil su
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Ejemplo. - Considere el siguiente problema paramétrico

Max Z_é (3 - 6a1x1_+ (2 - 2a)x2 + (S + Sa)x3
sujeto a : '
Xl,f'ZXZ f‘ X3 § 430
3%, +\2x5 < 460
<
x1 + 4x2 £ 420
con .
> > >
| Xl z 0, xz z 0, X3 = 0
nétese que ¢ = (cl’cz’CS) = (3,2,5) vy h = (hl,h2,h3) = (—b,~2,;5)

para a = 0, el problema se convierte en
Max Z = 3IX, + 2X_ + 5X

i 2 3
sujeto a -
<
x1 + 2x2 + X3 < 430
3x1 + 2X_ £ 440
Xl + 4X < 420
con

Xy 20, X 20, %X, 20

cuyo tableau inicial y optima, como podra corrobarar elx;éctor, as

respectivamente
P4 X X X X X X
1 2 3 4 5 &
i -3 -2 -5 o () [} o
a,- S ! 1 2 1 1 o () 430
a .
S ° 9 o 2 o 1 [+ 400
a
& o i . o © o 1 420
1 . [ o 1 2 o 1850
a, o -1,/4 1 o /2, ~i/4 o 100
a . A .
S o 3 2 o 1 o 1-2 (] 230
a
6 2 o -2 £ 1 zo

Los resultados Sptimos para a = 0 son
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z, - C
x 4 4
a = - —
hB B0 a, h4
I |
= 1
Entonces, para valores de a comprendidos en el 'raﬁgo

0 = a<i1, se tienen los siguiéntes'resultadns Sptimos SR

f h r 3
X2 100 -
x3 - 230
Xg X |
xt - o - & - 20
: XNO x1 O
)(.4 (4] ]
\ xs J “ Q o
Z’k = { + X
b4 = (lcg ahB I Xg
o (] o X
. 2
= (CL + ahz,c3 + ahs,c& + ahb) X3
x&
. . 100
= {2-2a, 5+5a,-0f0a)“.230
20
= 1350 - 750a
Por ejemplo para a = 1/2, el valor de 1la funcidén objetivo

sera )
-Z = 1380 - 950(1/2) = 875
Se analiza si existe algﬁn otro Fango de o dado ' por

a = a < a* + a*,. Fara esc en el tableau Sptimo correspondiente a

a = 0, se actualizan los zj - ;3 s« para 'todo i en N, vy se

introduce inmediatamenete el vector a, aplicando el método
simplex, tal como se mueétré a continuacidn:
z, ~Cc, =2 - Cc, + t(h' B“1 - h_.)

1 1 1 S B0 2 1

4 + 1(14) = 18

- - : b 4 -1
24 c4 = z4 c4 + o (hBQBc a4 h4) 1 + 1(~-1) = ©

I
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\ o - “~ e J

: . . ix
Para ver si existe una o se calcula

-1 _ ' tf - _ . o
thB N, - hNi = thgsh h )B (a2 ,.a.) thyshyshe)
1 -1/2  © 1 2 0
= (0,5,0) O 172 © 3 0 1 - (=&6,-2,M
O (8] 1 1 4 9]
= (27/2,2,5/2)
0O sea
-1
B, a, ~—h, = 27/2
hy By 1 1
1 .
h, B.la, - h, = 2
7B, #2 2 : o
_1 _
hBIBI ag — h5 = 5/2
y como no hay hB B;iaj— hj,-pa;é j € N, ‘menor que cero, entonces
. B, 1

axt es igual a infinito.
En resumen para valores de o, comprendidos en el rango Oa<l,

la solucién éptima es

X, =0, X, = 100, x3'= 230, X, = 0, Xg =0, X, = 20
y .
Z = 1350 - 950« 0 < a1y l
y para valores de o, en el rango 1 < a'< o se tiene como solucidén
Sptima
Xy =0, X, =0, Xg= 230, X4 = 200, Xgo =0, X/, =420
y 4
Z = 1150 -~ 1150 0 < a { w©

Cambios continuos en el vector b.

El probiema a resolver es el siguiente
Max Z = cX
sujeto a ' ‘
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Para el valor p = Bt, se puede aobtener una nueva solucién

factible basica usando e1 método dual simplex uan vez actualizado
XB y,Z*, para 3 = ﬁt, en el tableau Sptimo asociadbi Y Bn' Al
ubtener una nueva solucidn éptlma X , cofrespcndiente a una nueva

base Bl’ el anéllsxs para determxnar un segundo valor critico. de

3s pbr ejemplo ﬁ , es similar. El rango de anilisis en este caso -

seria ﬁ* < < B* + Btt.

Ejemplo. - Considérese el siquiente problema paramétrico

1 2 3
sujeto a v
X1 +.2X2 + X3 < 430 + 100p3
3)(1 + 2X3 < 460 - 2003
X; + 48X, < 420 + 4003
con
X1 z 0, X2 z O, X3 20
donde
bl’ ' 430 &, 100
b = b2 = 450 1}, _é = 62 = {200
b3 420 63 400

sujeto a

X, + 22X, + X, £ 430
i 2 Z

I, + 2X3 < 440

X1 +~4X2 £ 420

con

cuyo tableau Sptimo es
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y . R
. X o2
B3 o= -
o . ~1
Bo_é?
=230
= = 2.
-100°
Esto quiere decir que para el rango 0 <
dptima esti dada por
X"’
_ b _ ot .
Xg = | X3 | =B, (b +ps&
.o X ’
&
-1 -1
= BD b + ﬁBD S
r " . ) —
1/2 -1/4 (8] 430
= o] 1/2 O 450
| -2 1 1 420
.
100 + 10083
= | 230 - 10043
| 20

y el valor de la funcién objetivo queda expre

x -
L' = Cg XB : 0O =23 <5 2.3
o o
X2
(c2,c3,c6) x3
xb
100 + 10013
= (2,5,0)] 230 - 100
20

It

1350 — 30083 .
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B £ 2.3 La 'solucidén
100
+ R}—100
0

sado por




con . .
X 20

donde A difiere de la’ matrlz orxglnal A unxcamente en una columna
no-basica, la j, donde '

;j =\aj‘+ By . ' jﬁe'N
a; € A, S - <‘ @ Y. yj es  un. vectur tolumna con m
componentes. De nuevo se restringe el anél:sls al caso en que 8 20
puesto que en el casoc contrarxo, e < - 0,>rlos resulgados que' sSe
obtienen son anailogos. S _ A
A diferencia del analisis de parametrizacién de los vectores
€ ¥ b, en este caso, una vez que se calcule un valor critico de 8,

por ejemplo 8 el anAlisis no puede continuarse para valores de

e > 8 s puesto que ;j se convierte de Qettor 'no—basicp ¢ paré
0 =8 = 9*) a un vector basico ( para 6 > e*); A
Con esta advertencia se continga el anilisis paramétrico de
un vector tecnolégico no-basico. Sea de nuevo B la base éptima
asociada al problema anterior con 6 = 0 BS decxr
Max Z = cX
sujeto a

"AX = b
con !
' X >0
Un cambio paramétrico en el vector aj, JeN ocasiona que
el e . .
zj - cj se modifique de la siquiente manera o
zZ. —c. = ¢ B~1; - c
3 3 B 3 3
o
= .cg BO {(a. + 8y.) - cJ
o ‘ .
= c Bﬁla - c. ¥ B¢ §_1
B "o ?j B o7
o o
=z. —c. + 8c '5—1 o jeN
i 5 B, o 7j
, Pl '
Si zj . cj Z O para toda j e N y para cualquier valor de
€ > 0, entonces BQ sigue siendo &ptimo. En caso contrario, es
- ' e ’ u Bad
decir si existe alguna j € N ,para €1 cual z; = €y < 0, entonces
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1 2 3 4 5 6
1 4 ) o 1 2 o 1350
a, o -1/4 1 o 1r2 -1/4 o 100
a .
3 o 3,2 o 1 o 1/2 c 230
a .
) Lo 2 ) o -2 1 1 20
los resultados dptimos para 6 = 0 son
r r
~ [ %] 100
X3 230
XB X B
xt - ] - & = 20
XNO X1 O
x4 O
~ x5 ) L O
z¥ = 1350
Fara determinar si existe un valor critico 6*, se calcula

g BD yj, para toda j e N, que sufra un cambio paramétrico, en
o} - '

este caso j = 1,
! = (C_,C_sC,)B
CBO o ¥t 2'53'%%" Pq
1/2
= (2,5,0) 0
-2
= -1
por lo que ‘
. —(z1 - 1)
=] -
c B*ly
B "o ‘1
o

¥y

-1/4
1/2

fl
P-}

O 1
O -1
1 0

Se puede entonces resumir que para valores de €, comprendidos

=20, X, =X, =¥ =0 y 2% =

4 S

1330.

en el rango 0 £ @ < 4, 1la solucidn &ptima es X

2

= 100, X, =

5 = 230,




