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I. PROGRAMACIOH LINEAL

recursos escasos

nombre io indicacomo su
que const!tuyen el. modelo

sean lineales

del probl ema de

I Encontrar tai .que optimicenlos valores de X n

y que cumplan con las restricciones lineales.

Cob! en £ b. >a +11 1 < b, 11
Co bien > bOb. 22

> 0, > 0y con

OBSERVACI ONES

15 n timer os reales llamados coe/icientesLos y son
demanda dedeo yr&cxirsos

modelo

func!6n115 La debe maxi mi zarZ se oque

mini mizar denomi na representaci6nlase y es

1

La programacidn lineal 
requiere que las funciones matem&ticas

La expresidn matemAtica de la forma general 
programacidn lineal es la siguiente:

/uncidn obj&tivo 
matemAtica del cr iter io de efectividad.

"de la 
el

a21Xl +
a12X2 +’ ' '

c X n n

La programacidn lineal estudia el problema .de asignar 
mejor manera" recursos escasos a actividades que compiten ppr

< b n

C2X2

X mn nam2X2 *• • • * a:

a22X2 +- ■ • +

Z “ C1X1

aiJ’ 
t^cnolbgicos,

X, ,X_,. . . ,X
C maxi mi con o minimicen) la funcidn lineal

X2

fCX41

a 4 *ml 1

> O X n

precioe o costos respect!vamente. 
son obtenidas como datos para el

Co bien i b 5 - n

X1

bi y CJ
de disponibiIidad d&

Elios representan constant's que

,X_,...,X 5 c n

X 2n n

a4 X In n

uso de ellos.



TABLA 1.

CAPACIDAD >:
SECCION TIEMPO DISPONIBLE

300 hrs/semana
500 hrs/semana

Fresa - 350 hrs/semana
Pulido 160 hrs/semana
Pintado 48 hrs/semana

TABLA 2.

PRODUCTIVIDAD (hrs/unidad)
SECCION

Modelaje 4 3 3
7 6 7

■ 2 3 3
Pulido 2 1 1
Pintado 0.9 0.4 0.8

Adem&ss
a) ventas

unidades del
estudios de

el

3

3

Requerimientos de tiempo en cada secci6n por cada unidad 
de producto.

Modelaje
Fundici6n

Fundici6n
Fresa

Disponibilidad de boras en las diferentes secciones:
i. .

Costos) para
<12 y <14 por unidad de los productos P 1’

P2 P3

P2

P1

producto P

El departamehto de. Comercializaci6n estima que las 
del producto P^ pueden exceder la capacidad maxima de 
pero en cambio no se podrla colocar mas de 50 i 

y 45 del producto P3« Segun estos mismos 
mercado se estima que las utilidades (Ingreso - 
periodo separa de <20, 
y P-r respect! vamente.

produccidn,



II.- Fundicidn.*
< 500+ 7X3111 - — Freset

+ 3X < .3503IV.- Pxiltdo

< 160
V.— Pintado

+ 8X < 4803
b> Capacidad del mercado:

I.- Produc to 1:
< 50

II.- Producto 3:

< 45

desarrollados; podemos
manera:

- *'Max Z = 20X 1sujeto a
+ 3X < 300
+ 7X

< 350
< 160
< 4802

< 45
con

> 0 > 0y
Aue Gs b! modelo pedido.

sati s-f aga ci ertas
operacibn de la ■fundici 6n. La

del problema, arroja la siguiente

5

2.— Se solicita determinar la alime 
el^ctrico,

\6X2

X3

X2 +2X, +

+ 3X2̂

Con todos estos elementos hasta ahora 
plantear el problema de la siguiente

3
X3

X2

X3

X3

X3

+ 6X2

3
£ 50

+ 4X2

+ 3X2

+ 14X_ o

2: 0.

X!

X1

9X1

2X1

2Xi
2X1
9X1
X1

2
+ 3X2 

X2 +
+ 4X„ + BX

 ---- _ —imentacidn apropiada para un horno
de tai forma que el productb -final 

condiciones dadas y optimice la 
observed 6n detail ada 
formulacidn simplificada:

7X!

4X1 
7X, + 6X 3

+ 3X

3
< 500



a usar
a usar

a cerb.
Io queique es

Vemos este lo una solucibndice sien caso nos es
Luego debemos minimizar

los costos.
Min Z CCosto total?

esto es
Min Z « 67Xi

III.- Restricctonas.

a? las especificaciones del product©con
final.

i? Mi ni mo de carbon© toneladas del

luego > 0.003

ii? Maximo de carbon© decir 0.0682 tonel adas deles
total de 2.

As!: Carbono total de la carga < 0.0682 toneladas -

luego < 0. 0682

luego + 0. 023X + 0.022X > 0. 0413 6
iv? Maximo de silicio 2.23%, es decir 0,043 toneladas.
luego + O.O23X < 0.0453

7

que 
mejor que otra.

Numero de 
t©netadas 
___ I

II. Functbn obj&t two' C^Que se debe; optimizar? b 

mide la eficacia??.

3 cf < v=>
3.'14%,

i

C^Qub limita nuestra decisibn??
Hay que cumplir

que 

son los costos asociados.

iii? Minim© de silici© 2.05%, 
Asl 

total en la carga i 0.041 toneladas

------
Carbone per 

t oneladaI

3.25%, es decir 0.065
total de-2 toneladas que componen la carga total.

Asi: Carbono total de la carga > 0.065 toneladas

+ 0. OO4XS>

+ O.004Xd

+ xs

es decir 0.041 toneladas.

4 + X

+ 700X-. o

+ O. 035X-

+ 64X_2

+ X3

0.0045X1

+ o: ooi5x_ 
d

+ 73X_ 
49 + 115OX0

O. 001X1

0. OO1X1

0.0045X1

] L
+ O. O35X-

+ 43X.4

+ O. 022X.4

+ 0. 03X.4

* X6

+ 0.001SX^

+ O.OSX,4

X5: toneladas de briquetas de carbono

de toneladas de briquetas de silicio 

que por supuesto deben ser mayor o igual

Total de carbono 
en toneladas



1.- Linealtdacl:

matemAtica de

una
no se

Dtytsibi lidad:

el problema es tai que s61o
a

4. - todas lasDe t &i'mt nl s t i cos: Se constantessupone
elen

METODOS DE RESOLUCION
A continuacidn pr esentar emos dos m$todos matemAti cos,

de 11nealun establecese en
tdrminos de dos por
procedi mi entos El mdtodo un

de extr emadamente

en
Desar r ol1ar emos en

1i neal.

a cada uno de los cuAles se

y 2.en
a se en

unidad.por

9

acepta resultados enteros. 
diversas tareas.

2.“ Indtepend&ncta entre acttvtdad&s: 
acti vidad

I.- Soluctbn gr&ftco.
Cuando un modelo

problemas de programacidn 
esta seccibn el mbtodo de solucibn grAfica 

apoyados en el siguiente problema de programacibn

que todas 1as constantes que 
aparecen en el modelo son cpnocidas con certeza. Generalmente 
ellas son estimaciones basadas en el comportamiento esperado.

programacibn 
variables de decisi bn, 
grAficos.

magnifico cuadro visual 
Otil

Es una exigencia del modelo que la representacibn 
la funcibn objetivo y de las restricciones sean 

funciones lineales. Esta exigencia particulariza la aplicabilidad 
de la programacibn lineal y deja una gran variedad de problemas 
fuera.

referenda, 
para la comprensibn de aquellos aspectos que pueden aparecer 
la solucibn de problemas de pr ogramacibn lineal.

Se supone que el nivel de 
depende de ninguna otra actividad, con esto 

pretende garantizar que el problema permanezca en forma lineal.
2.” D.tytsibi I tdctd: La -programaci bn lineal entrega por lo general 
resultados con decimales; sin embargo,

Por ejemplo la asignacibn de hombres

3*— Una firma elabora dos productos, 
les debe procesar en los departamentos 1 y 2. En la tabla que se 
details a continuacibn se resbmen las necesidades en boras por 
unidad de cada product© en cada departamento. Tambibn se presentan 
las capacidades semanales de cada departamento, precio por unidad, 
costo de la mano de obra por unidad, y costo de la materia prima 

Determinar el nbmero de unidades a producir de cada

una gran

ba Jo 
ci er t as limitantes, para Hegar a la solucibn de un problema de 
programacibn lineal.

se le puede resolver 
grAfico proporciona 
y resulta



> 0

Eh la

decomo ver emos mas
soluctones las

&rea

7S

120

90

Area do < 200

solucionesIS

f actibl »• <49, o>

D(O,O> IS 90 <so 7S

una

o qu®

11

49 
ACO,187/9>

OX 
2

B(20,ao>
V's. 4X ♦ 
\ *

9X + 2X < 
1 2

l4a 
C<40,0>

Area de soluciones posibles represents
El

presentacidn del m^todo gr&fico 
definiciones que se dar&n formalmente

X2

Xi

X1

<0,00 > oo

> 0 y X 
G

Si mplemente 
variables de

Estas combinaciones
Representar emos

Cada punto dentro del
combinaci6n -de 1 os dos productos que se pueden producir. 

problema es ahora determinar la combinacidn o combinaciones 
maximlcen la funcibh objetivo.

Zncorporocibn de la functAn obj'&ttvo
El procedimiento de solucidn de la programacidn lineal 

investiga el Area de soluciones'posibles para la soluciOn 6ptima. 
Desarrbllese en forma gradual un procedimiento de investigacl6n 
examinando primero algunas caracteristicas de la funcidn objetivo. 
En el problema de produccibn combinada, identifiquense las

y quecs
i candi datos

identtftcar el 
A este conjunto 

adelante,.Area 
identified todas 

decisi6n CX- 1 
son

el .desarrollo de 
baremos mencibn de algunas 
en las secciones siguientes.

El prim»r paso en el procedimiento gr&fico 
■ conjunto soluc ibn para el 
solucibn se le denomina, 

/ac tibles, 
combinaciones de las 
satisfacen las restricciones. 

para la solucibn bptima. Representaremos a continuacibn el 
determinada por las restricciones del problema.

es

sistema de limitantes.



la que podemos expresar en tdrminos de X como2

ver recta “SZ©es
el val dr de
.es

utilidad tiene una

Cone LxisiGn:
»laboran 20

se

convex© es un
cualesqul era

lineauna segmento de recta

y que ser&n .

deun

y para probl&mas tanto cfe

13

paralela hasta tener 
fact! bl e.

8 
la

y 
intercepcidn

Z 
1+ —

donde podemos 
est& influenciada

X2
□ 

-----X
6 que la pendiente de

se unen con

por • 
el eje X c 

cambie su valor

Un conjunto 
que si dos puntos 

en forma arbitraria dentro del conjunto 
recta, todos los puntos sobre el 

tambien pertenecen al conjunto.
Esto conduce a los siguientes enunci ados, los cu&les son de 

una importancia fundamental en la programacidn lineal 
demostrados formalmonte en una secci6n mas adelante.

1.— El conjxinto solvcidn para un gvupo d&stffualdados 
ItMales 9s un conjunto conv&xo. For lo gve el Area de soluciones 
facttbl&s pctra ,un problsma do programacibn lineal 
convexo.

es un conjunto

intercepcidn con 
conforms Z

Si se tiene inter ds en maximizar la utilidad, 
se dezplasa la recta de utilidad, alej&ndose del origen, en forma 

contacto con el Ultimo punto de la region 
Este Oltimo punto queda sobre la recta de utilidad igual 

a 280 dblares y tiene coordenadas C20,30X Conclusion: la utilidad 
se maximisa a un valor1 de 280 dblarest evando se 
untdades del producto A y 30 unidades del producto B.
II Solveibn punto en la es^uina

El procedlmiento de investigacidn se puede simplificar si 
aprovechan las caracteristicas conjuntas del Area de soluciones 
fact!bles

~ Dcida una funciOn obj'etivo en un problerna de programaciOn 
lineal, la soluciOn Optima incluir& siempre un punto angular en el 
Area de soluciones factibles. Esto es cierto hacienda caso omiso 
de Id pendiente de la funciOn obj'etivo, 
maximisaciOn como de minimizaciOn. 
ej'empla.

caracteristicas conjuntas 
y de la funcibn objetivp. 

conjunto de puntos tales que si 
seiecci onados

a un

y no
Z. Por otra parte la 

Z/B que depends obviamente de Z 
su valor tambien lo hace la 

produciendose el dezplasamiento paralelo esperado.
Para este probl ema, cada recta de 

pendiente de -5/©.



situaci6n»
En situaciones como

alternativas al
probl ema,

C15

B

C

FORMAS EQUIVALENTES DE LA PROGRAMACION LINEAL
laEn el desarrollo us a

formasigui ente forma de la
candntca.

Max Z = cX
sujeto a

X > O
pueden serlasesta. quea

de lasde cualquierauso

-cX
-cX

Max Z

* 4X
b5 1es equi valente a

+ SX•2

a>
es equivalente a

AX < b

A cz

cuAles resultaria del mismo valor mAximo de Z. 
6sta se dice que existen sol uci ones dptimas

-3X1
16X

“ SX3

X2

-ieXi

4XO3Xi

X1

cualquier otra forma es equivalente 
demostradas f&cilmente por medio del

Max -Z =

Min Z =

por 
siguientes cinco reglas. 
R&gla 1 

a> Maxi mi zar cX es equi val ente a Minimizar 
b3 Minimizar cX es equivalents a Maximizar 

ej’emplo:

* S*3

Min -Z «

que a continuacidn 
progr amaci 6n

2
" SX2

<25 .

existiria un miner© infinite de puntos, cada uno de los

se pr esenta se 
1i neal denomi nada



o
oz. - >

0

< 10
< 12

es equivalents a

4

X > o

A "

bZ)
8X

es equivalents a

X 4

X > o

o
o

17

& Jem.pl o 
a)

r2 s' 
> 10

f Z1

3 “ 0’ 

donde el vector de holgura es

3 > O, 
donde el vector superfluo es

« 10

- 8X2

z . m

«■ 3

« 12
14X1
lax,i

7X1
X3

7Xi

X4

- 3X_
+ 4X2

X4

» IO

14X1
12X1

10X1 -2
+ 3X^ ; c

- 3X2 
+ 4X_

regia 5
Una variable no restringida, 

cualquier valor en R puede escribirse como 
variables no-negativas. 
ejemplo

o sea aquella que puede tomar 
la diferencia de dos

+ X3
+ X

18X41
+ 3X_



Max h = ~3X - X,1 3
sujet-o a

< -3
4<+

< -4
con

£ 0, > 0, > 0 y X, > O6
Esta ultima expresidn tiene la estructura candnica pedida.

UNA MIRADA AL METODO SIMPLEX
Para de

solucidn deson a
lineal de Se 1 ados

lasde tres
Adem&s»

Esfuncidnse ununa

exist© una solucidnsi

un
hasta

es

depor un
essu

deber&n ser mediante

19

pr ogr amaci 6n 
decir

que
adiclonal.

proceso 
f actible.

-0. 5X1
xS
X5

X6
X6

X1 X4 X5

+ X84X4

+ sx4
-X4
X4

los procedi mi entos 
los probl® mas

analizar

todos los propdsitos pr&cticos, 
gr&fica sdlo son aplicables 

programaci6n lineal de dos variables. Se puede 
geometrla de los problemas de tres variables; sin embargo, 
dificultades que dsta presenta son obvias. Adem&s, con m&s de tres 
variables se carece de un marco o cuadro geom4trico de referenda. 
Puesto que muchas de las aplicaciones reales de la prpgramaci6n 
lineal contienen mAs de dos variables, se tiene la necesidad de un

1i neal en
AX < b.

procedimiento de solucidn diferente del mAtodo grAfico.
El procedimiento no grAfico mas popular es el mAtodo simplex. 

Este mAtodo es un procedimiento algebraico, de cierta complejidad, 
para la solucidn de sistemas de ecuaciones simultAneas, en donde 

pretend© optimizar una funcidn objetivo.
iterative* en el que se identifica una solucidn ini ci al 
Se prosigue investigando para ver si exist© una solucidn ’’mejor" 
debe entenderse la medida en la que se puede perfeccionar el valor 
de la funcidn objetivo. Si se identifica una solucidn mejor, la 
investigacidn se reanuda. La generacidn de cada solucidn sucesiva 
precisa de la solucidn de un sisterna de ecuaciones lineales. La 
bdsqueda continda hasta que en la funci6n objetivo ya no sea
posible una mejora adicional. Una caracterlstica important© del 
mAtodo simplex es que garantiza que cada solucidn susesiva serA 
factible, y que el valor de la funcidn objetivo serA por lo menos 
tan aceptable como el valor de la funci6n anterior.

Antes de resolver por el mAtodo simplex un problema 
forma candnica las restricciones.

transformadas en igualdades.



v:- \

%
sujeto a

< 120
< 260
> 0, X > 02

el m£todo simplex debepor se
el conjunto de restri cc i ones el conjuntoen

+ 2X = 120
= 2604

> 0, > o
Ahora el conjunto de restricciones de doses

cuatro vari ables. De todas las el

igualan a
y se resuelve el sisterna para

las doses son
1 as

est&

es dec It* 6.
1 as de

las cuatro variables el

solucidn

1
» 2
3
4 100

t 5
6 120,

21

habi^ndose asignado a dos de 
valor cero.

soluciones
conjunto de restricciones se demuestra

departamento 1 
departamento 2

G)-
posi bi1i dades

> o?

Valores de las 
otras variables

X2

X1=2O,
X2=60,
X ==130/3, x
X1=40
X^S, 
X3~

ecuaciones y

dada por las combinaciones de 4 sobre 2, 
En la iguiente tabla se resOmen todas 

solucidn,

X2=30
X =-100 4
X =100/3 
w

X4=
X =-75 o
X =260 4

posibles para 
(como veremos mas adelante)

X3’
Xl’
Xl’ 
x2, 
x2,
Xl’

X4

Variables que 
se igualan a 

c er©

+ X3
2 + X

Antes de resolver este problems 
trans-f or mar 
equivalente

X3

X4
X3
X4
X3
X4
X2

Consideremoa el siguiente probl ema de programaci6n lineal
••

a cero

> 0,.

^.Cu&les
variables que se deben hacer igual a cero?.. Es -facil ver que 
posibles combinaciones de hacer dos variables iguales

que ocurre una soluci6n 6ptima cuando en este problema 
cero dos de las cuatro variables, 
las otras dos variables. La cuestidn

X1

+ 2X2
1 + 6X2

X1

3X1 
4X

3X1
4X1

maximlcese Z = 5X’ +’ 6X^

2
+ 6X



TEOREMAS BASICOS DE LA PROGRAMACION LINEAL

Se considera la forma candnica
tMax Z = cX

sujeto a
AX < b

con
X > 0.

a X traspuesta:de X
A « Ca y

Una soluci 6n factible al problema
lineal es aquel vector que satisface las
r estr i cci ones.

AX < b
y x > o

2. - Una soluci6n factible b&sica
« CX se obtiene haciendo. n

de y-encontrando
restantes

Not a. Las componentes de X que
se denominan vartables

b&stcas. Si una a
lacero, todas lases

la solucibn factible bAsica es

3. - Es el cbnjunto de todas las

EJemplo.
»

Consi der e el pr obiema'1i neal;

23

variables b&sicas 
no■de^eherada.

'n 
cero

Region d& fact tbitidad. 
soluciones factibles.,

. »c 5 n

bAsicas 
d&ger\ar ada;

- m de las componentes 
una soluci6n

resulta igual 
si

hayan hacho cero sean linealmente independientes. 
Considerando definicibn anterior.

X1,

•4 P i J mxn

. ,X n
- cbl

xt

hicieron iguales a cero, 
o mAs de las variables

inicialmente no se

.X?.... X 3g n

Ccldonde c^

no se

De/intciones y
l.“ Solucibn factibls.

Xt= cxx

sol uci bn factible bAsica 
son positives •

.c2...
b’-

no negativa para 
componentes, siempre y cuando los m vectores 

Ccolumnas de A3 correspond!entes a las componentes de X que

b_,...,b 3.2 m

Solzicibn factiblo bAsica.

l’X2.... X->
X i gual es a

las



intuitivos. un si dado dos puntoses

convex©
O<X<1,

st

no una
convexa convex©.
observaci6n.

laque no

T&or&ma. las soluciones factibles de un
un conJunto convexo.es

de obti eneun su
en

convenient® escribir5la forma

y que cumplan con las restricciones lineales.

X Co bien > b, 3a 1 1
b, Co bien > bj2 2'

£ 0, X

por

-‘it- -

25

front era del 
frontera.

y s61o si X - XX. + Cl
6 que X. g K 6 que X.

T&orema. La funcibn objetivo 
valor m&ximo Co minimoZ)

1 
extreme

a22X2 +-
a12X2 +.a, . X, + 11 1

a OXO +. . . m2 2

a21Xl +

+ . . . + c X n n

•, a , n'

a .X. + ml 1

ag,..

< b na X mn n

al‘

clxl + c_X— 2 2

X < b, In n

xi
un

se se resume que 
combinacibn

programa lineal 
un punt© extreme del* conjunto convex©

Co bien > b >. n

Z «

1 
g K.

a^ X 2n n

de soluciones fact!bles.
Nota. Para el siguiente teorema es 
canbnica de la siguiente- manera:

conjunto es convexo, 
cualesquiera dentro del conjunto, el segment© de recta que un® a 
1 os dos puntos est£i contenidp total mente dentro del con junto.
Deftntci&n. Un punt© X de un conjunto convex© K se llama punto 
extr&mo si y sblo si X = XX. + Cl - X5X^, O<X<1, implica que X •

y con X > 0, X^ > 0...........X >01 2 n
donde las columnas de la matrix A se denotaran 
es deci r,

2*
Xg b que X^e K 6 que Xg g K. De lo anterior 

punto extreme no puede representarse como 
de puntos del conjunto

Nbtese que un punto extreme es siempre un punto de la 
conjunto convexo per© que no todo punto de

es un punto extreme.
El conjunto de todas 

problema de programacibn lineal



Estas tres aOn

el i nteri open en
deconvexa deun

puntos extr emos. La solucidn 6pti ma se en un

ver en

si
un

decisi6n y puedem tener m&ximo deun m

combinaciones sdbre h. decir puntos extremes, que puedenes
un caso concrete.

ATortunadamente el Dr.

val or de la funci6n objetivo cadaen
m£todo nombreel del m^todoconoce con

Se considera el lacon
salvedad de la restriccibn AX <que b mediante la adi ci 6n de 5-

variables de transforma forma equivalentese en su a
AX = b. queda.

sujeto a
AX « bcon
X > 0

= Cc traspuesta de Xs

A « Ca y

Supongamos que el vector X corresponds sol ucibna una

- 27

programacibn lineal, 
affos 40,

extreme. Entonces, 
habr A

Teoria del m&todo simplex 
programa lineal

se 
simplex, cuya teoria se cubre 
reglas del mismo

hoigura
De esta manera el programa lineal

porque 
X que son factibles 

y en la frontera de la ’regibn 
fact!billdad}, solamente existe un nbmero finite 

obti ene

4 P i J mxn

Max Z = ctX

XN

se tiene en cuenta que una regibn 
programa lineal con n variables de 

restri cci ones

b - Cb^

XB

X^CX^x1.

conclusiones son important!simas, 
cuando existe un nOmero infinite de vectores 
C todos 1 os puntos

. . tdonde c ,X_,...,X 1 2 n 
b_,...........b ?t.

2 m

George Dantzig, llamado el padre de la 
hallb un mbtodo a fines de la d&cada de los 

que permi.te resolver un problema lineal sin necesidad de 
arializar explicitamente el 
punto extreme. Su

a continuacibn pasando despubs a las 
con su respect!va ilustracibn.

ser muchos en

punto 
para obtener. la solucibn de un programa lineal, 

que ver en teoria que valor tiene la. funcibn objetivo 
cada punto extreme y seleccionar el mejor. Esto puede convertirse 
en un tarea bastante tediosa, 
fact!ble proven!ente de

»co,...,c 2 n

en su forma canbnica



entonces

m m

Ys

k=l

tenemos que

1 1
t 0

t oJ

Por otra b puede
•como

« b

k a Pero puede

« b

el- de antes calculado. estaen

m

+ = bJ
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k«l 
k$r

k=l 
ktr

a r

m

E 
k=l 
k$r 

a r

m

E 
k=l 
k$r

a r

E 
k=l

kjak

m

E’ 
k=l 
k$r

Mb r

despejando a r

Se supone que el vector que se va sacar de B es el 
y que la components ^rj * 0

m componentes de X^.

MBk

YkJ1 
---  a 
"rj ak

aJ

YrJ

YrJ
1 

® ---- a
Y ,rj YrJ

XB r

donde Xn , Bk 
reescribirse como

Yrj
Yrj

reemplazando el - valor
01ti ma ecuaci 6n tenemos

Yrj

Y rj r

1,2,. . . ,m son las

aJ

Y., t a.kJ ?k

YkJ 
---  ak

kjak

m

E 
k=l 
k*r 

parte la solucidn factible b&sica BX_ 
escriblrse en funcidn de las columnas de la base de B <
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rv
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rJA

outs put op sa enb op o

X
r31x

X

X

X

X

fJX

X

X

X

a 
ax

^x
< ------

X
x

J

9x

J 

ax

XJ

J 

ax -

OJ'PO B



valor es de anter i or mente calculados.y

$ o

Si Cnico tSrmino faltantese el

- 0, t 0
r Y

Si introducea cero. laen
y en tai caso

$ O
Y

kJ b' '

•15 <
$ oB,

m

« Z- « 0kJ

si hacemos tenemos quec
kJ

Z = Z $ 0
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reemplazando los 

tenemos

ms. Y: 
k=l

m

E
k=l

m

E

X r

lkY

XB 
r

B r

‘&r

XB 
r

CB,

Bk

Bk
k=l< f.-

CJ

m

■ E“ 
k=l

ZJ CB.

CJ

Yrj

YrJ

CB,

XB

Xk

ym

YkJ

CJ

XB

E E 
rJ k-1

Yrj

yrj

Yrj

YrJ

Yrj

YrJ

Yrj

YkJf .

E

CB 
r

Yrj

XB 
r

x

X

X

XB 
r

X
YXJ

XB 
r 

r~cj ■ 
rJ

CJ

Yr J.

X

YrJ

Xnt

z=
k=l 
k$r

nota cuidadosamente,
sumatoria es el siguiente:

que es i gual 
sumatoria, 
queda

XBr
— ZJ

se introduce este tdrmino 
evidentemente no afectar& a la expresidn.

en la



J e N.
vez entrarse lava a en

B,nueva que cumpla con lae

> 0

Ya se sabe. al
proceso, pues se

6ptima?. Eluna si gui ente teorema da la
respueta.
Teorema. La soluci 6n 6pti ma.del

sujeto a
AX < bcon
X > O

se obtiene cuando todas las Gz V j e IN.> 0J.
Demos t rac16n. Sea X . ,X J > o.con unam

soluci 6n sistemafactible b&sica AX b. donde A
con B = (a consideremos ademAs el vector c SBm

= Cccon

son generadas por
la solucidn X reindiseada recorrido de 1 a

b o bien

y
Z » cx X11

Cual qui er vector escribirseN, puedee como una

35

que 
sAquese aquel 

siguiente condicidn:

= Min ■ 
k

c1

sepa que
vector a' r

m

E
k«l

programa canbnico:^ 
Max Z = ctX

que tenga la Cz. u 
R&gla de saltda.

base

,x2...

1*

XN J 
al

YkJ

+ c^X^ +...+c X 2 2 mm

M. k k

= CBXB

BXB

XB

aJ

aj
B

X^ab = txl

YrJ

CB = Ccl’c 
obs&rvacii£>n.

[X

CB|JO.

CcBZc^

XB 
r

= b

a_, ...,a X c m

c .3 mAs negativa, 
Una

-.... c 3.2 t m 
las particiones antes mencionadas

para lograr el 
sin perder general!dad en la demostracidn.

Tenemos entonces que:

menos en teoria, como mejorar el valor de la 
funci6n objetivo, pero,uAndo se debe detener el 
ha obtenido una soluci6n



y dado
por

i r 1,2,. . . ,m.

> > 0y
. > n

> -

ya mencionado, tenemos que

>

cpmo

de donde

> SB

luego
Z > Z

En r esUmen hemos considerado soluci 6n factibleuna bAsica

37

reemplazando el valor de

a - mh

hch

m

E
k=l

• n
- &■

h®l

+ X ap

m
Como estos m vectores 

la expresidn de b es tinlca 
“ b permite otra representacibn del vector b dada

. . +X a m m

n r 
h=l

n

E
h=l

hch "

n '

[ E<
h«l

X*z 
n n

mh

X, c, k k XhCK n n z"

z*

c. Y. . k kh

Kch

= Z*

= bXlal

m n

E[E<
k«l h®l

= z*

n

•- E<=
h=l

n 

•=’■■■* [E<
h=l ' h-1

Esta Oltima igualdad expresa al vector b en. tbrminos de los 
vectores que forman la base B.
son linealmente independientes, 
que BXb

X*Xh 
en consecuencia

al

se deduce que

X1 Yih

Ylh

Ykh

Y2h « b

Ck

% 
y

2h 
n m

E<E 
h=l k=l 

desigualdad que puede reescribirse

Considerando las
V h = 1,2,. . , , n tenemos que r X**zL 

h n
n

h^l

n

y~ xhcb
/  n n

h=l

desi gualdades

> X



En tai caso la matriz A ha ampliado*se y si denotamos Apor
a la matriz ampliada. tenemos qu& A = Recordemos

dadaque una b&sica X, esta una
CB /

de las de B
,m

puede
como Engeneral

S8 P = 1»2, n, n+1,. . . n+mm

lopor que o B de estamanera

J CA / I2>1 A / B3

X ampliado, digamos X,vector
entonces para

del
de precios, digamos y en

1 os a seguirpas os para

1i neal por
programa lineal

sujeto a
AX < b

con
X > 0

Si del en

39

en condi ci ones de dar 
un programa lineal.

Asl tambien cada vector 
una combinacidn lineal

n^todo simplex
se ahorran

que forman una base en Rm. 
escribirse

CA mxn

BY P

J 3. J mxm

a P

a P

€ I mxm 
de B.

X 3 con 
expresar la funcidn objetivo.

/ ot : mxm

Ahora estamos 
solucionar

vector de coeficientes 
tai caso

equivalentemente Y
P

[ Y . Y .X1’x2* ’ •

kpak

XV

-1 a 
P

= c^X

Max Z » c^X

X€

z = cbc

®i

de las columnas

m

k=l

* B 1 CB’1

se proporciona Onicamente las reglas 
relacidn a la forma candnica 
paiabras y reglas, y ademAs

A = B'1 -b

arriba descrita, se ahorran muchas 
se evitan confuciones al lector.

solucidn factible 
parti ci 6n en la matriz A = 
ser escrito como

CXn + r Xn+2’ ’ ’ * ’ Xn+n? 
debemos considerar la ampliacidn

~t . t c « Cc .nxl

’ . Y .. . Yn n+1 n+m
Ovbiamente si

Paso 1.- Dado cualquier programa 
medio de las reglas de equiValencia 
candnico

en N puede 
columnas

origina
donde cada vector 

una combinacidn lineal

transfdrmese
1,2,3 y 5 al

consideramos el
CX1,



con los coeficiantes
del si gui ehte.manera:

originalee vari ablosr i r
z

< i
n + m

O

0

0

Este tableau siguient© estructuratambi^n tehdrA la
condensada que es equivalent© a la anterior.

41

var tables

z o

■jvalor 
f unci bn 
obje tIvo

i

Paso 4. - Constrdyase una tabla p tabl&au 
programa lineal de la

aB m

X 1

a 
b ■i

Y ml Y m2 Y mn X B ,m
Y m, n*m

X 2

de hoigura

Y 2n

Ym, n+ 1

X n*m

Y 21 Y 22

X n

Y 2 , H+- 1 Y 2 , n+m

z n * 1

Y 11 Y 
1 Fl Y 1 , n* 1 Y1, ti+rn

X n* 1

z 2

Y 1 2

“ C 2- C 1z 1 - c n* 1

idenlificacibn del --  
punlo extremo asociad'o 
a la base actual B

a 
B

2 X
B 

2

vec.t.ores gue inlegran 
la base alual B

• • » -c n+m

X 
B 

1

X - C n n



En el caso en sean

entra

vectoren decires
toda lacer os columnaen 1 a r-ava que

a entrar en la base es
el h&gase el element© Y del

a
cer os a el de ©per aci onesus©

Este una nueva

Resu61-vase stmpl&x elmedio del mi^todopor
i .

+ 3000X2
sujeto a

< IS
< 10

con

i 0, > 0

El paso 1 ya estA satisfecho. El paso 2 genera

' Z

MAz Z O
+ 3X = IS

2
con

> 0, 2 0, > 0

Las variables Asi el tableau
estructura;
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72 
columna

Ejemplo I 
siguiente programa:

a7’
rest© de las componentes de la
- Cg? mediante

base B, un nuevo punto extreme 
y un nuevo valor de la funci bn objetivo Z.

4 = 10

la col umna que 
Apli uese 

con pbjeto

X1

x1

en el tableau de 
y la que sale deter mi na -el element© pt vote Y 

■ r J©peraciones matriciales elementales en el pivote Y / r Jde convertir a la columna a, en el Vector unitario e , 
r 

compqnente.

3X1
5X1

X2

X2

X3

resulta ser Y rj

+ 3X_
+ 2X d

paso genera
= cxB/xN>

X! > o. X.4

5000X.1
3X!
SX1

SOOOXj^

Z2

que todas las Y^j del denominador 
negatives, se tiene el caso de una . soluciAn no acotada.

Paso .7, — La interseccibn

MAz Z =

. 0

3000X5,
+ X3 

+X

sooox ■- aooox^ 
X Ct

■. El paso 3 prbporciona la siguiente estructura:

aJ 
y uh uno en

Regrbsese al paso 5.

For ejemplo si lacolumna seleccionada 
a2 y la columna a salir 

tableau igual

X3 y X4 son do holgura.
original tiene C Paso 45 la siguiente

es el
uno y el 

a^ ceros Cincluyend© 
matriciales elementales.

2
+ 2X



—3000> = -5000
por lo que la columns a entrar Para ver que
vector debe salir de la base actual paso 6. Los

> 0s
YkJ

que sabiendo que J 1 se tlenea

. 15
. a 2

3 5

El vector debe salir Sabi endo elque es que
es el el pt vole

« 5,

1
z
1 -5000 ^3000 O O O

O 3 5 151 O

O 5 2 O 1 10

Ahora mediant© 11evarelementales hay elque
roivector CcolumnaD al vector El resultado de esta5 1

operaci6n se muestra en el siguiente tableau.

45

operaciones 
‘3‘

••
10

1— pi vote

= Min 
k

Min ■ 
k

a^ debe salir de la base actual se aplica el 
dnicos candidates a salir estAn dados por la regia

el - a..
el que va a sali r,

= Min <-5000,

a3

4 
El pivote en este caso es el element© Y4 .14

tai. como se muestra a continuacidn:

a4 *-XB

ZJ

vector a^ es el que debe entrar y a 
queda determinado.

X1 X2

Yxj

CJ

X3

Yrl

Yr J

o sea

X4

XB r

XB r [X

a la nueva base es



Ahora mediants operaciones h a ysi &:T:er:tal es L1evar sicue
ri9/iu n

(columna) al vector bl resultacovector □ e t£ta2/t 0

operasi6n se muestra siquients tableau.elen

t

I
| X.SO000/ IV jO ■ 0 V000/19 15000/191

I

0 0 0/ IV IV 4t'/ 191

0 20/ 190 -2/19 20/Vo1 . '
it

La nueva solucion o qunto &/treiT!O correspondiente 1 a ncievaa
base B = 1 as) « tooascierto dotima Dorquecue □ or es va

ElO.> 0 es: 2G/19, 45/ 19 0x , V
z 230000/19.

PKUHLtMAS
1.— Considere el sipuiente problems lineal

Mix Z 3X 1
sujetc a

6

< 4X +

2 0, 0, 2 0 > 0Xcon 1
-i. Cuila) el m&ximo sol us i ones tactibles bitsicasndmere dees

cosibles?

I dent i + i cue tedas las soluciones -rastities bisicas.bl
c) Identi+icue todas soluciones1 as tactiblesOAsicas no

degeneradas-
todasd) identi+ique 1 as soluGiones bisicas factibles

degeneradas.
Optimae) 1 a solucidn ' entncuentre al inetodobase. no
todosan-11 isis de ’ 1 ossimplex. extremesal puntossi no o

soluciones b.lsicas facti01es.

y?

ii

xo

z — cJ J 
valor Optimo

x

X

* 2X .3

'a2'

2Xi
X 1

X 1

X3

a2

X = 2G/19, X^1 - 2
(+unci6n objetivo)

- «4+ 6X2

a.1

8X2

0

0

•■+ 5X3
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todo i = 1,2,...,m la solucidn del probl ema lineal es no acotado.
Demostroc£6n.
b&sica fact! bl e.

+ X
..Si se suma y resta dbnde a

+ X
Pero combi naci 6n 1i neal deuna

Se tiene entonces que
= Y + Y . . + Y

luego se tiene que
m

= bai ik i

= b

solucibn factible, perouna
las columnas de de asociadasAno no son

La funci6n objetivo para esta solucibn
es:

+

m

ik +

« Z
« z

51

puesto que 
linealmente independiente.

5 es una soluci 6n

aak +

/x

Esta Gltima expresibn representa 
b&sica

oa^.
y ak 

tiene que la expresibn no cambia
a mm

coma

2k a2lkal . a mk m

Supbngase que X_ 0

ai ' "B 
1 2

puede representarse
los vectores de la base.

aak

ak

a2 +‘ • ■ + XB

i«l

ak

‘"ik

“ CXB 
1

Entonces se cumple

B1

al

>ai
m 

^2cx 
i=l

XB

•• + XBXB al + XB a2 +‘ • • + XB am 
12 m

a la expresibn anterior el vector
es un escalar arbitrario y a,, es el vector a entrar a la base, se

«Yik

“k 
aCZk

+ aak

m

S = Db
i “I

m 

i=l
“E’

i=l

XB ,...¥xB :
2 m

m

i=l

ck“

cka 
ckX

ck0‘

« b.

aak= b.

Bia



SOLUCIONES OPTIMAS MULTIPLES

un
soluciones.

2
suJeLo a

< 30
20<

con

> 0> 0,

cuya representacidn geom^trica estA dada a continuacidn

s61o que

es unacomo
dando todas

condicionesteorema da

33

z i

la funci6n objetivo obtiene su'valor
La

z 
2

Existen problemas. lineales que no tienen una solucidn Optima
Ctnica, sino que al contrafio, tienen un nOmero infinite de

10X41

X1

xi X2

+ 10X 
£

+ 4X2

MAx Z = 3X4 1

Como se ve en la figura, 
Optimo cuando coincide con la arista AB de la regiOn factible, 
solucidn Optima se sigue obteniendo en un punto extremo, 
en este caso son dos puntos extremes, 
A y el punto B. 

tambiOn Optimo, 
puntos, existe una

que
tai es el caso del siguiente programa lineal.

+ ex

les Optimo a saber el punto 
Cualquier combinaciOn convexa de los puntos A y B, 

De esta manera como hay una infinidad de 
infinidad de soluciones Optimas, 

el mismo valor de la funci On objetivo.
El proximo teorema da las condiciones que permiten 

identificar soluciones Optimas multiples en un tableau del mOtodo 
si mpl ex.

2



+ 2X2
sujeto a

< 30
< 20

con

> 0

Z

1 -5 -2 0 0 o

o 6 10 1 o 30

Ixolo 4 O 1 20

1 O O o 1/2 IO

| 38/5 | . 1O O -6/10 18
O 1 2/5 O 21/10

.. •. u.

= o ho est& en la^base B = Ca,
las > A se Vi ene€ una
multiple.

2
OX » XI

18
O

que da valor dptimo de Z « 10. Para cuAl seri a otroelun ver
punto extremo se introduce a la base

Z
1 o o o 1/2 O

O O 1 5/38 -30/380 90/38
O 1 O -1/19 125/950 20/19

Este tableau tambi4n Optimo y corresponds puntoes a un

55

MAx Z =

y a2
• O,

X1 X2

a3
a4

a2
al

Como 
demAs

X3

X4

+ lOXj,
+ 4X2

a2

C2

a3
al

X1 X2

X2 X4Xi

X!
X2
X3
X4

6X1 
1OX1

X3.

...a.? y todas
Zj. - Cj > O, J € A se tiene una solucibn Optima 

Sea un punto extremo Optimo el siguiente:

2 0,

extremo X cuyos componentes son



punt o
*0

Los i nter esantes son
vector mayor

sujeto a
AX > b

con

y los mecanismos de

+ 3X2sujeto a
< 4

con
> 0, > O

La .la pendiente de la funcidn

57

problemas de minimizacidn 
donde el

Mhi Estis 
JECMlQS

X

< e
> is

dpt imo

X1 

factlbilldad

X1

X2

X£

3X1

X1

X2
+ 2X_ a

Mln Z « -3X1

X > o
Con el objeto de ver cuAles son los problemas 

solucidn se-toma el siguiente probl ema

aquellos en 
b no es necesariamente mayor o igual a 0. Este 

tipo de problemas tienen la siguiente representacidn candnica 
Mln Z = cVX

regidn de ractibiiidad y 
objetivo se muestra a continuacidn



a
uno el

T&or&ma. - Si M donde
constante real, M del
vector W,

tMln Z « c X + M W
sujeto a

AX Y + W
con

X > 0, Y > 0, W > 0

sujeto a
/ AX > b

con
X > O

o.
Mln Z » c X

sujeto a
AX > b

con
X > 0

6st@ se puede escribir como

sujeto a
AX Y = b

con

a

59

depend!endo el 
entonces la solucidn bptima al problema

- Cp, ju,. . . , donde p
ntimero . de coordenadas de

METODO DE PENALIZACION 
consi der amos

X > 0, Y > 0 
vector super/luo Este problema es igual

c^X

d<5nde Y es un

Mln Z -

= b

este probl ema. Se 
de penal izacidn y el

es tambiSn solucidn 6ptima al problema 
Mln Z = cS

si y sdlo si el vector W =
DemostraciGn. — Dado el problema de minimizacidn 

kJfZ_ t„

es una

restriccidn de que todas las variables, incluyendo las de holgura 

sean no-negativas. Se concluye que para problemas de minimizacidn 
no triviales, el m^todo simplex no trabaja. modificaciones
hay que hacerle al m6todo simplex para resolver el problema?

Hay varias maneras; de darle solucidn 
describen a continuacidn dos, 
otro el m6tocto de doble /ose.



con
> 0, > o. i o. > o

MAx h = 3X1sujeto a
a 4
= 6
« 182con

2 0, £ 0, > 0, > 0

que en forma de tableau da la siguiente ©structural

h
1 -3 5 M0 o o o
o 1 o 1 . o o 4
0 0 1 O 1 o 8
o 3 2 O O -1 1 18

un
convierteeso medianteen cero. operaciones

El y
extreme f actible^

se
formaen normal hast a condicionesque de se

cumplan.
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punto
A partir de ahi

0 
0

y 
sigue aplicando el 

las

, » se necesita que 
1

se
e3’a4-

vectores a_,
Para

X1

X > 0, &

x > o.

W!

W1

+ W1

aw.

MWX

X£ £ o, x= o

a3
a4

X1

XS

X1

3X1

X1

X2

X2 
+ 2X

X5

X3

X4

Zw1 
matr i clales elementales. 
el primer 
modificado.

X3

- SX2

X4

X4

+ X3
+ X4

" X5

Si se quiere que la base B estA compuesta de los 
aw sea un vector unitario tipo 

1 
CW1 
siguiente tableau da la primera base 
CbAsico y fact! bl e5 del programa 

mAtodo simplex 
optimal!dad

y ya introduciendo la variable artificial ,
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c oqapns
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1 o o o o o o

o 1 o 1 o o 4
o o 1 o 1 o e
1 3 2 o o -1 18

primer los

en vector unitario

o -3 -2 O o 1 -18

O 1 o 1 o o 4
o o 1 o 1 o 0 '

1 3 2 o o -1 18

O O -2 3 Q 1

O 1 o 1 o • o
o , o i o o
1 o 2 -3 O - 1 0

1 o o o o o o

o 1 o 1 o o 4

-1/2 O O 3/2 1 1/2 3
1/2 O 1 -3/2 , O -1/2 3

* 3X.2
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punto extreme 
sean unitarios.

se requiere que 
For lo tanto se convierte

CJ •

W1

wi

Susti ttiyase

X’

X1

X5

2J 
ese renglbn por la funcibn objetivo original.

a3 
a4 
3W1 

Para tener el 
vectores de la base

al
a4
a2

a3
a4
X

e3

ar

X2

X2

X3

X3X1

X5X4

Min Z =

X4

Esta es la solucidn 6ptima 
probl ema original tiehe solucibn. 
todo el tableau 6ptimo anterior, 

Cque ya no se' necesita^

o equivalentemente

a la Tase uno, y como W = 0 el
Para empezar la fase dos, t6mese 

. tihicamente ignorando la columna 
y el r engl 6n de 1 os

4



4
3

X = s

O »
o

y
h -3 Z = 3o

1
sujeto a

< 5

~ 12

con

£ 0, 0, > 0

PROBLEMAS SIN SOLUCION

un no

sujeto a

S .2
■> > 44

con

i 0, > 0
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3 , 
0“

Tanto el m6todo de penal izacidn. y el 
identificar cuando un programs lineal

XN

2X2

XB

+ X2

= -z =

X1 ■

X1 .■

X2

+ X3

+ X2
+ X2

X3X1

4X1
X1 

-2Xi

X1
X4
X2
X3
X5
W1 I 1 J

Este es el m£todo utilizado en los programas de biblioteca de 
las computadoras electrbnicas. 
Ej'erctcto.

X1 > 0, Xs 
cuya representacidn gr&fica se da a continuacidn.

Resolver ‘el siguiente probl ema de programacidn lineal
Max Z = 4X. + 2X - X_ 

G

de doble f ctsG per mi ten 
programa lineal no tiene solucidn. Los 

problemas lineales no tienen.solucidn cuando sus restricciones son 
inconsistentes. Tai es el caso del siguiente programa.

* Max Z = 2X. + 2XO
1 d

+ x„ :
+ X3

> 1



PROBLEMAS DEGENERADOS Y LAS REGLAS LEXICOGRAFICAS
empateun en

vector entraque 1 a este puedea romperse
el dendmeroen

el vector
puede deci di rse arbi trari amente puedeporque se

ocasionar -un etc laJe tai, obtenga 1 a soluci6nque nunca se
6pti ma. Por ejemplo. se analiza el siguiente problems lineal donde

la primera iteracidnen pueden seleccionar como vector dese
salida tanto Seiecci onando ciclaje,como taicausa un

Max Z = 3/4X 1
sujeto a

+ 9X < 0

< o4
< 1

con

0, * 0, 0, > 0

z

1 -3/4 ZO 1/2 <5 O O O O

O 1/4 -8 -1 S> 1 o o o
o 1/2 -12 -1/2 3 O 1 o o
o o o 1 o o o 1 1

o -4 — 7/2 33 3 O O o

o 1 -32 -4 3d 4 O o o
o o 3/2 - 15 -2 1 O O

o o o 1 o o o 1 1

1 o o -2 18 1 o o

I B | -84O 1 o -12 0 O o <-
o o 1 3/8 -15/4 -1/2 1/4 O O

O O O ' 1 O o o 1 1

continOa el tableau.
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Se ha mencionado anteriormente que al existir 
decidir base, 
arbitrariamente sin ningtin e-Fecto considerable 
iteraciones del m£todo simplex, 
de salida no

X2 X7

a5
a6
a7

a5a_ como a.. O o
ve a continuacidn.

al
a6
a7

X3

X6

X2

X3

20X2

X4 X5

X4

- 8X2
-12X2

6X4

- X3
-1/2Xw

X3

1/2X?

al
a2
a7

X1

X1

En cambio un empate en

como se

i/4X1
1/2X1

4
+ 3X



a

vector 1 a
positiva. Un vector

> 0
> 0

no es? 0
X es otromayor que

Xi ’
X =
y =

entonces
y x = (1,-1,4) > 0

pero
X

11 . en
al

r x
> o x

j

rse
que 1 os primeros vectores delm

mlnimo de los siguientes cocientes.

> O

Si el mlni mo es Cinico, sale de

Indices
S I C donde I 1 as columnas

■f ormado todos 1 os 1ndi ces lospor para
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vector y,

Ejem.pl o.

Mln 
i-l, . . m

(O, 3, -2)

(1,2,2)

! "• ••
por ejemplo i—r,

Z =
Definicidn. Un vector

Min
i =1, . . m

XB.
1

Yrk
B.1

entonces X-
Yik

Y. .1 k

1ex i cogr&f i camente 
si el vector X - y > 0.

Y. .1 k

Y. .i k

X = (0.3,-2,9)
Y = (108,-3,12) 
(0,0,-3,12)

Y =* ( — 1,1,—4) no es > 0.
Aplicando las reglas lexicogrificas para romper un empate 

decidir qu6 vector sale de la base, al usar el criterio
XB

de partida se debe 
■factibles bAsicas. Para evitar 

las Hamadas reglas lextcogr&fteas.

1 ex icogr^-fi camente positive si 
de

constrtiyase un conjunto de 
£ I C donde I es el conjunto de Indices de todas 

que esUn en la base)

ciclaje que conduce al punto inicial 
lo degenerado de las soluciones 
este tipo de problemas se usan 
Def trite i6n. — Un vector es 
primera componenete di+erente de cero es 
1 exicogrAficamente positivo se escribe X 1 0. 
Ejemplo.

tienen los siguientes pasos. 
Paso 1. Arregle el tableau tai 
tableau sean los de la base B. 
Paso 2. Calcule el

la base. En el caso contrario,

Ejem.pl


MAx Z « cX
sujeto a

AX < b
con

X > 0
siguientedenomi na el 1 aprobl ema primario. definese se

sujeto a
t tAY > c

con
Y > 0

MAx z = ex 1
sujeto a

+ 5X < 10
< 6
< 82

con
£ O, £ O,

+ 6Y + 8Y2 3
sujeto a

+ 2Y > 2
> 13

con

> 0, £ 0, > 0

elsi
tienevar i abl es > ely n n

r estr i cci ones de dosDe ahim un
r estr i cci ones resuel to

del
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Ejercicios
1. - Demurstrese

primal 
dual

2 
+ 2X

~'3 
+ 2Y

que 
estructura CD^^

*a

Mln G = b^Y

+ X2

X1

Y1 
S?!

> Y2
+ 3Y2

Y3 
que, 

ent o nces,

X1
X1 
2X1

que se denomina el problema dual, 
ejemplo. Consideremos el siguiente problema de programacibn lineal 
primal

el dual correspondiente seria 
Min G « 10Y1

Y1 
De lo anterior podemos 

restricciones
y m incognitas. De ahi que un problema 
y cualquier nOmero de variables puede ser 

en forma grAfica a travbs del dual.

Y2 
observer

que tanto el programa primario como el dual*

ti ene m

2
+ 3X

X



M£.x Z = cX
sujeto a

AX = b
con

ha
Es

A « CB/N)
entonces el

sujeto a
t b

con
s. > 0* 0,

conststese en

el b.

Z
es

objetivo primaria
es decir

es el vector dees
al b£sico 6ptimo

vector De la Cltima
de 1 a i gualdad

al apli car el
es

77

=5 C

CBXB + CNXN

b = Ytb
donde B

XN

XB

La solucidn de este problema, 
hacer al vector Xw, N 

vector b^sico X_ kJ 
La ■funci6n objetivo

+

= 1

bxb

XB

resolver
= b-1

En condiciones de optimalidad, la funciSn 
es igual a la ■Funcidn objetivo dual,

B S 1
La estructura inicial de un programa lineal, 

m£todo simplex

CBXB ! "B1
la inverse de la base 6ptima B, co B 

ios precios unitarios correspondientes al vector 
XB ~ <XB ~ & b) y Y es (el vector dual 6ptima- 
igualdad se concluye por analog!a em ambos lados 
que

= cbb lb 
por otra parte la -funcidn objetivo dual

- Ytb

X > 0
Supdngase que la matriz de coeficientes tecndldgicos A se 

P^fticionado. en una base B y el complemento de la particidn N. 
decir

programa primario anterior puede escribirse
M4x Z «

como ya se sabe, 
que no est£t en la base igual a cero y 
en t^rmihos'de la base B, es decir, 
se convierte entonces en



con

> 0, Y
deSe ti enen

El tableau inici al correspond!ente alprobl ema CP5 es

Z

oi -3 O Q

O 18O 2 3 1

1 IO <-2 OO

1 IO-1 o1 o

- 1/2 13O 1o 2

} 1/2 | 3/21/4O O1

133/2O O1 2

-3/2 31O o
31/2OO 2 1

3
3

X = £S o

Z - 13

probl ema dual es Y = CYLa solucidn 6ptima del 1

- 3/2

es fact!ble

79

que 
Y

« 0

6|ino Z - G.

a3

,Y_S> donde

a3
a2

*2 X4

a3

a4

Y1 
hal1 ar

Z3

C4

C3

1°
XB
XN

Y2

X1

A continuacidn se comprueba que la solucibn dual 
y Optima. Comprobando en las restricciones duales se tiene

Y1

X3

X3
X2
X1
X4

= 2 4

2 0
1 os, val or es bpt i mos 

as! como los
que hallar los, valores Optimos de y Xg 

resuelven el probiema CPS) asi como los valores bptimos Y^^ y 
que resuelven CD>. Se tiene tambibn que comprobar que en el punto



Paso 2. matriciales elementales

= B Si
al

se

Paso 3. El a la base esvector a.
El vectorc

con la
Estosa uno.

se 11evan a cabo modiante
3> hastaelementales.

deliteracidnestodas lasnotar

- c
yen

-si gni fi ca fact!billdadPara A.> 0 Jver en

c
si 2: 0,

V J e A> 0,

V J e A> cJo en notacibn condensada
o

que es precisamente la factibilidad dual.
Asi cadael mbtodo requi eresimplexcomo en ense

iteracibn exista factibilidad primaria. es decir b > O,B
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que
> 0 para toda 

primaria

a r
una regia que asegura

J ''J 
eso significa que

yt'A > c

CJ

= yt'a
CJZJ CJ

ZJ CJ

XB

components Y 
convierten al vector

CJ

Aty > c1

para toda J en A,

-
¥taJ

Se utilizan operaciones 
iteracibn para, hacer todos los elementos z 
cero y convert!r 
El lado derecho del

-1 
aJ

k 
Cllamado pivoted, igual

en el vector e , r
Se repite el paso

> 0 para todo j en A.

que ZJ - CJ 
dual- se observa lo siguiente:

en cada 
- c , J en B igual a 

a la base B de m por m en una matriz ident!dad. 
tableau identifica en cada iteracibn al punto 

extreme, dado por X_ - B by bste vector debe ser no-negativo. D 
empezar el proceso iterative no se puede tener una base cuya 

estructura corresponde a una matriz identidad, se agregan. tantos 
vectores artificiales como sea hecesario.

= cbb

que se seiecciona para entrar 
aquel cuya z. - c , j no en B, sea el mAs nagativo. 

U J'que sale de la base se' seiecciona en base a 
que se mantiene X_< = B 1b > 0.
Paso 4. La columna a, se convierte en el vector unitario e r 

cambios que
ak 

operaciones matriciales 
que todos los elementos z.

Es importante hacer notar que en 
mbtodo simplex,se mantiene la factibilidad primaria, es decir, 
Xg « B > O, y que al. alcanzar, optimalidad 
J en A. La solucibn bptima presenta factibilidad 
factibilidad dual.

que
B"1



+ X « -3
= -6
» -35con

0» > 0, i O, £ 0» > O

h
i 2 1 O o o o

o -9 -1 1 o o -9

E3o -4 O 1 o
o -1 -2 o o A -3

Ndtese que existe factibilidad dual, puds todas las > 0
actuale Seno es pues

el m&s negative.
Para seleccionar al vector que entra. se usa la regia

< O

2 1
»■ Mix

-4 -3

« MAx <-0. 5, —0. 33> = -0.33,
entra a la base. o

sea el El vector
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MAx 
j = 1, . . . ,n

V J e A. La sol uci 6n 
selecciona el vector

X2

bptima pues X_ 
D

como el vector que sale, puAs X,B4

y por lo tanto ao «
G *>

z*

a3
a4
a5

Ck

ZJ<

CJ

a4

X2

X3

X5

X5

X1

ZJ

-3X!
-4X1
-X1

X1

X2 
3X2 
2X2

X3 X4

YB4k

El primer tableau es

X4

~CJ
O.

= -6 es

Yoo. El vector SC G
en la posicidn del pivote. Esto se logra con operaciones

mateiciales elementales que generan el siguiente tableau

-<5 «-

El pivote es el elemento Y_j 
b42 

se convierte en la columna unitaria con
un uno

3
+ X4
+ X



y 5E

este m^todo
empezar

* -J

ANALISIS DE SENSIBILIDAD Y PROGRAMACION PARAMETRICA
Una vez deun

de 1 a
1 alos uni tari oscomet o

dando a un

de

elal resol ver nuevo

en

varies

sea cambios en la disponibilidado
de recursos.

b) Cambios en el vector sea cambios 1 os precioso en o
costos unitarios.

coet i c i entessea cambioso

cambi os el nOmero deo sea en
actividades.

a
optimizarse.

ocurrir formaen

los elementos de significao en que una o
componentes de dichos vectores matri zo son
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Los primeros tres cambios 
discreta o con.tin.ua.

Aji

?s que se requiere para 
es decir z

que se hal l a resuelto 
puede darse el 

•formulacidn original, 
disponibilidad de ciertos recursos

c .J

c) Cambios en la matriz A, 
tecnoldgicos

d> Cambios en el

programs de preogramacidn 
case de que uno o varios par^metros 
tales preci os 

cambien, dando origen 
^Es necesario en ese volver a resolver el problems

1i neal,

en 1 os

i teraci ones, 
probl ema partiendo de la solucidn Optima del problema original. El 
ahorrar iteraciones implica un ahorro considerable en los costos 
de utilizacidn de una computadora.

El nuevo problema puede di-Ferir del original en uno o 
de los siguientes cambios que pueden ocurrir simult&neamente.

a) Cambios en el vector b.

con respecto a los dos anteriores es 
a iterar, la condicidn de -Factibilidad dual, 
para toda j en A.

es .que primero 
art i -Fic-i ales y segundo 
desventaja de

nuevo problema.
desde el principio?.

La respuesta es, afortunadamente no. Se dice a-Fortunadamente, 
porque en t^rminos de iteraciones y por consiguiente en tiempo 
computadora existen m£todos, llamados de an^lists d& s&nstbiltdad, 
que permiten ahorrar muchas

m&todo d& penalizacibn y al m&todo d& doble fase, 
no se requiere del uso de variables 
utilizan mucho menos iteraciones. La

vector X, 
cuyo nivel debe decidirse.

e) Cambios en el nQmero de restricciones del sistema lineal

pueden pueden
El cambio discrete tanto en los vectores b, c 

vari asaiJ
originales

con.tin.ua


El tableau Optimo puede escrifairs© como

1 n

0 A

basar^i en ©1 manej o de estase
estructura. Se analiza conti nuaci On cada dea losuno

cambios. -
a? Cambio del vector b.

cuya soluciOn Optima
es

MAx Z = cX
sujeto a

AX < b
con

vector b, valorcuyo nuevo
ser A Ab, donde Ab es componentes.un Elcon m nuevo

MAx Z cX
sujeto a

AX < b + Ab
con

X > 0
El anAli si s de sensi bill dad de cambio toma

SupOngase que
es a CPO^. Entonces 1a

es

b > 0
y

Al cambi ar b a b + Ab, el vector cambia a uno
dado por
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El anAlisis de sensibilidad 
Oltima

. . z n+m- c i n+m
z -c 1 1

para este tipo 
soluciOn Optima de CPOD. 

la inversa de la base Optima asociada 
soluciOn Optima de CPCD

X > 0
Se cambiarA en forma discreta el 
b + Ab, donde Ab es un vedor

como punto de partida la 
B’1

B'1 B“1

: -c 
n n

Z=CBXB

XB=B

2 = CBXB

XB nuevo X- 
D

probl ema CPhD a resolver es

XB « B 1

2 2 C

SupOngase que el problema original CPO2>, 
se tiene a la mano.

HA ~ c

2 ‘ ‘ ’ 2

1b

z -c n+1



z

-5 -9 O O O

O 9 S 1 O 15

O 5 O2 ft IO

y coma el

Z

i o o 5/4S> KJ/1P 289ZftS>

O O ft 5/1P -3/1P 45 ZAP

O 1 O -2Z1P 5ZftP 2OZ1P

45/19
20/19

X =
o
o

Z - 235/19

5/19 -3/19

-2/19 5/19

nCtmera de empleadas
♦5/hora. El

recursos es

b + Ab

el nuevo programa lineal a resolver serla
+ 3X2sujeto a

+ 5X < 5
< 52
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Supbngase que por una depresi6n econAmica el 
debe reducirse

a2

a4

X2

X3
X4

a3

B’1

rxe

el tableau Optimo results ser
X4

XN

X3X2

X3

X4

al

' X2
X!

o sea

lector podrA corroborar.
X1

3X1
5X1

X1

MAx Z = 5X1

a 5 y el costo mAximo de produce!6n a 
nuevo vector de disponibilidad de

2
+ 2X



+ 3X2sujeto a
< 10
< 20

con
> 0 X > o

se tiene que
(b + Ab)

.5/19 -3/19
10

-2/19 5/19 20

—10/19 <l:l80/19

el dual simplex ' para
restaurar la la ■factibilidad obtener optimal!dad dely nuevo

con
se tiene

Z

1 o o 5Z1S> lO/lP 370/19

. O O 1 5/19 “3/19 “10/19

O 1 O -2/19 5/19 00/19

1 O 1 <5/3 00/57 O
50/3

O O -19/3 “5/3 1 10/3

O 1 -5/3 1/3 O 10/3

La nueva solucidn es producir
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X4

y por lo tanto se hace necesario utilizar

10/3 litros del producto quimico A por hora
2 - O litros del producto quimico B por hora

generando una utilidad 6ptima de

3X1
5X1

Max Z = SXj

a2

a4

= B’1XB

programa. Utilizando el tableau 6ptimo del 
la nueva columna X_ B

X2 X3

programs original.

al

+ 5X2
+ 2X?

al

Utilizando el an&lisis de sens!bilidad

xi 
X

X1



>

A.
)en

y y
e B. 1 a

nuevo

Z
hacer la z (c

medi antea cero,
j e A

siguiente

sujeto a
< 15

10<
con

* 0, > 0
Z

1 o 5/IPO 299/1P

O O 1 5/19 -3/iP 43/iP

O 1 -2/19O 5/iP ZO/iP

B, 36
nuevo probl ema lineal 65

Max Z - 5X 1sujeto a
< 15
< 10

con
* 0, > o

Ndtese que

93

cero para cualquier j 
asociada al tableau 6ptimo de 

valor de la -funcibn objetivo seri

□ptimalidad
no~negativa para cualquier j e A

a. J

ser

En caso contrario se deberA primero 
igual

+ Ac .) J
y

Si esas dos condici ones se cumplen, 
(P0) permanece 6ptimo y el

elementales

a2

Max Z = 5X1
1

+ Ac?
+ Ac . > J%

(c . + Ac J
debe

XB

SupAngase que el precio unitario del producto quimico 
reduce de *3 a *1. El

<CB

X3

al

c .J

(c .J

donde a. J

£ 0,

= cbb 1

para j e B, mediante operaciones 
despuds obtener las condicipnes de optimalidad, 
y j e B9 mediante el mdtodo simplex. 
Ejemplo. - TAmese como problems original el

X2
X2

X2

3X2

X2

X4

+ 5X2
+ 2X2

(c . J + Ac . J

+ SX2
+ 2X2

+ Acb>xb-

z .J

2j 
j e B,

z . j

X1
X1

= n a .
es la columns j de la matriz 

Se sabe que en condiciones de 
deben ser

3X
5X!

X1

3X1
5X1



9
2X
o
o

2 = 10

quimicos es
de *1.

sujeto a
3X 15<

< 10
con

> 0
El

+• Ac = (5,3,0,0,) +c (-4,-2,0,0)
(1s

y

3« (5/19,16/19) 1 = 4
5

« (5/19,16/19) 1 = 2

Como tanta el vector estin lay base 6ptimaen
correspondiente a + Ac. > + Ac^)y
deben ser cero.
del tableau
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EJemplo.- Supbngase que el: precio de ambos praductos 
El nuevo programs a resolver serla

,1,0,0)

X2

+ Ac2>

+ Aci’

X1

+ Ac1>

+ Ac2>

"1 
y a2

XB
XN

<c2 -t- Ac2> 
restablecen

<C2= n a2

' x3
X1

C2

Z2

El lector podr4 comprobar en efecto que la eolucibn satistace 
las restricciones del problema.

X2

X2
X4

1 + 5X2
+ 2X2

<C2

al
la Z2 

se

C1 Z2

0,

<C1Z1

Max Z =

<C1

han cambiado a

= n ai

5Xi

<P0>, la Z1
Los vectores unitarios

nuevo vector c + Ac es

X1

o sea que s61o z

a2
<C1

al



+ 5X2sujeto a
< 4
< 18

con
* 0, > o

vector c + Ac es
c + Ac =

y la Onica

1- (0,5/2) 6 = 3/2
3el

Z

1 9/2 O O 9/2 49

O 1 O 1 o 4

O 3/2 1 O 1/2 P

al cambiar
*6, haa no

que es
4
9

X = o
o

ni vel desu
unitario no

de utilizacidn
1
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nuevo tableau quedaria

(3,5,0,0)
- (A,5,0,0) 

que cambia es

+ . (3,0,0,0)

y por lo tanto es 6ptimo. 
el precio unitario de 
cambiado la solucidn 6ptima

AC1>

a2

r xb
XN

a3

Como se ve en este ejemplo, 
(que no es b&sico) de $3

X3 X4

= n a*

X2

X3
X2

c . J

+ 2X2

Max Z - 6X41

X2

ae 45

X1
X4

z . J

X1

X1
3X1

- <C1Z1

X1
El nuevo

Supdnga que el precio de la primera actividad es El nuevo 
problems a resolver es '*

Z
La raz6n es muy sencilia. Como Xj no es b&sico, 

utilizacidn es de cero. El cambio hecho en su precio 
es lo suficientemente atractivo para que el nivel 
de X, se incremente de su valor cero.

(c 1 + Ac j >



4 1
3

X =
o
o

. 4i-Z = 55

de S3 a S10en 5

41
de

irti 1 idad . de 45en 55

cuando j noes basico.

discrete
de uno a variables no

En el variableuna se

en N ocasiona

I . J
BE

Si el vector se cambia por uno nuevo a t^rminoj ’
serla

® n

no-negativo 1 a solucidn 6ptima'9
asociada con (PO) sigue siendo 6ptima. En caso es
decir, < O? j e N, 9

que
el vector Y <P0> sea actualizado otroj por

donde Y = Bj

99

c . J

2 
a'

hay que aplicar el m£todo simplex 
solucidn Optima de (PN) teniendo cuidado 

del tableau bptimo de

b&sica, 
nuevo problema desde el principio. 

las componentes del vector a., j e 
un cambio en el t^rmino

cj-

contrario,

• cbb

XN
XB

a . 
j

c . J c .J

c . J
a . J

ai j

X3
X4

Cj

c .J 
nueva

J

ars j g N puesto que
■-1*

c) Cambio de un coeficiente tecnologico

+ 5X2

z .J

que Zj - 
para obtener la

sujeto a

z .J

X1
X2

X1 
Xj a un nivel de 

unidades y segundo, que se reduzca el nivel de produccidn de X 
9 unidades a ,3, con un incremento en la 
unidades.

n

z . J
Mientras este tdrmino sea

Ejemplo, — Sea el problema original el siguiente
Max Z = 3X1

Nbtese que un cambio en el, precio uni tario 
hace primeroy que sea conveniente producir

Unicamente se va a tratar en esta seccidn el cambio 
o varios coe-ficientes techdlogicos asociados 

b&sicas. En el caso de que se trate de 
recomienda que se resuelva el 

Un cambio

el nuevo



cantinCa siendo la soluci6n

9
X =

Z = 45
Ej&mplo.- SupGngase que en el problema original <P0) anterior, el

10vector El problema resolverSB a
1es

Max Z = 3X 1sujeto a
. 10X < 4

< 18+ 2X2con
0, > 0

El nuevo elemento

= <0,5/2) 3 = -1/2

m$todo simplex teniendo1

cuidado de actualizar el vector del tableau 6ptimo de
<P0) dado perpor otro nuevo Yt,1

-1» B a 1
1 09

o

1

101

a
3

= —1/2 < 0 hay que aplicar el

11 
9

XB
XN

es Optimo, y la soluciOn Optima <P0) 
Optima de (Phi),

X2
serl a

X3
X2

+ 5X2

C1como z

o sea

al al

Y1

se cambia a

C1

C1

*1

0
o]

=n al

X1
- C1

X1
X4

Z1

4

1
X1

C1Z1

10
i/izj

El m^todo simplex se aplica al siguiente tableau, que di-fiere 
del tableau Optimo de <P0> en el t6rmino z, — c, y en la columna 
Yl-



> o£ o.
precioetc ti'ui dad cuyoproductr^Conviono

unitario es S7 y su vector de co&fici&ntes

resolver esa
+ 7X+ 5X 521

sujeto a
< 4
< IB5

con
> 02: 0,£ 0,

es

1 - -27= (0,5/2)
2

del nuevo

SB B 5
01

O

sigui ent.e tabl eauaplicando el m^todo simplex results el
XZ 2

495/2O-2OP/21

O11o1o
9£/2O113/2O

535/22OO13/21

4O11o1o
51/2- 1O11/2O

debeactividad1 a6ptima quesolucidn esLa nueva

El nuevo problems
Max Z = 3X

calcular la columna Yg

-1 i a.

X5

a5
a2

a5

a3
a2

C5z5
C5
C5

Y5

n a5

X3 X4X5

X2

X5
+ 2X

X5

X2
rnu&ua

X5

y como resulta negativo hay que 
tableau dado por

+ 2X2

X1

X1

X1
3X1

X1 
una

El nuevo elemento



el caso de maximizacidn j Ne se
bAsica.a

fjemplo.— Supbnga el problema
+ 3X 2sujeto a

< 10
< 20

con
> 0, > 0

z
1 o IC/3 5/3 O 50/3

O 1 5/3 1/3 O 10/3

O O - 1P/3 -5/3 1 10/3

« 10/3, = 0 zy
Si = 1 el nuevo valor de la -funcibn objetivo es

Z = Z

en sea2el

al aftadir k <k>0) nuevas restricciones del tipo

i — m+1,...,m+k

(RO) asoci ada (RO)
es tambibn solucibn nuevo

Por el si vi ol a alguna de 1 as k
1 a ■Factibi 1 i dad del

105

n E* 
j=i

al problema original 
las satisface, 
problema.

<
>

Por otra parte 
b&si co.

a 
del

XJ’

- 50/3

entonces X_B
contrario, si X_ B
habr& que restablecer

X2

al
a4

= 25/3
e) Adicion de nuevas restricciones

Si

X2

X2
X2

X3 X4

si se quiere que 
precio unitario de

<Z2 
= 50/3 "

o sea

la solucibn bptima X 
debe aumentarse de $5 a

+ 5X2
+ 2X2

b.i

X1

nuevas restricciones,

(minimizacibn>, para que 
convierta de una actividad no b&sica

X1

- C2’ 
16/3 = 34/3

X1

C2>

Max Z= 5Xt

3X1
5Xi

C2 = c2 + (z2 
= 3 + 16/3

cuyo tableau bptimo es

la solucibn bptima X^, B
bptima



sujeto a

<15
< 10

< 1
con

X > 0

Max Z ® 5X 1
sujeto a

+ 5X + X = 15
= 10
= 15

con

0, > 0, > 0 > o
(P0)

z

o o 5/iS> IG/IP o . 239/19

: O O ' 1 5/19 -3/19 O 45/19

O 1 ■ oo 5/19-2/19 20/19

O o 1 o o 1 1

Reestructurando el vector unitario medio depor
operacionesmatriciales elementales da

Z

oi o 5/19 15/19 O 235/19

O O 1 45/195/19 O'-3/19

O 1 O -2/19 5/19 O 20/19
O O O -5/19 3/19 1 -25/19

Aplicando el m6todo dual simplex se obtiene el tableau 6ptimo

107
7_

4 
+ X

®2’
el siguiente tableau.

3X2

3
+ X.

X5

X5

a5

a2

a2

X5

al
a5

X2 
se ^iene

X3
en t^rminos del tableau 6ptimo de

X2

X2

X3

X3

X4

X4

+ 3X2

X4

+ 5X2
+ 2X2

X2

1 " 0’ 
aPSadiendo las variables de holgura

al

X2

2
X2

£ 0,

X1

X1

3X1
5X1

se tiene que

X1

3X1

5X!

Max Z = 5Xt

2
+ 2X



h es un vector con n
eh > 0,a

todos log se

sujeto a
AX < b

con
X > 0

entonces el nuevo valor de denotado porz.9 jJ
para j e Aj

= (z j
donde c son 1 a basea

tata. para

a se
i 0, para toda j € A, > 0 . V j e A,
es 6timo para

elisegundo tdrmino de es decir

I . J
se concluye

a) Si * o, para todo j e A entonces la base( • J

la cuAl su

109

para a = 
Max Z « cX

z . 
j

h . 
j

que 
resultados que >

B . o
* a

Cj’

B o

> i o

aigcunos a , tai Q-ue 
deJorl a de ser 6pttma?.

'o1*<hB B, o

+ ah . ) *

— c . .J 
cuando

rxa

h .) J

Cc’. J

porque B o a = 0,

hB oB ’ o

a. 
j

c .J 
se

“ CB o

y sabiendo que zcj

^Extste alg&n valor critico de 
valores mayor&s Que la bas& B o

Para contestar esta pregunta se analiza el
Como la optimalidad para cualquier valor de

h .) J
correspondiente al tableau 6ptimo del

b)

-1 -a~ J

z .
j

z .J

z .J

t^rmino z. J 
obtiene

a. 
j

Bo’ 
a -

-eCj + a<hB 1o
c .) + a < h-. B 1a. - h . >j *Bo o j j

las componentes de c y-h asociadas

el elmento z . J variacibn,
la base bptima asociada al 
es decir

i • . . r * .

*

o

programa lioneal, con 
sigue siendo bptimo para cualquier- valor de a > 0. 
De lo contrario, si existe alguna j e A para

. — c . J J
queda Onicamente pendiente analizar

< o9

“b bd o

cambios continuos de los precios unitarios, 
*■ componentes. Se restringe el estudio de §1 caso 
puesto que para el caso a 
obtengan serAn anAlogos.

Cuando el vector paramAtrico c + dh varla, 
para toda j e A, tambibn varla. Para analizar esta 
establece la siguiente notacibn. Sea B o problems arriba mencionado, para a == 0,

- c .. 
j • 

r‘a. O J

c . ‘ es



param^trico
<2

sujeto a

X

< 460

< 420
con

* 0, 0, > o
ndtese <cque c = y h = (h <-6,-2,5)
para a = 0, en

Max Z = 3X 1
sujeto a

+ 2X < 4302
+ 2X < 4603

+ 4X < 4202
con

* 0, > 0

as

Z

a -3 -2 i -5 O O O O

1 ft 2 1 ft O O 430

O 3 O 2 O ft o 400
O ft 4 O o o ft 420

ft 4 O o ft 2 O 1350

O -ft/4 i/21 O ~ft/4 O ftOO

o 3/2 O 1 P 1/2 O 230
O 2 O O -2 1 1 20

Los resultados 6ptimos para a = O son

ill

como podrl corroborar el lector.

1?

> O, X_ 
w

< 430
+ 2X3

a4
*5
%

h3) =

a4
a5
a6

X3

X2

X2

X5

+ 2X2

+ 4X2

X3

X3

X4

2a)X2

X6

+ 5X3

<5 + Sa)X_ 
w

X2 
cuyo tableau inicial y 6ptimo, 
respect!vamente

X1

+ 2X2 + ,

X1

3X1
X1

j(3,2,5) 
el probl ema se convierte

xi

3X1
X1

X1

EJ&mplo. - Considere el siguiente problema 
Max Z = (3 - 6ct).X

X1

C3> h2’



a4

ss

= 1
valorespara de a elen range

1, dptimos

1OO
230

SE

o
o

y )X4-

100
= <2-2a, 5+5cty 0+0a) 230

20.
= 1350 950a

Por ejemplo para el valor de la ■f uncidn ob jeti vo
seri

Z = 1350 950<1/2) = 875
Se analiza si existe algOn otro derango a

< a < . Para eso en a
J W,para en y5 se

el el mdtodo
simplex. tai

+ 1

+ 0854

113

£ 
1

Entonces, 
0 < a <

* a

$ a t a a

a

B o

20 
O

h4> =r1. o

z . J i nmedi atamenete

o

c . J 
vector

%

a4

hB

C4

h4

+ oh

C4 C4

C3

aplicando
como se muestra a continuacidns

o

el tableau 6ptimo correspondiente 
todo

X*

comprend i dos 
se tienen los siguientes resultados

+ ^2’

a =

(C2

o, se actualizan los 
introduce

X2 1
X3

I X6

Z4

Z4 Z4

a = 1/2,

XB o
XNo

(CB o
z*

X2
X3
X6
X1 
X4 
X5

C1 - hj) = 4 + 1(14) = 18C1Z1

ah. ) o

dado por

a*<hB B, 
o

Z1

1 + K-l)

B 1a o o



1 — 1/2 O

0 1/2 O
0 o o

Para ver calculase
(h (a )a2’ **5

1 -1/2 0 1 2 0
= <0,5,0) 1/20 0 3 0 1 (-6,-2,0)

0 0 1 1 4 0
= (27/2,2,5/2)

h = 27/21 1
22

= 5/2

para j e [N, menory como no ententesque cero,
es

1 a
= O,« 230, = 0, = 20

y
z « 1350 950a O < a <1,

y para valores de a. en el rango 1 < a < se tiene como solucidn00
Optima

0, - 230, = 200, = o.
y

Z = 1150 1150a 0 < a < co

Cambios continuos en el vector b.

El problema a resolver es el siguiente
Max Z - cX

sujeto a

115

a

a

,h5)4’

B 
1

’h2

B 
1
“1

*B

a5

X; = 420 o

hB B"1 
1

X1

'lla

,h6)B 1

rango 0<a<1,

-1 1 a

h5

h3’

X4 X5

a . J

X4

b;1

X3

X2

X2

h3

X3

”1

X5

h^B

= o.

<b1

- 100, X6

o sea

si exists una

X1

hay hp B 
igual a in-finito.

En resumen para valores de a, comprendidos en el 
soluciOn Optima es

h2



*Para el valor puede obtenerse solucidnuna nueva
m^todo dual simplex actualizado

en el tableau Optimo asoci ado Ala
nueva soluciOn Optima XB

el crltico de
por ejemplo ft El rango de an&lisis en este caso

serl a

Ejemplo. Considerese el siguiente probl ema paramOtrico

Max Z = 3X + 2X;1 2sujeto a
< 430 + 100p
< 460 - 2OOp

+ 4X < 420 + 400p2'con
> 0, o. > o

donde
430

b = 6 =

Para ft 0 el problems se convierte en

Max Z
sujeto a

< 430+
< 460
< 420

con
0, > o

117

B . o

0 = ft , 
•factible b&sica usando el

base Bp

ft* p**< p < ft*

X3

+ 2X2 +

+ 2X2

X2

X2

X3 :
2X3

X3
2X3

X3

+ 5X_o+ 2X2

+ 5X3

a una nueva
XB o 
obtener una

uan vez

, correspond!ente 
1 

an^lisis para determinar un segundo valor
, es similar.

xi

X1 
3XJ +

+ 4X2

X1
3X1
X1

X1

r &i i r 100
I 62 = -2o°l <5S J I 400 .

X1 
cuyo tableau Optimo es

[ b2 ] = [ 460
l b3 J ( 420

3X1

* * y Z , para ft = ft ,



-230
= 2.3

-100

que para el rango O < p < 2.3 solucidnLa

(b + (36)

b + 6s=

1/2 — 1/4 0 430 100
0 1/2 O 460 ft -1OO

—2 1 1 420 0

1OO +
230
20

y el
O < p < 2.3

= (2,5,0)
20

= 1350 - 300/?

11?

100/?
100/3

B’1 
a

= B-1 o

B-1 o

62

100 + 100/3
230 - 100/3

ft*

CB a

XB o

^o1

<c2.

o2

' X2
*3

L X6

valor de la funcidn objetivo queda expresado por 
z»-

Esto quiere decir 
6ptima est^ dada por

XB ’ o



con

columnauna

J e N
vector6 A, -co< e < columnaco. y. es un con m

se que & >0
& < 0, 1 05 que se

vectores

el valores de
se convierte vectorde no-b&sico ( para

O < e < e )

param^trico de
1 a base dptima

sujeto a
AX < b

con

j e N ocasiona que
se

3S

+ 6c

Si e N cualquier valor dey
e > o. sigue siendo En contrario.caso eso
decir si existe alguna j e N ,para el cual < o. entonces

121

c . J

c .J

c . JB o

(a. + J

aj +

G > B , puesto que 
- . _ >

fl’1 
o

restringe el anAlisis al 
caso contrario, 0 < O, los resultados

B o
S’1 
o

IF1 o
B"1 o

aj’ 
modifique de la siguiente manera

r1;. 
“ J

rj

Sea de nuevo B □ 
con 0=0, es decir

Max Z = cX

a.J
componentes. De nuevo

rj

a. J

a . J

a . J c .J

caso en

= CB o
CB !o

CB !o
c .J

c . J

X > O 
Un cambio paramdtrico en el vector

+ > o

z .J

c . J

c .J

Zj - Cj i O para toda j 
entonces B

z .J

z .J

que se calcule un valor crltico de 0 
an&lisis no puede continuarse para

z .J

a un vector bAsico ( para 0 > 0 ).
Con esta advertencia se contintia el anAlisis 

un vector tecnoldgico no-bAsico. 
ascciada al problems anterior

X > 0
donde A difiere de la matriz’original’ A Onicamente en 
no—bAsica, la j, donde

puesto que en el 
obtienen son anAlogos.

A di-ferencia del anAlisis de parametrizacidn de los 
c y b, en este caso, una vez 
por ejemplo ©*,

j e N

para
dptimo.



z

1 4 o o i 2 O 1990

O -1/4 1 O ibo1ZZ -i/4 o

o 3/2 O 1 o 1/2 O 290

O 2 O O -2 1 1 20

Ids resultados dptimos para 0=0 son

100
230

0
0

= 1350
Para determiner si exists un valor critico calculase

para toda j e N, que sufra cambio param^trico,un en

1

1/2 — 1/4 0 1
(2,5,0) 0 1/2 0 -1

—2 1 1 O
-1

por lo que
-(z 1 - 4

1
Se puede entonces resumir

es9 f

= X = o = 1350.y4

123
i

B o

20 
0

CB ! o

JB'1 o ri

,-i r

= 20,

X*
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que para valores de ©, 
la soluci6n Optima es
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este case j = 1,

en el rango 0 < e < 4
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