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Capitulo 1

Sistemas de, Ecuaciones Lingales
y Algunas Aplicaciones Matriciales

Resumen. Se presenta en la seccién 1 un sistema lineal de dos ecuaciones y dos incégnitas, que
modela dos movimientos rectilineos. Ei &nimo permanente es presentar los sistemas de ecuaciones
asociados & modelos. En la segunda seccién se analiza un sistema lineal simple de dos ecuaciones y
dos incégnitas, de forma tal de hacer una primera introduccién de determinante asociada a la idea
adyacente geométrica que existe entre dos rectas (o son paralelas o se cruzan én un punto), y de esta
manera se establece la relacién entre el valor del determinante respecto del cero para saber si el sistema
tiene solucién o no. En la seccién 3 se analiza la solubilidad de un sistema lineal més mmplio, en base
al desarrollo del método de Gauss (Gauss-Jordan o Gauss-Seidel), y aquf se aprovecha el espacio para
introducir la matriz ampliada, presentando su notacién y evitando innecesarias complicaciones de las
transformaciones elementales por filas. Se entrega el concepto de equivalencia de matrices aferrada a
la idea intuitiva que las matrices ampliadas son equivalentes por filas porque ambas tienen la misma
solucién. En la seccién 4 se formaliza la notacién compacta matricial de un sistema de ecuaciones
lineales, y de esta forma se presenta el primer producto "natural” entre una matriz y un vector.
Finalmente en la seccién 5 se presentan modelos de aplicacién para las matrices donde es necesario
tener presente el producto entre una matriz y un vector, y una buena dosis de intuicién. Estos modelos
estén orientados al crecimiento de poblaciones simples o de laboratorios, a la Economfa y a la Teoria
de Crafos, este 1iltimo como puente de contacto a las aplicaciones en otras ciencias (en particular la

Teorfa de Probabilidades). Cada seccién finaliza con una lista de ejercicios que apuntan & fortalecer las

nociones entregadas en cada una de ellas y es absolutamente conveniente hacerlos, puesto que a menudo
algunos de estos ejercicios entregan informacién relevante.

1. Movimientos rectilineos con velocidades constantes

Supongamos que la trayectoria ‘de un mévil, que se mueve con velocidad constante de 2:’%‘5, esté
dada por la funcién: i
: Si(th) =2t; +3 ' (1.1)

donde 8 (t,) denota el despiazamiento o la distancia recorrida por el mévil en el instante de tiempo £;;
I distancia est4 medida en metros y el tiempo en segundos. Por otro lado, tenemos un mévil que se
desplaza a una velocidad constante de 3%, y cuya trayectoria est4 modelada por la funcién:

Sa(ts) =3tz + 1 ' (0.2

es claro que ambas funciones tienen sentido para t; > 0. Donde para cada valor de t; la distancia
recorrida por cada mévil estd univocamente definida. Por ejemplo para t; = & = 3 la distancia
recorrida por el primer mévil es de 8;(3) = 23 + 3 = 9 [metros], y para el segundo movil es de
82(3) = 3-3+ 1 = 10 [metros]. '
Podemos realizar un grifico tiempo versus distancia para ambas situaciones (ver el grafico 1).Vamos

a plantear la siguiente pregunta: ;Para qué tiempo ambos méviles han recorrido la misma distancia? . : .
Esta pregunta se puede formular del siguiente modo: jPara qué valor de t se tiene que S, = 837 Esto..

es, se trata de resolver el siguiente sistema:

S = 2t+3
341 (1.3)
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¥y = x — 7, por lo tanto cualquier par de niimeros (x,y) que satisfaga la igualdad y = x — 7'es solucién -

del sistema (2.2), como por ejemplo (1, -6), (0, —7), (3, —4), ... En definitiva se puede concluir que el
sistema tiene infinitas soluciones. . ’ '
Estudiemos el sistema

x—y =T e .
. 2x—2y = 13 : (23)
si multiplicamos la primera ecuacién por 2 entonces se tiene que 2x — 2y = 14, y esto contradice la
segunda ecuacién. Luego no habra ningin par de valores (x,y) que satisfaga simultaneamente ambas
ecuaciones del sistema (2.3). Se concluye entonces que este sistema no tiene solucién. ,

Desde un punto de vista geométrico es fécil explicar lus resultados de los sistemas anteriores.
Hagamos notar que las ecuaciones de estos sistemas representan rectas. La solucién del sistema (2.1)
es un punto que _est.é en ambas rectas. Si estas rectas no son paralelas entonces se deben cortar en
un punto (de interseccién). Si son paralelas entonces o nunca se cruzan (no tienen puntos en comtin),
o bien ambas representan la misma recta.- El primer caso esté.representado en el sistema (23) yel
segundo caso por el sistema(2.2). Todo este razonamiento se ilustra en la figura 2,1. '

) e, b . el i
. Ahora vamos & estudiar un sistema de dos ecuaciones y dos incégnitas més geveral. Sea .

anx+apy=»5b . | : S f2.4)
anx + any = by )

’ -

Por el momento vamos a suponer que los coeficientes que acompaiian a las variables son distintos
de cero, esto significa que vamos a dejar de lado sistemas de ia forma:

5x — 3y =4
2x =8

puesto que en este caso se obtiene inmediatamente el valor de x y se reemplaza en la primera acuacién
para obtener el valor de y. o o N

Supongarmos entonces que los valores de a;; son distintos de cero. Efectuemos las siguientes opera-
ciones: Multipliquemos la primera ecuacién por az, y la segunda por ayz, entonces nos queda el sistema
equivalentef: ‘

t Dos sistemas son equivalentes 31 cualquier solucidn de uno es solucidn del otro, y viceversa.

grifico 2.1 ’ S S e
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Finalicemos esta seccién con el siguiente ejemplo

-4 -1 . . -
det( 3 6):44»(—3):-_21

EJERCICIOS 2

1. jPara qué valor, o para qué valores, de la constante o el s:gmente sistema de cuacioues lineales no
tiene soluciones? ;tiene infinitas soluciones?

'x -,y =3 . , .

2. En los problemas del 1 al 12 encuentre todas las soluciones (en caso de que existan) de los sistemas. . -
En cada caso calcule el determinante del sistema

W _EimIs @unIZITT e 5Tl
@ BRI s e STrYC e mta Ty
M mTwIh ORiaIli @R TLIs
o) ZTIC o m I Il gLy In

" ‘3. Halle condiciones paraay b taleq que e! sistema del problema 10, del ejercicio anterior, tenga una

solucién unica. '
4. Halle condiciones para‘a, by ¢ de tal mancra que el sistema del problema 11, del ejercicio 2, tenga -
un niimero infinito de soluc:ones . . .
5. Halle condiciones para a, b y c tales que el sistema del problema 12, del ejercicio 2, no tcnga solucién.
6. Hallar el punto de interseccién (si existe) para cada par de rectas dadas

(a)x—-y=7; 2x+3y=1
b)y—-2x=4;4x—2y=6" ‘ : S . e
(c)4x — By =7; 6x — 9y =12 ‘ . _ " ‘ A
(d) 4x — 6y =10 ; 6x — 9y = 15 T , T
(e)3x+y=4;y—5x=2 : ' L
(fy3x+4y=5; 6x—Ty =8 - o : :
7. En un zoolégico hay aves (dos pies) y bestias (cuatro pies). $i en el zoolégico hay 60 cabezas y 200
pies, jcudntas aves y cudntas bestias hay?

8. Calcule ¢l determinante de cada una de las siguientes matrices que se indican
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~ en este nuevo sistema equivalente a (3.1) multiplicamos la tercera ecuacién por —1 y se tiene

-3

x ¥ 2y + 32 = 9

y + 22 = 4 : . . (36)

ro . v z -3

x + 2y + 3z<z'9
y. .+ 2z = 4 o 3.7

z = 3
Observemos que hemos llegado a un punto en que resulta ficil obtener la solucién para este sistema,
puesto que en (3.7) se tiene una solucién para z, y de esté-modo reemplazamos este valor en la segunda
ecuacién y asfobtener el valor para y, y con estos dos valores se logra el valor para-x-mediante la
primera ecuacién.. Sin embargo vamos a continuar haciende operaciones entre-las ecuaciones para llegar’
a un sistema equivalente més simple. En (3.7) multiplicamos la tercera ecuacién por -2y la sumamos -
a la segunda y nos queda " - ‘ o T

x + 2y + 32 = .9
z = 3 .
ahora multiplicamos por —3 la tercera ecuacién y la sumamos a'la primers - - -t
x + 2y + = 0 o :
z = 3

finalmente multiplicamos la segunda ecuacién por —2 y la sumamos a la primera, obteniendo cl sisterna, .

4
-2 (3.10)
3

x
Y

I

z

En definitiva hemos llegado del sistema (3.1) al sistema equivalente (3.10); donde en este Altimo la
solucién es evidente, a saber x = 4, y = —2, z = 3. Notemos.que si reemplazamos estos -valores en el
sistema. (3.1) se tiene la igualdad, en efecto '

2.4 + 4:(-2) + 6-3 = 18,
4-4 + 5.(-2) + 63 = 24
3.4 4+ 1-(-2) — 2:3 = 4

Con este ejemplo queremos entregar la mecanica de la eliminacién de Ga.au.ss-J_qrdan. Notese que ol
sistema (3.10) es equivalente a escribir '

! 1'x + 0y + 0z = 4
0-x + 1y + 0-z = -2
0x + 0.y + 1z = 3




W

2

23 1 9
12 | 4
01 3

‘.

1
0
0

x + 2y + 3z
y + 2z
.

En este punto iniciaremos un proceso de retroceso, esto es, con el 1
barrido hacia arriba a fin de producir ceros sobre este,

123 | 9
01 0 | -2
. o011 | 3
1 2 0 | -0y
010 | -2
00 1| 3

x + 2 + 3z

Il
-

i

(3.7)

i
. ‘VJ‘

de la tercera fila haremos un

finalmente efectuamos el 1ltimo barrido hacia arriba con el 1 de la segunda fila,

1 60 | 4
010 | -2
0 0.1 |- 3

Yy

]

i

=9 _ ‘
= -2 (38"
= 3
= -2 . (3.99)
= 3
c 4 R o
-2 <o (3109 .
3

Lo expresado en el lado izquierdo desde (3.1°) hasta (3:10’) intenta entregar un modo operacional
para la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales. Desarroltaremos otro ejemplo. Sea el sistema

X7 + 2-x + 3
3'X1 -l-' 2-x2 +l
: ! 2'X2 +
xy + X9 +

- X3

4.
2 -

X3.

X3
X3

IRt i
[

X4
. X4

N

ahora llevaremos este sistema a la matriz ampliada, que es

O W
- N N
N A e W

1
4
1
2

E
Ny
l
1

-1 W

W e

.x‘_l'

(RS

3

(3.11)

si mulitiplicamos la primera fila por —3 ¥ la sumamos con la segunda obtenemos

1 2 3
0 —4 -8
0 2 4
1 12

1
1
i
2

I
| -2
| 1
l

3

multiplicamos la primera fila por —1 y la sumamos con la cuarta
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1 2.3 t} 3

012 -1/4 | 12

001 o0 | 12

o001 | of

la cuarta fila la muitiplicamos por ! y la sumamos con lasegunda; = 7 % - et e oo eE

t 231 | 3

ter 2 0 | 172
001 0 | 1/2
000 1 |- 0f .

12 3 1 | 3
0-1 0.0 | —1/2
0010 | 1/2
D.0,01 | 0

finalmente multiplicamos la cuarta fila por —1, la tercera por —3, la segunda por —2 y la sumamos

simultaneamente con la primera fila, nos queda ’ o e T
1 000 | °5/2
ot o0 | o—1/2
{00 -0 | -1/2
00 0.1 |0 0
entonces podemos concluir que la solucién del sistema (3.11) es: e W e
5 1 .1 )
Xp=g5 X2=Tgmi Xa =g x4 =0

v estos valores se pueden reemplazar en el sistema (3.11) para su comprobacién

5/2 + 2-(-1/2) + 3-(1/2) + 0=3
3-(5/2) + 2-(~1/2) + /2 + 4.0=7
+ 2.(-1/2) + 4-(1/2) + 0=1

5/2 + (-1/2) + 2-(1/2) + 2:-0=3

1

Con estos dos ejemplos esperamos dejar en claro la mecinica del método de Causs-Jordan, donde
lo esencial es hacer transformaciones adecuadas entre las filas (ecuaciones) de'la matriz aumentada {del
sistema). Ahora bien, se hace necesaria una notacién abreviada para denotar estas transformaciones

que de desde ahora las llamaremos operaciones elementales de-filas. Estas operaciones son:, | |

i) Fiy : que significa intercambiar la i-ésima fila por la j-ésima fila.
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T o230 9 eeim (1273
01 2 | 4 iR 01 2 |_,_,)
0 3 6| 32 000 0 |20/

De esta titima matriz se deduce el sistema que es equivalente al presentade en: (3.12):

r Zy -+ ‘ 32 = 9

x + _
0-x + y + 22 = 4
0-x + 6y + 0.z = 20

es claro que de la ultima ecuacién se obtiene la contradiccién de que 0 = 20, por’lo tanto 6o existen
nimeros x, y, z que satisfagan el sistema (3.12). ST L

Ahora veremos un ejemplo en que un sistema de ecuaciones tendrd 'infinitas soluciones: Estudiemos
el sistema. . . RN ,

22X+ dy + 6z = 18
4x + by + 6z = 24 (3.13)
2%+ Ty 4+ 12z = 30

procediendo de la manera anterior llevamos este sistema a la forma ampliada, y aplicamos las formas
equivalentes sucesivas segin el método de Gauss,

2 4 by (102 3 )9
13 .
4 5 6 | 24 — . {45 6 | 24
2 7 12 | 30 2 7 12 | 30
12 3|9 F'__'” 1203 | 9\ g 172737 0y
PAlDECB [0 3 6 | —12 01 2 | 4 ey 012 |
o 3 6 | 12 0 3 6 | 12 o 00 | O
ey (10 -1 |0
— o 1 2 | 4
oo 0 | o0

- . N . "

, X —.z:l

de modo que podémos conciuir que:

+

cx=14+z y=1-2z .
esto significa que tendremos infinitos_valores que satisfacen el sistema (3.13), basta dar un valor ar-
bitrario a z y obtendremos valores respectivos para x e y. Por ejemplo si 2-= 0 entonces una de las
soluciones es x = 1, y =4, z = 0. Otra solucién es x =2, y =2,z = L. En general si 2 = a entonces

_la solucién general es: A S




de donde se concluye que

r.

y como se observa existen infinitas soluciones «

EJERCICIOS 3

x=~5—-2

y=-9

w=16 -

enderdan dei valor que tenga z. En partic‘uia_r_si
z = 0 se tiene la solucién: x = —5, y = —9, z =0, .w,=. 16, y se pnede comprobar que esta soluciop
particular satisface las ecuaciones del sistema (3.13). ~

1. Realice las siguientes operaciones elementales que se indican para cada matriz:

2 3
F13(—1),F3(2) para la matriz | —1 2
1 1

¥ F12(2), F13(3), F14(4) para la matriz

5
9
.8

vt dn

2. Una matriz cuadrada de orden n x n se define de la siguiente manera:

. a2
a1 a2
Ay 442

Ang  On2 * @

en esta matriz genérica, el elemento a;; se llama entradaf(i,j); siempre que “este valof se encuentre
en la i-ésima fila y la j-ésima columna. Se Hama diagonal principal de esta matriz a los elementos
{a11, @22, - - -, @nn}. Ahora bien, se dice que csta matriz es sobretrianguiar si a;; =0 para todo 7 >
0 cn:pmdas bajo la diagonal Son céros). Lo que se pide

(esto esta significando que todos los clementos
ahora es que para las siguientes matrices cuadradas que se entregan a continuacién se lleven a una

('l]]'
"2]'

(1 ij

. .an.j

a1n

P 9n

Zin

Qnn

matriz sobretriangular, mediante transformaciones elementales por fila

!

- 2
, 1 2 3 4 0
‘ 2 3 4 1 0
34 1 2 0.
4 3 2 1 0
0

1 -4 1/2

0o 2 1

2 0 0

OO WD
N = e =

pe B
~ o~

-] -

N OO @

— Q

1
3
1
5

WO 0O

1 1 1
2 2 2
3 3 3
1 4 4
@ -a a4 £
0-a a a
0 0 a a
e 0 0 O

3. Resuelva a través del método de eliminacién de Canss los signientes sistemas

(VI SV

sy
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2x + dy + 6z = 18 2 4
ix + 5y + 6z = 24 45 6w =124
2x + Ty + 12z = 30 2 7 12/ \=/ \30

Ax=b’

La matriz {de disefio) A tiene tres filas, que representan el niimero de ccuaciones del ‘sistema, y
tiene tres columnas, que representan el nimero de incégnitas del sistema; el vector X es. en rigor, una
matriz de tres filas y una columna. Ahora bien, el "producto” A X esti indicando que el resultado es
otra mairiz, digamos D, de tres filas y una columna. La insinuacién de un producto de este tipo es de
la siguiente forma: Se toma la primera fila de la matriz de disefio y se muitiplica cada componente con
cada componente del vector X, y se suman estos productos, y se continua de la misma forma para las
filas restantes. En el ejemplo: ' ' S , '

2

x
(2 4 6)- fy|=2x+4-y+6 -2

z) .

x ~ .

(4 5 6)-{y]=4x+5y+6-2
2 } .
x

(2 7 12)- [y |=2x+7-y+12,2 , RN
z

Inego el resultado es
2 4 6 x 2 x+4-y+6-2

. 11x+5y+6z . . _._'“2:"‘-’
12 7, 2-x+7 y+12-z

RN
~) o
o
«<
il

v este producto A X debe ser ignal al vector (o matriz) b.- Y es bastante intuitivo que dos matrices (o
dos vectores) son iguales” si tierien las mismas dimensiones y las entradas respectivas son iguales. fsto
significa que si

2.-x+4-y+6-2 At

4-x+5-y+6-z | =]24
2.x+7-y+12:z/ 30

* Fn la terminologfa matematica de la décila del 60 se establece del signiente modo Ja igualdad
entre matrices: Sea A =.(@ij)mxn N2 matriz de m.x n y.B =(bi;)pxq nna matriz de p X ¢, entonces

TN

A=Be=>m=pn=qg Y a,~,4;=h,~j " para todo iG{l,Z,..wm'}.jE{1.2,...11}

~ L JUREE IR TR “u -

Y es en esta década en que la llamada "matematica moderna” trac consigo la confusidn de rigu-
rosidad con formalismo. :
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EJERCICIOS 4

1. Encuentre Ia matriz de disefio, el vector de incégnitas y el vector de constantes para cada uno de los
siguientes sistemas:

2x — y + 5z = 2 . X +. 3y + 92, -2 =0
(@) x + 5y - 5z = 1 (b)x + y - 2z = 50
x + y + z = 2

2. Realice cada uno de los siguientes productos que se indican:

a . K

: -1 2 3 T ’ f
1111\ {@ , (20 0\ (4
(“)(2222)‘ c O N M (“'(03)(2)
. 0:0 5 z N
d 0
(3 7 45 ;
@l1 2 31 z
o\ 13 iy X

3. El producto "escalar" o producto "punto” entre dos vectores de constantes.o vectores de variabies
que tengan el mismo mimero de componentes se define de la siguiente forma: ... Cee

a1\ Al _
as o bz
. - 1 -
— : - A . . -
a=— —4 #h -
sean o yb b, entonces :
Qn - . bn / .
by
z
a-b=(a a R Y Y =mby + b4+ andbs -
b,

observemos que, en rigor, el vector del lado izquierdo de la segunda igualdad es una matriz de 1 fila por
n columnas; también notemos que el resuitado es un nimero real o si se prefiere, una matriz de una fila

——
y una columna. Con esta definicién calcule los productos escalares 3 - b, donde

' L 2 1 a

o o .3 )

wee(@)se() oem( 2] 3] ee- ()¢
’ ’ —1 —1

2 9 1 W
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generacién siguiente, !a clase del 0. Ahéra bien, cadd’clase da"cdad tiene iina tasa de nacimiento b,
esto significa que cada clase contribuirdé con nuevos individuos dados por:

by Ny (t) Contribucién de la poblacién 0 .
'blN W(t) ~ Contribucién de la poblacién 1
b Nm(t) Contribucién de la boblel-cién m

luego es claro que el miimero total de individnos de la clase o edad 0, en |n generacidn ¢ -+ 1, esth dada
por la suma de estas contribuciones, esto es:

No(t + 1) = boNo(t) + by N1 (1) + -+ + b Nn(t)

Este "proceso de nacimiento” se puede visualizar en el siguiente diagrama:

. Poblacién en el tiepo ¢

B No(® N, SN0 -
N, (t
Ny ® Ny N R B
1 Y
"J'“‘ ~Poblacién en el flempo 1+1 .
‘Nacimientos v ’NO(tH)» T e N
Resto de la poblacion
en el tiempo t+1

Nota: La tasa de nacimiento para este modelo estd usada en ef sentido de un promedio del niimero de
nacimientos entre ¢ y ¢ + 1, y que sobreviven hasta t 4 1.7~

,Cudl es la situacién en el tiempo t 4 1 para las restantes clasificaciones?- La respuesta parece
simple. Fijemos el nimero Niy(t + 1), el mimere de individuos que ticnen 7 + 1 afios en ¢l tiempo
t -+ 1, este ntimero se formard exzlusivamente por los individnos que on el tiempo ¢ tienen i afios y han
"cumplide un muevo afio de vida" (en ¢+ 1), es decir por aquellos que no han muerto. Supongamos que
la tasa de mortalidad para cada clasificacién i esté dada por d;, donde este valor representa la fraccion
(comprendido entre 0 y 1) de la poblacién.que no sobrevive, por ejemplo dy = 0.10 significa que el 10%
de la poblacién de edad 1, en ¢, no sobrevive para Ja generacién t + 1. Se tiene entonces que

los que habia con i a,ﬁos) .(lo.‘a (qite nrieren con @ 'aﬁos)

Niga(t +1) = ( en el tiempo £ en ol tiempo £
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Supongamos ahora que para. el tlempo t = 0 conocemos la poblacmn inicial N (D), entonces para t =1
se tiene

N(Q1) = A- N(0)

y-en forma recursiva,

N@) =A-N(1)= A-(A-N(0)) .

N@B)=A-N2)=A-(A- NQ))=A-(4-(A N(0)))

Nn)=A-Nn-1)=4-(A-(4---(4---(AN{0))))--))

Consideremos una cierta especie de lagartijaf en la cual ninguna de ellas alcanza los tres afios y
solamente las especies de 1 afio reproducen. Esto significa entonces que existen tres clasificaciones, por
edad. Sea : . ' ‘

No(t) = lagartijas menores de 1 afio
" Ni{t) = lagartijas de 1 afio de edad
N,(t) = lagartijas de 2 afios de edad

y supongamos que, las tasas de nacimiento para La,da edad son by = 0, by = 1 bz =0 respectivamente.
Y las tasas de muerte son, para la edad 0 dy = }; y para la edad 1 d; = ;.. Notemos que todas las
lagartijas mueren antes de los tres afios. Luego conforme a lo establecido se txene lo siguiente

No{t+1) by by . by No(®)\- - . . . -
Mit+1) ] =11-do 0. 0 Ny (t) -
Ng(t-’- 1) 0 1—dy O Nz(t)

esto es

3] IVo(t)
0 ) ( Mi(t) )
0 L)Vg(t)

Supongamos ahora que esta poblacién se inicié en el tiempo ¢t = 0 con 50 lagatijas de edad menor
que 1, se tendrd para la siguiente generacion ¢ = 1 :

No(t+ 1) 0
M+ 1)) = (%
No(t + 1) 0

o= Q-

i Este ejemplo es una mera invencién del autor en cuanto al tiempo efectivo de vida, sin embargo
vamos a considerar una especie de lagartija del suroeste de los Estados Unidos, Cnemidophorus uni-
parens, que tienen la propiedad de "partenogénesis” (multiplicacién sin fetundacmn), es decir son
efectivamente hermafroditas. Luego podemos decir que cada lagartija, por si sola, puede generar a
otra. En realidad en esta poblacién de lagartijas son t;odaa "amazonas" hembras. Se puede consultar
Invesugacwn y Ctencia, Febrero 1987. . :
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unidades del producto 1 para poder claborar una unidad del producto 2, luego si tenemos que ¢l niimero
de unidades del producto 2 es-X; entonces las unidades requeridas de X (que serviran para elaborar
productos 2) esta dado por aj3X,. Los demas factores de-la forma a,; X; siguen el mismo razonamiento
y su suma constituye la demanda interna (insumo) y el elemento d; es la demanda externa o consumo.
Entonces en virtud de la condicién de equilibrio ((lo producido es igual a.la demanda externa mads el
insumo) se tiene la igualdad (5.1). : e o ' 4,

s N

Industria 2, X, ..

413 '
______,I Industria 1, X1. — Industria 3, X3

aq d4 [ Consumo externo

Esquema 1

Bajo el mismo razonamiento anterior se establecen lé}g siguientes igualdades: ', . L s .
Xy = an Xy + anX; + g3 X3 +‘d2. s a e ’(5.2)
X3 = an Xy + ang Xy +'aa3 X3 +d3 S T (5.3)

. . . o - - ce e S

las igualdades de (5.1) hasta (5.3) las podemos rea; FUbar en términos semejantes como:
g . A7 2, I grup - seme) L.

(1—an)Xy - Xy - ﬂ--m"(:s~ = dp

_CLQ]X]' + (1-'—0,22)X'l - . CL'z:‘;.Xg . dg . ‘.{‘ R (5),4}
—a31.X3 - az Xy + (P—a)Xy, = da .

s

En este modelo se supone que las tasas de insumo y las demandas son (:(_)'ndf;i'(ias, luego se trata de
calcular las producciones para cada industria. Veremos a continuacién un ejemplo numérico. Suponga-
mos que para las industrias minera, pesquera y agricola las demandas externas (consuma) son 10, 25 ¥
20 (en unidades adecuadas), respectivamente. Y supongaimnos aulemas que las tasas de insumo son

ay = 0.20 T =05 "7 " ap=0.15"
agy = 0.40 Ay = 0.1 - oy = 0.30
ay = 0.25 cazg =05 o oy =015 : _

entonces para calcular las producciones totales de cada industria planteamos las ecuaciones como’en

(5.4)
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en que cada vértice esta rotulado ‘desde el 1 al 4. Ahora cada flecha o arco dirigido indica el camino
a seguir desde un punto a otro. De momento no estaremos interesados A que fendmeno corresponde la
representacién de tal grafo, sino 'més bien en la representacién matricial que describe la incidencia en
ese grafo. En general el punto o vértice i de un grafo serd incidente von el vértice 7 si existe un arco
dirigido desde i hasta j. En el grafo anterior se ve claramente que, por. ejemplo, el:vértice {0 estado) 1
es incidente a los puntos 1 y 2. Observemos que 1 no es incidente con 3. En particuiar en este grafo los
puntos o estados incidentes son los vecinos mas inmediatos (incluido el mismo punto o estado). Ahora
bien, para este grafo que llamaremos G vamos a definir wna matriz I{(G) que Hamaremos matriz de
incidencia de G. :

Observemos que nuestro grafo -tiene 4 puntos o estados, luego la matriz I{G) serdA una matriz
cuadrada de 4 filas y 4 columnas, donde la entrada (7,/)1 tendra el valor de 1 siempre que exista un
arco dirigido desde i hasta 7. Ahora si no existe un arco dirigido desde 7 hasta j la entrade (i,7) tendra

el valor de 0. Con esta definicién nuestra matriz I{G) luce del siguiente modo: o
110 0
11 10
(&) = 01 1 1
0 0 11

en efecto, por ejemplo la entrada (1,3) es un cero puesto que no existe un arco dirigido desde el vértice
o estado 1 hasta el vértice o estado 3. La entrada (4,4) es un 1 puesto que existe un arco dirigido desde
el estado 4 consigo mismo.

Este tipo de procedimientos es vélido para cualquier grafo dirigido con estados finitos. Como
ejercicio encuentre la matriz de incidencia det grafo siguiente: e

Resulta natural definir el proceso inverso, esto es que toda matriz cuadrada cuyas enirndas tienea
valores ceros o unos, tienen una representacién de un grafo dirigido. Por ejemplo la matriz

s
1

110
D 0 0 1
1000
\D 11 0

admite el siguiente grafo

.

t Recuerde que la entrada (i) es el
J-ésima columna.

]

valor de la matriz que se encuentra_cn la i-ésima fla y en ia




Agricultura 30
Industria - 150 : tl
Servicios 126 T :

.

y la matriz tecnoldgica de la distribucién de los insiumos estd dada por

Agricultura .Industria ' Servicios -~ - « -.
Agricultura 0.268 0.079 0.006
Industria 0.122 0.375 0.216
Servicios 0.488 0396 ‘ 0.578

donde la lectura de esta tabla no es ambigua. Se pide ‘encontrar el mvel de producéion de cada sector
que se necesita para hacer frente a la demanda. - :

3. La figura representa el esquema de una Planta de Fuerza, donde cada habitacién estd conectada
a otra segin las puertas que se indican. Existe una habitacién en donde, con abaohlta certeza, toda
persona que entre alli recibe una descarga eléctrica mortal. Supongase que por desrur(lo en la vigilancia
un nifio de cuatro afios ha entrado en la Planta y no ticne posibilidad de salir por falla en el seguro de
la puerta de entrada.

1 2 "3 4 y

5 ' 6 7 8

9 10 1. Peligrof .. e
| N N S

< -
i

(a) Dibuje un grafo dmgldo que interprete la Plaata do Fuerza v entrf‘guo la,s alternativas que hen(’ ‘el
nino de pasar, por curiosidad, de nna habitacidn a oira (y esta decisidn la toma despues de un intervalo
de tiempo constante, por ejemplo un minuto).

Nota: El estado o vértice que denotars la habitacién de "peligro” se llama estado absorveute pPUesto
que toda persona que entre alli quedara dennvmvamonte en esa hablrm,lon prf)(ill(‘ir), en este caso, at' fa
descarga eléctrica.

(b) Determine la matriz de incidencia asociada al grafo anterior.

4. Determine el grafo tal que del estado 1 se puéde saltar a los estados consecutivos 2, 3, 4, 5, 6. Del
estado 2 se puede saltar a los estados 3, 4, 5, 6. Y asi sucesivamente, donde del estado 5 se puede
saltar al estado 6. Sin embargo del estado 6 sc puede saltar solamente al estado 1. este grafo dirigido,
entonces, tiene seis estados. Encuentre la matriz de incidencia asociada a este grafo.

5. Suponga dos estados rotulados con el 0 y el 1, donde por alguna razén al 0 se le asigna el concepto
de ntimero par y al 1 con el concepto de mitmero impar. Suponga usted que si tiene un anmmero par,
mediante una regla misteriosa, se puede transformar en un mimoro par o un mimero hmpar.- Ahora si
el mimero es impar, mediante la misma regla misteriosa, of namero se transforma cn un niimero par.
Ahora bien, en cualquier caso se aplica esta regla mistericsa nuevamente al nimero resultante, y asi
en forma sucesiva. Encuentre el grafo dirigido que representa este fenémeno y la matriz de m(‘dem in

respecu va.
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11. Fn el problema anterior haremos™ina modificacidn Cs sabidd en los cirenlos de apuestas que el Sr
Martinez posee ciertos triicos en el juego, qun e per miten Hevar una ventaja, ‘Fsto se tradnce en que

su probabilidad de ganar es mayor que la de perder. Suponga que Ja probabilidad de que gane el Sr.
, Ia matriz de Markov-asociada a estejuego

Martinez cs de 2/3 para cada’ ‘jugada. anuc‘nhc entonces, Ia
con ventaja. . oo ' S "
' . . E ’ e P
=
’ s . M M
I - . . -
+ -
. : ) - oL A
MR
° . d ’ vy ‘ . e
. -
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_y esto significa que M+B=B-+M. Como un ejanplo trivial, realice la sigitiente suma de-matrices:

o . .. X o ',: 33

Notemos que esta suma tiene sentido para dos matrices que teagan ias mismas dimensiones, esto es
el mismo nimero de filas y el mismo ndmero de columnas. Fn miestro caso estamos sumando matrices
de cuatro filas y tres columnas (la terminologia cldsica es hablar de matrices de "4 x 3"). Ademds
notemos que hemos sumado la matriz M "mds" la matriz B, sin embargo un ripido razonamiento
permite deducir que esta suma es igual a B "méas" la matriz M. Ahora estamos en condiciones de dar
un formulismo notacional a la suma entre des matrices.

Sea una matriz M de m filas y n columnas, m x n, y sea B otra matriz de m, x n:

a1 @12 - G b bz, - bin

A oan  an - an by by oo ban
M= . . . B= . . .

ami Am2 *°* Qg bml bm?. tr bmn

entonces la matriz suma M+B es la matriz:

apn+bn  aptby 0 g tbia co

agy +by - ap+by - am+b ' e
M+B= . o o (1.1)

Am1 + bm1 GmzH+bmz o+ Gmn +bmn

Volvemos a insistir que la suma de las entradas correspondientes es conmutativa, es decir -

an+buy  aptba 0 b fbn+an baptan 0 bt
an+bn  an+bn 0 amtba § [ buten bndon oo bwbom
ami +bm1 Gm2+bm2 0 Gnn F Dmn A\bmt + @t P2+ Gmg - Dma G L3

2 -7 0 5}, (-2 3 P
12 3 -6 .1 5 7 8/
EJERCICIOS 1, - ' S
1. Entregue cuatro ejemplos de matrices que rf-presenten o descnban una sitnacién real, por o)nmplo

planilla de notas, cuadro estadisticos, ctcétera.

2. Sea Mpxp = {A/A = (Gij)nxp), esto €s &l comunto de todas las matrices de n f'las Y p columnas.
Ahora bien, sobre este conjunto considere la operacion " 4" definida en (1.1), prucbe quo el par (A[,,x,,, +)
constituye un Grupo Abeliano §.

3. Para cada n nimero natural se define la matriz de 2 x 3

_ n 1 n
An) Ti2n-—-1 'T(';!lﬁ n—1

t Esta es una pregunta histérica. Invariabiemente se ha preguntado y demostrado a partir de la
década del 60 hasta nuestros ‘dias. Usted estd en condiciones de romper ciertos paradigmas: No es
necesario que demuestre lo que se ha pedido.




EJERCICIOS 2 . S

1. Por lo gencral en Ingenieria y Economia se trabaja con matrices "tecnoldgicas", que son aquelias en

_que sus entradas estdn muy proximas al cero. Un ejemplo de este tipo de matriz es la siguiente

/0.0000006 —0.00000054 0.00000054
£ 0.0000001 —0.00000091 0.00000021
0.0000006  —0.00000071  0.00000078.

i Se puede hacer mas "presentable" a fin de que no aparezcan tantos-ceros? . - :

n n .
2. Sea A(n) = ((8/2:)2’)‘“ (31(/12/)2“)4 ) . Calcular, de manera ingeniosa, las sigu}e{ntygsi sumas

20 0 : ‘ A

E A(n) ; E An) ~ o

n=1 n=1 - P T

3. El producto entre un nimero real y una matriz es de vital importancia en los vectores. En este
ejercicio vamos a considerar a los vectores como matrices de 1 x n. De forma genérica un vector
n—dimensional luce del siguiente modo: . .
'_.
a

=(z. 32 @ 0 Taol Tn)
- M —_ . - - .
ahora si ai vector @ lo multiplicamos por el real o se forma el nuevo vector

—

b=a a=(aar o T e X Tp)

: [ - g : Sy - . .. . —— 1 )

y se dice que este nuevo vector b es un miiltiplo o combinacién lineal del vector-a . Este concepto se
. S, . L. R . —_— . . .4 . 5

puede generalizar a mas vectores, por ejemplo se dice que el vector ¢ esuna combinacién-tineal de los

vectores @, b si existen reales o y 3 tales que T = E’-{-ﬁ--l;. Probar que el vector 3-—dimensional
(2 3 6) es combinacién lineal de los vectores (1~ —1 3,{(3 7 9) )

4. {Continuacién del problema 3) En rigor se dice que un vector n-dimensional a distinto del vector
nulo (aquel en que todas sus entradas son nulas), es combinacién lineal del conjunto «de vectores n-

— a .
dimensionales { b,/i € {1,---p}} si existen nimeros reales oy, -+, 0+, Crp MO Lodos nulos tales que

* N L
B

r
o
3 = E o by
' . izl e

. ) —-
~ si este es el caso se dice que el vector @ es "linealmente dependiente” de los vectores { b, /i € {1,-- pt}.

Considere los vectores e = (1 0 0), er= (0 1 .0),e3=(0 0 1), ydemuestreque rodo vector
no nulo (@ & c¢) es linealmente dependiente de estos.

. . * - — . ., .
5. (Continuacién del problema 4) Se dice gue los vectores {b,/ie {1, p}} son "liiealmente inde-
pendientes” si

p — ) . - -
. Z(xi- b; =0 entonces a; =0 vYie{t,--,p}
=1 . .

Dermuestre entonces que (‘1 2 1 5),(1 1 2 2), (‘3 2.9 3)y ('0' 07 l) s«'m“linnai- .
mente independientes. '

.
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2) Calcule la distancia (&, B) donde & = (1 2)y B = (-2 5 e
b) Idem pa.raL'é":‘(-l -1 -1)y_b’-_—(2~._~_2‘.‘_§()‘ R . .

Q) ldempara® =(1 -1 =3 8)yb =(1"1 1 1) e , ;
d) ;Que vector esti mas cerca del vector nulo, (0.1 —.002 0.001) o (0.002 0.001 -0.003)7?

B .- 3 -

4. Producto entre matrices

En el capitulo 1 definimos el producto entre una matriz ‘A de orden mn x 1 con un vector b de
orden n X 1 de la manera siguiente: : :

"
]

@y @y v @y ot G by ayby + @igby + - + ayjbj + o+ dinba

a1 ayp -+ Gy G by aniby + agby + -+ + agsb; + -+ + ambn
an a2 v @y o oam | L& anbn+a,-zbz'+---+%§jﬂ;"‘%é@nbn

Ami Gm2 “°° CGmj ' OGmn b anlbl+G»m2b2+"’+ﬂqy|jbj"""'+a~mnhn
M e ~

m por n n por 1 m por 1

‘que con la notacién simbdlica de 37 se puede escribir como

PR -—

\n Yy f -’1;: Y BRCTEEY
2 iy aib;
n

ay - Mz o @y 0t Gin by
an Gy - Gzt O be. | Zj=| a2;0;
ail aig cee @i vt flin <bJ , ZJ:I 0-;,‘?)]“ .
a‘ml Cmg " Amj °° Oya b, En A1 b
F=1 '-ml i

En rigor hemos definido el producto entre una matriz de orden m x n con una matriz de orden
n x 1, resultando una matriz de orden m x 1. Nuestro objetivo ahora es definir el producto entre una
imatriz de orden m 'x n con una matriz de orden n x p, de tal forma que el resultado sea una matriz de
orden m X p. Y para esto nos -apoyaremos en el producto entre una matriz y un vector. Intentaremos
definir el producto mediante dos.matrices establecidas. Sea A ’ o e

/2.5 6 -2\

3 2 1
A=1 4 2 6 B=[12 1 5
' -1 3 4] 2 4 -3 1

donde A es de 3x 3 y B es de 3 x 4:-Ahora bien, se puede considerar que la matriz B estd fonnada por
cuatro vectores (columnas) cada uno de orden 3 x 1, {uego es permisible multiplicar ia malriz. A por el
primer vector columna, cuyo resultado es un vector de orden 3 x 1, a saber

3 2 1 2\ - /10
2 6 1} =22
-1 3 4 9
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"1. Sean las matrices

oW R L . ' .
NE b L . sde ..

la primera matriz es de 2 x 3y la segunda matriz esde 3x 2,y el'iproductp» resultante es de 2 x 2, donde
por ejemplo la entrada (2, 2) resulta‘de multiplicar la segunda fila de la primera matriz con la segunda '
columna de la segunda matriz, o si se quiere aplicando directamente (4.1): ST

_ —4
(4°0 2): {5 =4-(—4)+0:5+2:2=-12.
2

Con las dos matrices del ejemplo anterior podemos hacer notar que el producto entre matrices no
es conmutativo, observemos que es factible el producto SR e T

:13'-_‘; _'(‘1"2'1)
soo) a0 2

cuyo resultado es una matriz de 3 x 3, a saber S
3 —4 ' -13 6 -5
1 s (iﬁ;)z 21 2 1)
-2 .2/ . 6 —4 2

En otros casos la conmutatividad del producto no es siquiera factible, por ejemplo si A es una
matriz de 4 x 5 y B es-una matriz de 5 x 3, entonces est4 bien definido el producto A - B, sin embargo
no tiene sentido el producto B - A. Ademés la conmutatividad .ni siquiera.la podé;rnog;"gisegurar en
matrices de orden n x n, como lo indica el siguiente cjemplo: Sean o

2 5 31
a=(33) v oe=()
verifique que A-B# B- A

EJERCICIOS 4

W NN
'\.__/.' ‘

o1 2.-3\. . (3 -
A=|5 0 2 B={1_
S\ -1 2"

a) Computar A+ B, A — C

b) Computar —2A, 5C :

¢) Verificar que A + (B - C) = (A+8B)-C

d) Encontrar la matriz D tal que A+D=B

e) Computar A -By B-A. ;Son iguales ambos productos?

2. Dadas’

A 1 -1 1y f1 410y
A=|-3 2 =1 B=(2 1 11 c
\—2 1 0 1 -2 1 2

SO N
w Ot N

Y B
_ Cc=t0 3
o\ -2

It

2 1 -1 -2
3 -2 -1 -1
2 -5 -1 0/
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La matriz identidad de n x n es aquella,en que todos sus elementos son nulos exceptos. los de la
diagonal principal que son iguales a 1, y la notacién es mediante Inyn, 0 simplemente I si esti claro el
contexto. Por ejemplo la matriz identidad de 3 x 3 es :

et

Il
[
D =D
— 0 O

Consideremos una matriz genérica de 3 x 3

o fan a2 T3
a1 G2 Q93
az1  Gaz 33

ahora vamos a sumar y multiplicar esta matriz con 03,3 y con T4y, respectivamente

0 0 0 ayy Ay a5 an G2 Q3
0 0 0} +]oan an o) =1{an ez ay .
0 00 ap  0xp G ey ap a3

@y, G2 . Q13 t 0 0 apn. 612 G

: - - S oael s

an a2 a23 . 0 1 0 = gy Q22 Q3

an a3 4y 0 0 1 @a; a3z G33

y ademds

1 0 :0 ay 2 i3 an ‘212 Q3

01 0] [an ap aes}=Len an ax

0 0 1

Q31 3y 33 3] {32 433

Con estas dos dltimas igualdades queremos. significar-que el -producto entre cualquier matriz
cuadrada A,cn con I, es conmutativo, esto es Anxn - Tiyn = Luixn - Anxn- No es necesario recal-
car que la matriz nula conmuta con cualquier matriz respecto de la suma, puesto que ya sahemos que
la suma es conmutativa. Es necesario destacar, al ignal que en el dlgebra de los ntimeros reales, que
y esto se puede comprobar facilmente (hagalo come ejercicio). Sin

Onxn - Anxn = Apxn Ot:t_xn = Opxn,
posible que el producto de dos matrices cuadradas

embargo, contrario a lo que ocurre en los reales, es
distintas de }a matriz nula dé como resuitado lamattiz niila. Observe «f signiente ejemplo

N

'

L <1 1\ /i 23\ /000
~3 2 -1].|2./4 6)=|00 0]
-2 1 0 1 2 3 00 0/

Este es un hecho que siempre debemos tener en cuenta, puesto que si alguna vez nos encontramos
con la igualdad A - B = 0 entonces no necesariamente A=00B=0
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' Do ,.‘A-x+x=(A+I)~xA. G
E/ERCICIOS 5 ’ : . ©

1. Sea I € My, ¥ 5ea a una matriz de n x 1, pruebe que I - a = a.

, se pide .

— e N
[C RV (V)
[T

2. Sea cl polinomio p(A) = A’ = TA? + 11X - 5, y sea la matriz A =

a) Evaluar p(A) .
b) Calcular las raices del polinomio p(}) (Nota: Una raiz es —5) _
¢) Sean Ay, Az, A3 las tres rafces del polinomio anterior. Resuelva mediante Gauss los sistemas siguientes:

2 2 1\ [« z 2 2 1\ [(z\ [z 2 2 1\ [« 'z
1 31 yi=Mly 1 3 1 yi=XM|y 41 301 yl=Mly
1 2 2 z z 1 2 2 z z 1 2 2 2/ \=z

/

3. Sea el polinomio m()\) = (A — 1)?() + 3). Evaluar este polinomio para cada una de las siguientes
matrices: o ’

T2 1Y\ L 2 100\ -3 0 0 o
02 0/, (_1 1), 02079, 0 =3 0
00 1 ' 00 3/ 6 0--3 '

6. Un modelo matricial: La anchoveta

g, - S

La anchoveta ( Engroulis ringens Jenyns) vive a lo sumo’cuatro afios'y tiene posturas concentradas
en una temporada del afio. Es decir la anchoveta, en su dindmica de vida, pasa por los siguientes estados:

H: postura de huevos

1a.M: primera madurez sexual con postura de huevos
2a.M: segunda madurez sexual con postura de huevos
3a.M: tercera madurez sexual con postura de huevos

En relacion al modelo 4.a del Capitulo -1, sobre crecimiento poblacional, vamos a considerar el
néimero de anchovetas segiin la edad clasificada en H, 1a.M, 2a.M, 3a.M y estas serdn respect ivamente
no(t), ni(t), na(t) y ny(t), para cada tiempo £.” Es decir - - :

n;(t) = nimero de anchovetas de la clase 7 en el tiempo £

donde i = 0 significa estado H, i = 1 significa 1a.M, etcétera. Ahora vamos a considerar los costicientes
de sobrevivencia y fertilidad para cada clase, esto es ’

a, = fraccion de individuos de la clase 7 que sobreviven hasta la ternporada sighieute, con'? € (0,1.2)
(puesto que'la anchoveta no vive mas alld del cuarto afio)
f; = niimero de huevos puestos, en promedio, por cada adulto de edad 7, con 7 € (1.2,3).

Ahora vamos a plantear las ecuaciones de su evolucién dindmica. Queremos conocer el valor de

no(t + 1), es decir of niimero de anchovetas que se encuentran en el estado Hen la préaxima tempotada,

p

y no resulta complicado determinar que



siguienl.es

Ahora si para el afio t = 0 se tiene una poblacién iniciai de N(0) entonces la ecnacion matricial anterior

origina la siguiente dindmica

lN(n). — A" N(0)

A modo de ejemplo supongamos que se tiene un cultivo de

factores 8; = f; = 1, y con'una poblacién inicial de

/mel0)
_ | @
. N@" n2(0)
. ) . L -7133(_0)
entonces para la préxima temporada se tiene |
710(1) 1 1-1
n(1) ] {0 1 0
‘ng(l) 0-0-1

pai‘a el célcuio de N(2) y N(3) se puede hacer por

N(2) = A?. N(0)

N = AN
N(2) = A - N(1) = A* - N(0)
N(3) = A® N(0)

oD oo .

N(3) = A" - N(0) "

y en general,

N(n)Az A" - N(0)

Mediante iin paquete computacional mateméatico (como el DERIVE, MATHEMATICA o STAT-

GRAPHICS) se calcula la matriz A% que cs la siguiente

81
44
24
13

Af =

68
37
20
11

y entonces la generacién N(8) queda establecida como

81 68 44

N(8) = 447 37 24

24 20 13
13 117

0
0
0
0

44
24
13

7

so o

oo~ AW

-

anchovetas en laboratorio, con los

742
404
1 219

119
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1, -

y se puede verificar que dende el estado 3 se puede llegar en tres tiempos al estado 2 de lag sxgmemoc
formas: 3—2—1— 2,3 —2—3—2vy3—4 — 3 — 2 ¥ este nimero de formas lo
indica la entrada ('3 2) de la matriz M* , .

Sin demasiada formallwmo pero c¢on bastante m{pnnment'\r i6n, podemos c‘itaok\ccr entmm‘s que
st M es una matriz de incidencia de un grafo dirigido; se tiene que la muiriz potencia M™ nos indica
en cada una de sus entradas (i,7) el mimero de todos los posibles caminos.en, n tiempos o saltos que
existen desde el estado 7 al estado 7. En un lr'ngume mas mproplar!o a lns gmfm un camino de n saltos
o de n tiempos se llama n-—cadena.

Existe una aplicacién muy clasica en el drea de ia sicologia . En un grupo de p petsonas de nun curso
sin jerarquias establecidas (todos son iguales a efectos administrativos), se efectnan pruebas adecuadas
para descubrir quien domina a quien, o mas rigurosamente quien tiene ascendencia o influencia sobre
otro. Una vez efectuadas estas pruebas se resumen los resultades mediante un grafo, de tal forma que
si la persona i influye sobre la persona j entonces existe un camino dirigido ¢+ — j. Ahora bien, este
grafo se lleva a la respectiva matriz de incidencia, y se plantea lo siguiente: Mirando solamente el grafo
ise puede encontrar una férmula matematica para descubrir a la o las personas con "pasta™ de lider?,
ila o las personas que son bastantes influenciables?. Supongamos que la persona i no tiene ascendencia
sobre j, pero la persona k& tiene ascendencia sobre j, y ademds i tiene ascencencia sobre %, entonces
con esto estamos seguro que la entrada (7, j) de la matriz de incidencia al cuadrado tendra un valor a
to menos de 1 (;Porqué?). Este anélisis lo explicaremos mediante un ejemplo. Supongamos que a seis
personas se le aplica una bateria de pruebas sicolégicas v se concluye que el grafo que representa ia
relacién "tener ascendencia sobre" es: ‘

donde la matriz incidencia de este grafo es: . - L '

0000 00
00 0 1 10
A_ |0 0000 T
71101 00 0
0.0 1 0 0 O ‘
00 0.0 0 O

En este sencillo ejemplo se ve claramente que la persona 2 no es influenciable, puesto que no admite
ninguna incidencia, y en concomitancia con esto observemos que en la matriz A la sumna de los elementos
de la columna 2 es cero. Por otro lado la mayor suma entre los elementos de cada columna e esta,
matriz se encuentra en la columna 3, y este estd verificando que la persona 3 es bastante influenciable
en "primera instancia” (4 y 5 influyen directamente sobre 3).

Continuando con nuestro analisis podemos observar, tanto en el grafo como en la matriz de inci-
dencia A, que no existe un camino directo desde 2 (el potencial lider)f hasta, por ejemplo, Ia persona

i Potencial lider puesto que no solo no es influenciable sino que tiene dos "grados” de ascendencia
sobre sendas personas. :
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observando este producto se ve e la contribucién para formar ol resultado estd a carge del primer y
cuarto 1 respecto :(:19 Ia matriz fila, y el primer y cuarto 1 de {a matriz columna . La fila en esta matriz B,
que representa a la quinta, representa dos movimientos, a saber 5 —— Ty 5 — 4,y la matriz columna
que coorresponde a la segunda columna de la matriz B describe los siguientes dos-movimientos-1 — 2
y 4 —= 2. Luego tenemos los dnicos dos movimientos de dos tiempos o dos saltos (n 2—cadena), a saber

5-i—2 . y 65—d4—2 - (7.2)
Este resultado se puede comprobar-al representar ¢l grafo asociado a la matriz B,

3

y se verifica que efectivamente las 2—cadenas de-(7.2) representan los dos unicos movimientos en dos
tiempos desde el vértice 5 al vértice 2. - : - _

Verifiquemos lo anterior para otra entrada de la rﬁlatrii B? de (7.1), por ejemplo la entrada (2.,4).
Esta entrada es el resultado entre el producto de.la segunda fila por la cuarta columna de la matriz. B,
esto es . ’

. 0 )
0 Cor ok ’
. o (v 0 0 0 1)1 =1 . ot .

y se observa que el resnltado es debido al guinto 1 de la matriz fila y al quinto 1 de la madtriz cohimna.
fiste quinto 1 de la segunda fila en relacién a la n_m.tlriz B describe el movimiento 2 — 5, ¥ el quinto
1 de la cuarta columna cn relacién a la matriz B Jdescribe of movimiento 5 —= 4, hiego exisbe un finico
movimiento de dos tiempos desde ol vértice 2 al 4, y este es 2 — 5 — 4. '

EJERCICIOS 7

1. Para el siguiente grafo determine las potencias 2, 3y4de la mairiz de incidencia, y compruebe
para cada entrada de cada una de las tres anteriores que su valor coincide con la suma de todos los
posibles caminos de un estado a otro. Para esto realice todas las combinaciones posibles dy cauminos en
los tiempos o saltos 2, 3y 4. s

»

3. Encuentre los grafos asociados a las signicntes matrices
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_misma que la primera, salvo que esta multiplicada por —1.

Taeet, ' .
T e s A

51

De manera general si | ‘ .

det(a b) —a-d—b-c=0
c. d

entonces 7 = ﬁ = A, algin A #£ 0. Luego a=X-cy b= X\-d, ycon esto se demuestra que una fila cs
multiplo de la otra.

Por una "razén dogmatlca vamos a deﬁmr el determmante de una matrlz de { x 3 de Ia. -ugme-nte
forma:

ay a2 a3 : : o aq N PN B 0
det | a1 axn a3z | =ap - det (azz o 3) — a2 - det (07‘1 nﬂ) + a3 - det ( 2 a’”)
32 33 31 33 . a3 3
az Gz a3z /. 1 2

* - -

Veamos como opera esta definicién en el siguiente cjemplo: Sea la, matriz.

2 1 3
1 42 (8.2)
-2 -1 .-3 :
enLonces !
det|l 1 a4 2)=2.del t EY_tidee L ) asiaef L )L
o _1 _,3 ‘ . —1. --3 . . *2 ._;3 ) -—2 -1 B

~9. (_10); 1 (1)H (=0 |

Recordemos que en el caso de 2 x 2 si ¢l determinante es cero entonces las filas de la matriz son
linealmente independientes, ahora observemos atentamente que en la matrv (8 ") ia terrera hla es fa

M

Veamos qtm ejemplo.. Sea la matriz

‘2 3 -1
4 0 6 (8.3)
6 3 .5

donde podemos comprobar que la tercera fila es la suma, componente a (‘umpmmntc entre la pnmem
fia y la segunda fila. Vamos a calcular el determinante de (8.3)

2 3 —i : O . N .
detla 0 6| =2 det L Y E LA Wy
‘\e o o) 3 5 6 5 g 3

o

=2 (—18) =3 (~16)—12=10




1 2. 4 | o i
’ 376 97| 0 T .
-6 13 =19 | 0 :

faem [ 102 4 faw (102 4 10

— 0o -3 | o] — 0o o =3 | 0

-6 —-13 -19 | 0 0o -1 5 | 0
12 4]0 12 4 | o 12 4 | o

F(=1) . —1/s

oo -3 o} =2fo1 =5 | o g 1 -5 | 0
0 1°-5 | 0 00 =3 0o/ ° 0.0 b |-0

y- de esta iltima matriz ampliada se deduce facilmente que o = § = v = 0, y de esta forma nos

aseguramos que las filas de la matriz A de (8.4) son linealmente independientes, esto es ninguna fila es
combinacién lineal de las restantes o de ella misma. T . .

En definitiva, podemos extender nuestro resultado a todas las matrices de 3 x 3 sin necesidad de
demostracion rigurosa que, si el determinante de una matriz (de 3 x 3) es igual a cero entonces la matriz
tiene & lo menos una fila que es combinacién lineal de las filas de la matriz, y si el determinante es
distinto de cero entonces ninguna fila es combinacién lineal de las filas de la matriz.

Demas est4 decir que existe toda.una teoria bastante amplia en lo que se refiere a determinantes de
matrices. Sin embargo con nuestra modesta definicion dogmatica segniremos: avanzando en lo medular
del Algebra Lineal y sus aplicaciones. Algunos aspectos relevantes de esta serdn entregados en los

.-

ejercicios.

;Como podemos definir el determinante de nna matriz de 4 x:47?, del signiente maodn:

@y G2 a3 M4\ ' - —
a1 Qg dg3
detA = det 2 2 23 2 = (J-H(f(’,ﬁ.’l” - (Tr]f_;dfﬁ/‘n + (Lmd(.’l?A 13 (l]4fil;'f/l~|4
: az1 MA32- 933 O34 .

Q41 A4z Q43 4y .

donde A;; es la matriz de 3 x 3 que se obticne de A al eliminar la primera fila y fa j—ésima columna.
Antes de hacer un ejemplo en una matriz de 4 x 4, es-justo decir que los calculos son sumamente

tediosos y, en lo que respecta a este curso -y estamos seguro que en su vida profesional- se hard
en contadas ocasiones, por lo general este cdmputo 1o’ efectnara el ordenador personal. Kl ejemplo

prometido, calcular

-3 11 1
1 -3 1 1
1 1 =3 1
111 -3
En este ejemplo observemos que-la suma de las tres primeras filas nos entrega como resuitado un vector
fila que es igual que la cunarta fila, excepto que estd multiplicado por 21; de otra forma la cuarta
fila es combinacién lineal de las restantes filas. Luego si extendemos el resultado que obtuvimos para
determinantes de 3 x 3, deberia ocurrir que el valor de este determinante es nulo. Fn efecto

det

-3 1 l 1
det i ——'.: ,]% } = _—-:fd(’.ﬁA] { dl.’fl/hg + rfP'tAm hd ff{’f-/im,
1 1 1 -3 o ’ '
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Es interesante, por lo facil, el cilculo del determinante de una matriz sobretriangular. En efecto

ag 0

an 0 0 . 0 0
ayp axp . O .9 . {am apm 0 0
det | a1 as axn 0 | =aqpdet | @2 a3 Gu 0
Qni Gnz OGn3 " CGun/ © " N2 Qpg® dng4 v Onn
Q33 0 0 . 0
@43 Q44 O 0
=gy ag-det | 33 54 Gt v 0 b gy iagan,

. . - . .
. .

@n3 Qnd Ans "' Qan

2 0.0
Podemos verificarlo para la matriz | 3 4 0 {,en que su determinante es
5 6 7 -
2:0 0 40\ :
det | 3 . 4 0] =2- det 6 7):2-4-7:56
5 6 7 ‘

Antes de finalizar esta seccién queremos insistir en.la propiedad esencial del determinante de una
matriz, si este es cero esta significando que existe a lo menos nna fila que es combinacién lineal de alguna,
0 todas, las filas de la matriz. Y si el determinante no es cero entonces ninguna fila es combinacién lineal
del conjunto de filas de la matriz, y esto significa, en términos de un sistema, de ec ua.c:one-x lineales,
que existe una \inica soluciéon. A continuacién se entrega aignnas de ias propwdadm mae uqua]oq sobre
determinantes. :

EJERCICIOS 8

1. Daremos una forma alternativa para el calculo del determinante de una matriz cuadrada A de orden:
nxXmn ’ R S - I

detA = Z()—-‘l)i*’qu’j . d(:t/i,‘j

donde 4;; es la submatriz de A formada.al eliminar la i-ésima fila v la j-ésima columna de A, y ay es
la entrada (i, j) de A. :

Verifique esta formula para las siguientes matrices (esto es, aphque ia.s dos definiciones de deter-
minante):’

i . 1 3 40 2 2 5 8
3 4 s 100 0 35 2 1
6 7 2 3 4 4 0D 0 3 0
EE 8 9 6 7 2 4 3 6

Nota: El valor de esta nueva deﬁmcmn es que permite expandir el detormlnante eligiendo una fila que
tenga "mds ceros”
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Capitulo 3

X Matriz_Inversa
y Transformaciones Lineales

‘Resumen. Lo esencial en este capitulo es la fundamentacién, sin demasiado formalismo, del isomor-
fismo entre una matriz y su transformacién linea) adyacente. De hecho al tratar una matriz cuadrada
como una funcién se entrega el concepto de matriz inversa. Esto es lo que trata la seccion 1. La
seccién 2 obedece més bien a cierta inercia histérica para la presentacién de dos métodos de cdlculo de
inversa. Sin cmbargo el método de las transformaciones elementales por fila, nos sirve de excusa para
reforzar el concepto de Independencia (y dependencia) lineal. En la seccién 3 se estudia la definicién
de transformaciones lineales y sus propiedades ms relevantes, y en la seccin se présenta la metodologia
de como encontrar la matriz (asociada a la base canénica) de una transformacion lineal. Se termina el
capitulo con un breve andlisis del rango de una matriz entregada an-la seccién 5 y con una aplicacién.
de este concepto, en la seccién 6, a la inversa generalizada.

1. La matrlz cuadrada como una func10n.

Sabemos que una funcién de R en R admite una inversa si v solamente si dicha funcién ¢s 1 a 10"
intyectiva. Por ejemplo, la funcidn f{z) == 2743 es inyectiva.  Ksto quiere decir que no-existen dos valores
2y y 2, distintos tales que f{z;) = f(')"g) puesto que si asi lo fuera, entonces z; +3 = x743 y se concluye,
que z; = . Con esto aseguramos que cada iragen y, segln la funcién f, tiene una tnica pre-imagen 2.
Luego es posible definir una funcién de tal forma que al valor y le asignemos el valor Gnico de x. En ek
caso de nuestro ejemplo el calculo de {a funcién inversa se realiza del siguiente modo: flz) =u=2z+3
entonces T =y — 3, y se hace f~ (J} =y — 3. Notemos que fF{f Hy) = fly=3) =w—-3)+3=
ademas f7H(f(z)) = fHz+3) = {z +3) -3 =z, es decir la composicién entre ambas funcmnes p01
la derecha o por la.izquierda produce la funcién ldenudad La funcién 1denudad es [ c‘ == z para todo
z nimero real. : ORI

Ahora bien, esta misma idea de funcién inversa la utilizaremos para cierto tipo'de funciones més’
complejas, definidas en el espacio R" y con valores en R™. De mommento vamos a definir el espacio R®
como el conjunto de las matrices "flacas”, esto es de las matrices de n filas y una columna. Un elemento
genérico de este espacio es ‘ o ’ Lo

con a; € R i= 1,2,..,n

My
51 . . . B .1 . At
A modo de fijar ideas vamos a trabajar en el espacio R, v consideraremaos el vector (1 4) ¥y Ja
. 1 3
matriz A =
(3 4
un elemento de R?%. Esto es,

), ahora si efectuarnos el producto entre esta matriz y el vector, ¢l resultado serd

De manera més general




g,

. /13 .(w; _ 0‘) . ‘(1 2\
\‘2 4 g - vy A

y recordernos que este sistema tiene una inica solucién si el determinante de la-matriz' A es.distinto de
cero. En efecto .o o e e

dd(}) 3) =g —6=—2#0

luego el sistema (1.2) admite una tnica solucién, v es claro que la solucién de este sistema homogeneof
3 y .

€3
. . (‘wi (9 S
. ‘ W2 __\‘0 ; ) . o _

y esto significa que

w = r-z =0
Wy = rpa— S =

‘

y se deduce que

por lo tanto la funcién A es invectiva y admite una unica inversa. o
Con este ejemplo hemos comprobado que la existencia de una funcién inversa para lfx "funcion” A
(F) depende si el determinante es cero o no. Este resultado se puede generalizar.
Sea A una matriz de n x n, de tal forma que un vector x de 7 x 1 se transforma en un vector y de
n x 1 mediante A - x =y. Luego, en rigor, A es una funcién de R" en R". Ahora si esta funcion no es
inyectiva entonces existen x,' vy xg tal que - : TR - N : :

-~

N

Axi=y Axg=y R

y entonces no podria existir una inversa ya que para cl vector y ;qué valores de entre X; ¥ X deberiamos
asignarle?. Luego para que A~ tenga inversa necpbarlaments- debe ser una funcion inyectiva, esto es si’
A x; = A -Xg enmnces X1 = Xs. ' )

Ahora si A es inyectiva, entonces A - %, — A - X2 =, que 3 equn'alenu a A {x —~xz)=0,¥
sabemos que este sistema homogeneo tiene una tnica solucidn si y soio si detA 3% 0: Ahdra sien ‘efecto
el determinante es distinto de cern, se tiene que la solucién unica cel sistema es Xy — X2 = 0, y esto
significa que x; = x». Por lo tanto A es inyectiva.

Ahora que hemos precisado la condicién necesaria y suficiente para que A admita una iaversa
(como funcién), el problema que surge es ' Cémo calcular ia mve1sa'. "FEstudiemos el problemna mediante
el mismo cjemplo inicial. Habfamos dicho que la matriz

1 3\ .
\2 1)
+ Se dice que el sistema es hoamogeneo cuando M - x = 0 siendo M una matriz en general de orden

p x m, y es claro que una solucién es x = 0. Ahora si M es de n x n vy ademds detM 35 0 entonces "la”
solucion es x = 0. ' ‘ C




FYF(zy) = £z '+ 3y, 22+ by)
.. 1
=(— 2ga:+iy)+—().x:+4y)7;-—>e1~§\’.1 +4J))

= (@) o e
y en ambos casos obtenemos la funcién identidad. Ei problema ahora es determinar cudl es la matriz
correspondiente a la funcién F~'. La respuesta no es tan sencilla. Vamos a actuar de la siguiente
2 4
inversa de A, digamos A™}, debe ser tal que represente el efecto Fo F ! = F'"lo F = [, donde F(x) = x
para todo x € R2. Y podemob notar que layg - X = x entonces A" debe satisfacer la propiedad

manera: Si la matriz A = ( 3) equivale a la funcién F'(z,y) = (z + 3y, 2z +-1y), entonces la matriz

A A '=A"T A =]

1 fa b ‘ , .
Sea entonces A7 = ( c d)’ v deberia ocurrir que

GGG

e

<
\'w._._/’

y esto significa que

a+2b 3Ja+4b) _ f1 0\
c+2d 3c+dd _(0 1)
a+2b=1 )
: 1b=10
3a+ b [ (1.6)
_C‘+2d:—'=0
e+ dd =1

ponemos este sistema en forma matricial a fin de aplicar el método de Gauss,

1 2°0 0 | 1.
3400 |.0].
00 1 2 | ‘
\o 0 374 [ )
¥ no es dificil llegar a la solucién’ ' ' o
Loeo1 b=l a=o2
d——“fé‘, C—l, '—_—E a = —

Entonces la matriz A™! buscada es

L fa-b\ - (=2 3/
A f(c :l)_( 1 —1/2)

a modo de corrlprobacmn efec*uomos el producto entre las wmatrices A A

-2 /2 ([t 1 0Y
1 =1/2 2 4)-_ 1)




»
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entonces la solucién es

()= 22) ()

Con este sencillo ejemplo le damos la importancia gue significa el ¢alculo de la inversa de una martriz,
aun cuando veremos en préximos capitulos que la inversa de una matriz no solo.nos-servird para ia
resolucién de un sistema. .

Antes de entregar dos métodos de cdlculo para ta inversa, queremos hacer notar que ambos proce-
dimientos son complicados "manualmente” pars operar para matrices de orden grande, por ejemplo a
partir de 6 x 8, y del tipo tecnolégica como:

0.2345 0.0021 —0.2345 0.00912 0.0003 0.3487 :

0.1999 —.6666 —0.8779 ' 0.55555 0.7464 -0.2111 - o
0.3337 0.5671 —0.0098 0.71212 0.3693 0.6327

0.8999 ~.6890 —0.0029 '0.34555 0.3234 0.4521

0.2311 '0.0345 —0.8213 0.78912 0.3303 0:2287 -
0.9899 —.5655 - —0.3829 0.15755 0.4378 0.6770 . -

v cuando decimos complicados nos referimes a los cdleulos tediosos que se deben hacer, 'y que con toda
seguridad cometeremos algin error. Para esto es conveniente desarrollarlos con un paguete compuia-
cional matemadtico. , La inversa efectuada con el software DER.IV!-_ de la ma,t;rlz a.ntr:nor, nos condujo
al siguiente resultado : -

104.636 —22.8872 —27.0887 59.196-  27.4525 —70.24638

204.022 =—41.4571 -—50.5077 ~ -113.047 - 50.3486 .-137.457 .
—108.802 - 21.4837 . 27.4212 —589.4592 -—-27.0637 . 72.5637 .|
—203.834 40.2131 50.7045 —112.137 ~—-48.5635 136.352

216.607 —42.4403 —-53.4320° ,120.597 32.03589 ~-146.511
—126.753 29.0738 35,6818 --77.8471 —35.7398 93.4274 /

Primer Método: Transformaciones elementales por fila.

Supongamos que la matriz A,., admite una inversa, esto es detA s 0 y esto significa que las filas
de la matriz A son linealmente independientes. Si {fi, fz,...,fu} son las filas no nulas{ dec lu. matriz A
entonces, de acuerdo a la definicién de vectores hnealmvnte independientes {Cap.2, seccién 2, ejercicio
5) se tiene que si existen o,,1 € {1,2,...,n} tales que 3 .. o; - i = 0 entonces ;= 0Vi € (1 2,....nh
Analizaremos a fondo esta definicién. Suponga.mos que lo anterior 1o ocurre, es decir existe (a Jo menos)
un a # 0 (si es preciso se hace un nuevo ordenamiento de Jos a;) tal que :

aq-f;—!—ag-fz—i»u--i—cr,,»f,,:(O 0 .. 0)
entonces podemos despejar el vector f; comno
CI2 : X3

e 2, (1.9)
(531 ¥y . ay - .

. i =—

v esto significa que el vector f) es combinacién lineal de {algunos de) los restantes {fz, f3,....fa}. Bn
efecto, si ocurre que o = a3 = -+ = a, = 0 implicarfa f; = (0 0 ... 0) en contradiccién con el
hecho de que ninguna fila es la fila nula, ' ’ B

w“ o
1

t En efecto si (a lo menos) para una fila de la matriz A, digamos §, ocurre que ff = {0 v - 0}
entonces es claro que ¢l determinanie de la matriz vale cero.
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A la matriz del lado izquierdo'la dénotaremos momentaneamente por B. Efectuemos ahora 'los productos
A-ByB- A .

- ' o 2 31 ~31/6 -1/3  13/6 10 o0 PP
A-B=|5 -1 4] 3/2 0 -1/2]={0 1 0}
6 7 3 41/6  2/3 -=17/6 (o 0 ‘1)
-31/6 -1/3 13/6 2 31 1 0 0
B A= 3/2 0 -1/2|-|5 -1 4}={0 1 0
41/6  2/3 -17/6 ) \6 7 3 0 0 1

Y es claro que la matriz B es la matriz inversa de A.
Explicaremos este método: Al aplicar la transformacién elemental por fila F3(1/2) a la matriz A
¥-a la matriz I3.3 hemos obtenido sendas matnoes Ahora bien, la matriz obtenide de Igx3 al aplicar

F1(1/2) resulta ser : .
y2 0 1\ . i . ,
0 1 .0} . o :

0 0 1

y que con cierto abuso de notacién la llamaremos F;, ahora multlphquemos esta matriz por la matriz

A y obtenemos:
/2 0 1 2 3 1\ /1 3/2 1/2
Fi-A= 0 1 0}-{5 —-L 4y=1}|5 -1 "4 . o
001/ \6 73 T

6 7 3
y como podemos observar la raultante esda, matriz obtemda ai apln,ar sobre A la1 nnsma trtmsforma.( xon
Fy(1/2). Ahora si a la: matriz I3, le aplicamos. la transforma.cnén Fpap(— —5) obtenemos la matrlz, que ™
llamaremos F3, indicada a continuacién:, «.,., |

LAY

1 0 D : .. ' j AR -
Fz=|-52 1 0 _
0 0 1, ) -

y si multlphca.mos esta ma.triz (por el lado lzqulerdo) a la matriz resultante F; - A nos queda la matriz-

del Jado derecho de la expresu)n (2.3),

(=2 )

1
Fa (F, A) = (ms/z
0 .

o\ - /2 ¢ 0 2 31 o
0] 0.1 0 5 —1 4 =
1) 0 0 1 6 7 3
L 0-0\. /1 3/2 1/2
=}-5/2 1 0] {5 -1 4
\ 001/ \s 7 3/

ey 32 12
e Fao(Fy -A) = | 0-.17/2 3/2,
SURPEES o . . \8-..7T .3

Er resumen, si seguimos con este procedimiento, tenemos que por cada transformacién por filas
asociamos las matrices ¥, F3, ..., Fp, que son las transformaciones necesarias para llevar la matriz A a
la. matriz 1343, en ese orden, se tiene que la equlva.lencm como producto de matrices es: :

o
% :
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vamos a calcular en primer lugar la matriz de los cofactores de A. Supongamosque Co, f(A) (d;-,-::)g@g, )
computando cada una de estas entradas,

oy = (~1)1+1det (—1 4) - .31 = (m 1)1+?det

.. -1
o _ 143 Y -
7 3 =9 = (- 1) dr-'t( 7) 41
3 1

(2 5)
agy = (—1)*det (7 3) = -2 agy = (— 1)2‘2d€t ( ) =0 gz = (--1)**3det (2 3) =4

- 3 1y ., 2 1 3
0313(—1)3'1461,(_1_ 4)-_—13 agg = (— )3"’2det(5 4)_—.‘—3 Qg = (— 1)“*3det( ——1),:—'17

entonces la matriz Co F(A) es

4

Co/em e a1y
Cof(A)=| -2 0 4

13 -3 ~“11?
luego . T .
31 -2 13 el o
Adj(A) = (Cof(A) = 0 -3 ~

» f

ahora calculamos el determinante de A,

-1 4 5 4 (5 -1\ _
o) =g (4 )2t (3 4) v (3 7E) s

: ~31/6 —1/3 13/6
Al = ( 3/2 .0 —,1/2)
. 41/6  2/3 ~17/6

y en definitiva

vosLrTERe

que coincide con el resultado de la primera técnice.

3. 'I‘ransformaclones Lineales.

. En la.seccién 1 de @te.capntulo asociamos una matriz de 3 nxna una funcién de R™ cxx R". Vamos
a ver que ia.s propxedades de hneahdad de !a. matnz A las hereds. la funcxon a.soc;a.da. segun (1 7) de la

?

seccién 1. - : )
Sea A una matnz de nxn, luego si x e y son dos ma.trlceé "ﬁacas" de nxlyayf@son dos nimeros

reales entonces la ma.tnz "ﬂa.ca.” denxl,a-x+8:Yy, esta blen definida'y puede ser. multnphcada por - .7
la, matriz A, esto es ' ’

A-(a'x+ﬁ-y)'=a--Ax+B'Ay'
en razén de las propiedades de multiplicacién entre matrices y la: multiplicacién de un escalar. por una

matriz. Y puesto que A w produce lo mismo que F(w) donde F se define seglin A como

Flw)=z+> A - w=1z




Sin embérgo debemos hacer-una demqstra;cién rigurosa que la funcién definida en (3.2) satisface la
propiedad (3.1). En efecto, sea x = (z1,%2),y = (41, ¥2), @ y B € R, entonces S P

a-x+ 0y = (az, az3) 4 (B, Byz) = (azy + B, oz + Byz) ~ —
aplicando la funciénvll" definida en (3.2), se tiene ’

(o + fyr,aza + fu) = (3 (aw1 + Bys) + (aws + Byz), 2+ (a@s + Bn) +4 - (awa + Ban)) .
= (o - (3% + z2).+ 8By +y2), @+ (221 + 4u5) + B - 2y + 42)).
= (a- (331 + z2), @ - (221 +4m)) + (B BGua + 1), 6~ (201 + 4y2))
= a - (3 + 22,227 + 422) + BBy + 2,2 + Ayz) A
= o F(zy,22) + B -Fln, )

La definicién (3.1) caracteriza a todas las funciones que nacen de una representacién ;qa[t-riciél como la
dada en el ejemplo anterior. Lo interesante es saber que toda funcién que sastisface la propiedad (3.1)
tiene una matriz adyacente asociada. A estas alturas, entonces, es necesario dar la siguiente definicion:
Si F es un funcién de R” en R” tal que

e

F(a-x+ﬁ«y)‘-—-'-a~F(x)+B-F(y),Vx,yeR",a,ﬁeR

se dice que F es una Transformacién Lineal de R" en R". " s e
En general se puede definir una tra'n‘sfonnacién linea! de forma maés general, esto es que sea de R"”
en R™._En efecto, si F : R* — R™ tal que F(a-x+ 5 y) = aF(x) + SF(y), para todo x,y € R,

s o

donde en este caso F(x) es un vector de R™ e o eemerzeree

. Veamos un ejemplo de transformacién lineal. Consideremos el espacio fisico, que 1o describe muy
bien R®'en cuanto a entregar la posicién exacta de un punto en ¢l espacio. Supongamos que queremaos
proyectar todos los puntos de éste espacio en el plano X-Y. Entonces nada més sencillo que definir
naturalmente la funcién: '

I

. . F(x,;'y,z)=(’é,ys0)

y esta funcién es una tra.nsi:ormacién lineal. En efecto, sea x = (x1,22.23) Y ¥ = (y::yz,ys), con

o, € R, entonces ' . ] . oo . - .

x4 By = (am + By, oz + Buy, aws + Bys)

luego
Fla: x+ (- y) = Flaz + By, amz + Byz, azs+ Bys)
T = (azy + By, a@y + B, 0)
por otro lado R ' '
(azy + Bys, axy + Byz, 0) = o - (=1, 72, 0) + 8- (1,¥2,0)
S T s Fen, e, 2) + 8 Flyn v w)

A A} - T ‘3"1-’.> N .y . - R -(..
-y en particular esta-igualdad es cierta para z = Ty ¥ W = y3.

.0 T

-

o e
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. L - e N
F(1,0,0) = {1;0) . L
F(0,1;0) = (0,1) R (3.3)
F,(Os _On 1) = (0 0) : ' -
Yy esto significa que V
a1 a1z ay3 — . 1 AL {0 ) .
(041 an 'a'zi)' i A (0)'+y'(‘1)'+z (0) '
obteniendose ;
(la.n”'a_m” 218 =(:c+0'y+0-z. e
2. Gy ag3 g A 0-.r+y+-0'-"6 -
n‘ A‘...':‘ . . A_',(...w _ 1 0’0 T - A T ,,,’ ‘l .
U R ) 2 B4
o bt . A s . z . - C .
luego la matriz asociada a la transformacién lineal anterior s ( (1) (1) g) . Notemos quie Ias columnas

de esta matriz corresponden a las imagenes de los vectores (1,0, 0)¢, (0, 1,0)t, (0, 0, 1)‘- via ia funcién F
segin (3.3). h :

- Vemos a resumir el proceso de encontrar la matriz asociada & una transformacion lineal.. Supon- .
gamos que F es una transformacién lineal de R™ en R™ (para esto debemos comnprobar si satisface la
definicién), luego la matriz. buscada es.de n x m de modo que ia columna i—ésima es la imagen, via'F,
de " - ' ' e LT

e =(0,0,.--,0, 1 ,0,---,0)
i-‘;éslm.a poeicién +, 2 o S e

ESY

Consideremos el siguiente ejemplo, sea la.funpién Flz,y,2) = (:c, z,y), demuestre que es transfor-
macion lineal y encuentre la matriz adyacente. En'primer lugar vamos a probar su linealidad, para esto
consideremos dos vectores arbitrarios (T1,22,23) y (1,92, 43) ypara e y 3 € R hagamos el siguiente
célculo : R ' :

Flo(@1, 22, 23) + 811, 2, 13)) = F((azy + Bys, oz + By, avry + Bys))
- = (am1 + Byi, axs + Bys, oz + Bya)
= o1, T3, %2) + B(yr, y3, y2)
= aF((z1, &2, 23)) + OF ({11, y2, ys))
y con esto queda demostrado que Jla funcién F es una transformacién lineal. Ahora, ;;%ira determinar

la matriz asociada a esta matriz debemos calcutarF((1,0,0)), F((0,1,0)) y F((0,0,1)) y que segin I
definicién de F resulta: S Sl . .

“F((1,0,0) = (1,0,0) ’

F((0,1,0) = (0.0, 1)




]

2 3 0 O

sss) (2 (0 (sae

2 1 0 4 2) e \1B i S ,
. - Y T

cual cree usted, entonces, que serd la inversa de ) “ L o
14 60000
5 3 8 0 0.00
2 1.0 0 0 0 O
0.0 0 2 3 0 0
- 0004200

0000011
000 001 5

6. Determine cual de las siguientes funciones es trausformacién lineal. Para cada ég,so p‘bsiti'yq encuentre
la matriz asociada a tal transformacién lineal. ’ '

b) T(‘t: Y, z) = (J’ +y+z,o+ y»"”) et et e o ‘
) T(z,y)=x+y (Cuidado, de R? en R) S UL

d) T(wgy)z)\:(t"'zay"'z) - . - . .- TN

e) T(x,y,z) = (a2, sen(z +y);2) - T R
f) T(ng,y,z,w)=(1‘,a:+w;z+w,::+u+z‘-’i—w) : . : D

8 T(@) = (2.5/2,3) e T

h) T(z,y) = (oz, By) ‘ o : ' : N

i) T(z,v) = (=, cos(z + 1)) | | o
7. Usted sabe representar cualquier vector (,y, z,w) como combinacion lineal de-los vectores canénicos

de R® Ahora usted hard algo mis complicado, demnuestre que los' siguientés. vectores.son linealmente
independientes (no se complique demasiado): - -

(3,0,0,0)
{0,2,0,0)
©(0,0,1,0) ta
‘ 0,0,1,2) .- SO TP - S

-

“entonces trate de escribir cada vector canénico como combinacién lineal de estos nuevos. Ademaés escriba
(1,3, —4,6) como combinacién lineal de estos.

8. Resuelva el siguiente sistema mediante el uso de la matriz inversa:

' 23:_ + 3y + 52 = 7
. —x - y + 32 = 2
- 3z 4+ 4y + 2z = 0
9. Resuelva el sistema simétrico siguiente mediante el célculo de la inversa:
4z + By + 3z = 2
R RTINSy 39’ Yot 2z = 3 . . . .
e 8z T4+ 2y + .z = 5 . : .

N

S KU
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luego para resolver este sistema utilizamos Gauss-Jordan y donde es innecesario agregar la columna de

.

_ceros puesto gue serd, inmutable respecto de cualquier operacién elemental por filas,

12 6\ gy [ D T N A S I T
21 6?0 -3 -6} — {0 -3 -6 —
4 3 14 4 3 14 0 -5 ~-10
men (12 - 8\ aaw (1 2 S\me(l 2 6
e 3.6} — {0 1 2)— )0 12
0 -5 10 0 -5 —10 0 0 0 '
con este resultado llegamos al sistema equivalénte A
a + 28 + 6y = 0
) B .+ 2y =0
del cual se deduce que existen infinitas soiuciones, & saber . -
' D=y * ‘ '6:: -_27 ; -:_ O'="-2_’Y L ol L > |
y una solucién particular distinta de la milaes =2 8=2yv=-—1loque 108 asegura que los =~ T

tres filas no son linealmente independientes, luego por lo menos el rango de la matrix A 1o es 3.'Si

b

eliminamos arbitrariamente la tercera fila (podemos eliminar cualquiera, puesto que ya sabernos que
una cualquiera depende, a lo menos, de las otras dos). No resuita complicado en verificar que las dos

primeras filas son linealmente independientes. En efecto, supongamos
‘ o(1,2,4) + B(2,1,3) = (0,0,0)
entonces matricialmente el sistema es equivalente a:

1 2 o 0
2 1 ( ) = {0
4 3 B 0

que -

y haciendo las transformaciones elementales por filas pertinentes es sencillo deducir que se llega al

sistema equivaiente
1 2

. Y 0
g -3 ( ) =10
0 —5) \P 0

y nos entrega la tinica solucién es @ = 0.y 8 =0, de lo cual se deduce que el rango dé la matriz A es

efectivamente 2.

Como vemos, si aplicamos la definicién que consiste en encentrar el nfimero méximo de filas lin-
eslmente independiente de la matriz, se traduce en resolver consecutivos sisternas de ecuaciones y
resolverlos mediante Gauss-Jordan. Sin embargo la reducci6n escalonada por filas adyacente al método

de Ciauss nos puede hacer el trabajo més facil. Supongamos que ten

emos una matriz A den xm, y

existe una fila que es combinacién de las restantes, entonces ¢s claro que despues de transfo;'maciones
.. elementales adecuadas esta fila se anulara. En efecto supongamos que la matriz A en funcién de sus

filas luce del siguiente modo

Vn.
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L3~

I3

3 s h=

. \8 .55

T

su forma reducida escalonada es . T

0 1 13/7
0 1 -1 =2/7
o 0 0
y se concluye que el rango es 2. S
Estudiemos el rango de la traspuesta de esta ultlma matriz

1 2 3\: " = - R TP e
3 =1 =51} ‘ '
—2 3 8
1 4 7
y su forma reducida escalonada es A : B T
1 0 -1 ;
0 1- 2§ & )
, i . 9 0 .0 B R IR e
o 0 .04 0 " - N 1 o ;N-.*\.‘
: D P L T R L P T ui"
Con estos - dos dltimos’ ejemplo nos atreveremos ‘a dar.un- teorema sin demostracién: Si A es de XTI
entonces PN e xi?
Rango(A) = Rango(A') : »* s e goonet o L

No resulta dificil convencerse que para una matriz A-de n. x 1 mediante operaciones elementales
por fila se puede llevar a una forma escalonada del tipo .

Live F B Y (I N 1
0 o _

donde Ixxi es la matriz 1dent1dad de orden k y.F ‘es una matriz de k x (n — k). Para el ejempio dela
matriz R e R
1 -3 -2 1
2 -1 3 a
\3 -5 8 7/

(1 o) (137
R ORI S G )

La bilsqueda del rango de una matriz es eqmva,lente a la resolucién de un sistema de ecuaciones, y es
claro que los célculos de las operaciones por filas son largoesy tediosos, por, 1o que se aconseja realizarios, .
en un software matemético como el DERIVE. Ahora bien, intentaremos anexar el. concepto de rango. ;
a los sistemas de ecuaciones lineales y de este modo convencernos de los resultados que iniciaron esta
sgcclon - .
Supongamos el siguiente sistema : ’ - g o

se tiene que

. . e - ———




ii) El rango de la matriz de disefio es 2 y el rango de la matriz ampliada también es 2.
En el dltimo sistema haremos la siguiente modificacién

- ) 2z + 3y.l-. 1z =

2 e R B
z - y + 2z =6 ~ .
3z + 2y — 3z = % foae

y observe atentamente que los coeficientes de las variables de la Gltima ecuacién, es-la,suma.deJos
coeficientes respectivos de las dos primeras ecuaciones, sin embargo el coelficiente constante de la tercera
ecuacién no es la suma de los dos coeficientes de las restantes ecuaciones. La matriz-ampliada es

2 3 —4 12
1 -1 1t.: 6
. 3 2 -3 7 st - e,

y al aplicar Gauss-Jordan nos queda !a forma escalonada

1 0 —1/5 1 0
0 1 -6/5 [0
\o.o. o i1/

.
\

v este resultado nos dice lo siguiente: '
l)El sistema no tiene solucién puesto que la dltima fila nos entregs la contra.du‘c;én de que0=1"
i1) El rango de la matriz de disefio es 2, y el rango de la matriz ampliada es 3.

No es dificil, entonces, deducir que para cusalquier sistema se cumplen las aseveraciones , del teorema
que abrié esta seccién.

A continuacién presentaremos un teorema que nos serd de gran utilidad en diversas _aplicaciones,
especialmente en la Estadfstica: v ST T
Teorema: Si A, B son matrices de m x k ykxn y cada una es de ra.ngo k, entonces. AB es de rango,
k. Ademés si A és'una matriz de orden m x k con rango igual al min(m, k)t, entonces A'A tiene el
mismo Tango que A . . .;
Demostracién: Si A es dem x k y tiene rango k entonces necesariamente la reduccxon escalonada pol

filas tiene la forma — , L — e e

3

' : Lok )

: de igual forma éi"B es de k x n y es'de rango k, entonces su fdrfpa escalonada por filas debe Tucir como:
( Ikxk 0) !
luego el producto de estas dos formas escalonadas
- L I A Yex O S
S (%) e o= (T o) R

t min(m, k) es el menor valor entre m y k. ) . .

‘




+=(AtA)-3Ai :

AT = A—-!(Ai)let
. LoAn

. l .
es decnr en el caso de que A sca unsa ma.trlz cua,drada. y admlta inversa esta coincide con su mversa

generahzada

EJERcfc"Iés 2 .

K

1. Si-u y v 3on vectores dé n x 1, pruebe 'que la matriz uv!, den x n'es de rango 1.

2. Pruebe mediantes varios ejemnplo que se satisface lo siguien
a) El rango de A¥ es igual al rango de A
b) (cA)" = (1/0)A*

c) (A*)' = (A‘)+

d) (A+)+ —

:e.

’

e) Demuestre mediante un contraejemplo que en general (AB)* # BtA™T.
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el punto (0,0) hasta el punto (z,y), y su representacidn en el plano cartesiano es: . .

Graﬁcail 3

RO

...... A
Con este pequefio abuso de notacién estamos 1dent1ﬁcando los puntos del pla.no c'%rtesxano con ﬂecha.s,
que llamaremos vectores, orientadas desde el origen al punto que los define. Luego para hacer més
clara la diferencia entre puntos y vectores utilizaremos la mgmente notacién: Al vector genérico (z,9)
se denotaré por una leira "con flecha", como ‘por ejemplo ¥ = (z,}) (obvmmente usted puede -utilizar
cualquier letra "con flecha"). A objeto de familiarizarse con estos vectores le sugerimos que haga el
siguiente ejercicio. L ‘
Ejercicio 1. Graficar los vectores ¥V = (—~4,4); W = (2,1); & = (3,0); & = (1/2,~2/3); & = (1,0); -
= (0,1); ™ = (73) » U St , )
Los vectores 7" = (1,0) y 7 = (0,1) estén representados graficamente por:

N, : toarens

[FITCRE

-
L ot
"
1

"Gré.ﬁca_ 1.4

Observemoss que cualquier vector ¥ de la forma ¥V = (a,0), con-a nimero real, se puede expresar
como V = a- v, entendiendo y recordando que la multsphcauon de un numezo real y un ve(,tor (:c, )]
esté, definido come siempret.

k- (xs y) = ('kw‘ky)'

De igual forma un vecr.or W = (0,k), con k& € R, se puede expresm‘ como U = k- 7. En conclusién,
todos los vectores ¥V = (k,0) son mu]tlplo‘z, k veces, del.vector .7’.. Y todos los vectores & = (0 k)
son multiplos, &k veces, del vector 7. o .

Nota: Del cap)tulo 3 se puede recordar que los vectores (L 0)y (0,1} forman la bese canémica de R?,
es decir 31 ¥ (:c y) ent.onces ‘ , . _ ‘ g e

—_— -—
v

=% T +y- T

. - . » . " " . . . V"" —_
- A continuacién estudiaremos otras caracterizaciones de los vectores. Consideremnos el.vector v: =

-t Nos referimos al producto entre un nimero real y una matriz, en este caso de .1 x 2.
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Continemos t.ra.bajalz'xd(:)' con el vector V == (3;4) y observemos el 'ﬁhg\ilol formado por el vector y
el eje X, segiin la siguiente figura: : Bl e

e :

e ey e o e e

‘Gréfica 1.6
Aqui resulta claro que L

008(9)'= ' se@(ﬂ) = :15-

[$: L]

Podemos afirmar entonces que si ¥ = (2,y) es un vector de magnitud v entonces el angulo formado

.....

' o :’(:0’3(0) =‘-§_ . ,qe'nl(o) = % | T e

siendo v = /22 + y2. o , . Lo
Resumiendo lo anteriormente expuesto, tenemos que para un vector ¥V = (z,y) de magnitud o
norma v, se tienen las siguientes relaciones: o

5

x=v-cos(8) ; y=uv-sen(f) _
entonces para el vector ¥ de magnitud v que forma un angulo 8 respecto del eje X se tiene ques :

v =h'(u - cos(f), v - sen(§))

-

Es necesario recalcar que la orientacién del angulo 8 es "del eje X hacia el vector V' "(en el sentido
contrario a las manecillas de un reloj), esto es graficamente:. , .

’ A\

Grafica 1.7

Es de-vital importancia la definicién de la orientacién del dngulo @ puesto que ella define el "sentido"
que tiene-el vector. Observe la gréfica 1.8, en’'la cual el vector tiene magnitud 2 y hay un dnguio de
30° entre el eje X y el vector (sentido a favor de las manecillas de un reloj), y entonces es un error
considerar que V = (2c0s30°, 25en30°), la expresion correcta es v -—-.(200.9160°,23en160:°)j donde es
sabido que.cos160° = ~cos30° y sen160° ="sen30° de'donde ¥ = (—2c0s30°, 25en30°) y esta expresion
recalca el hecho de que su primera componerte (la proyectada sobre el eje X) es negativa en comparacién
con el vector U que tiene la misma magnitud pero forma un dngulo de 30° con el eje X (gréfica 1.9).
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La diferencia entre vectores es W — W = & + (—1) - W, es decirsi T = (a,b) y' W = (¢; d) entonces

T — W =(a—¢,b—d). Geometricamente para el caso en que T = (1,2) y W = (3, 1) se tiene,

-
Grafica 1.12 _ T

La gréfica anterior es la interpretacién dada por un matemaético. Un fsico realiza la siguiente inter-
pretacién de la diferencia entre vectores:

W

0w

=l

Grafica 1.13

Podemos decir que ambas interpretaciones son correctas mediante el siguienté razonamiento: Si
trasladamos paralelamente el vector @ — W de la gréfica 1.13 al origen obtenemos €l vector diferencia
de la grafica 1.12. La interpretacion "fisica” se ajusta mejor a los modelos que se veran en Cinemética.
Antes de ver una aplicacion entregaremos un esquema donde se establece las diferentes operaciones,
como suma diferencia y magnitud entre vectores. i

v=AJF + Wt . Grafica 1.14

YR . ! . N : . virs L )
Las dlstl_ntas ;'epresentacmnes para un vector v que se entregan a confinuacion son equlvalentes

Vo= () ,
¥V = (v-cos8, v send) . :
V' = xT +y- 7 : C "‘.l_ :
"V = v.cos8T +v-senfy | .

los valores de' x e y se llaman componentes del vector, V.y son fundamentales para la determinacion
t P A - . Lo
del vector. Y esto justifica, de manera hatural; la igualdad entre vectores: Dos vectores v y W son
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Ejercicios 3. Un bote tiene una repidez de u m/hr y debe atravesar en linea-recta un ric“que fluye
con una rapidez uniforme de v m/hr jen que direccién deberia el bote entilar, y cudl es la velocidad
. resultante?, ;es siempre posible el viaje? . ' . AU
Supongamos que la direccién del bote sé deterrmna medlante un angulo o xespecto de una’ llnea
perpendicular a ambas onllas del rio, y sean X e Y los ejes elegidos segun se indican en la figura

siguiente- . e . o Do e BT gy T -
e Bl P . PSR I L, s - LI . Foan L g ;‘.':‘,l"f‘ ia
JA102 0000 et b q e s b gt g it tdader )il iitifl .
v . PRy
—~> : _
v . -
[
‘ s _\_’? .Y
- u A oL
V
[ a’ x\) R ‘ )
I/I//I/lI///l/I////.////////l////]//rr v ey

-0.'

‘La velocidad resultante del bote la denotaremos por W, y se debe a ]a suma de la velocxda.d v yala
.velocidad del rio ¥, esto es

b

W=w+v " o 1)
Sea |u I = u, |wl w, y sean ¢ y 7 los vectores canénicos usuales. Entonces se (‘oncluye que Vv,
w, "\V tignen los sxgulentes valorcs
W =-—usena T +ucosa ] ;V=ur [(W=wy

utilizando la igualdad (1.1) obtenernos las siguientes relaciones para las incégnitas wy o e

st e———— ———— =

W = UCOSH U = USENQ -
de modo que la direccién requerida estd determinada por el dngulo
: 1,0
;e =gen “(—) .
 w=sen(2)

y la rapidez resultante se obtiene mediante

que implica que - ‘ : Ces
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como cada término de esta suma es no negativo, entonces necesariamente debe ocurrir que (vy ~ w;)2 =
y (v ~ wy)?* = 0, y esto significa que v; = un ¥y v = 13, entonces se concluye que ¥V = W. A manera

de ejercicio demuestre que si ¥V = W entonces I V- W, =0. o . - '

Es sencillo intuir que la norma de una. d:feremm entre dos vectores nos entrega—una medida-de-la~- . -
proxumdad entre ambos veciores.} i .

En resumen, si |V — W| estd pr6x1mo al cero significa.que V estd proxnno a W. Es necesario
decir que existen varias medidas de distancia, la que heros entregado en esta seccién s llama distancia
o norma euclideana, otra distancia es la que hemos definido en ¢l ejercicio 1 de la pdgina 36. -

Ejerciciost. -

1. Un vector & tiene una magniiud de 5 centimetros y forma un angulo de 30° con una recta de

referencia L. Otro vector b en el plano determinado por & y L, tlene uns, norma Jigual a 2.5 centimetros
- . y forma un dngulo de 150° con la recta 1 en el sentido antihorario. Determinar el vector T=8 + b

calcular su norma y el dngulo que forma con la recta L. o

Solucién: Le recta L represcentaré ol cje X, lucgo al fijar los vectores en relacién o csta recta, donde
estos vectores tiene un origen comiin y por este origen trazamos el eje Y, la situacién luce del siguiente

modo:

¥

15

2 X (cms.) o

y es facil deducir las componentes de ambos vectores, a saber
= (5c0330°, 55en30°) -
. b = (~2.5c0830°, 2.55en30°)

s sabxdo que cos30° = -‘2@ ¥y que sen30® = 1, por lo tanto

PR

‘ PR : ‘ B 5 ~ 5

: ‘jjjﬁgj_”@lj“j'j bu@wf)f'

- .t -Se.dice’ que d es una distancia entre vectores si satisface lo siguiente:-
iYd(¥,W).2 0.y laigualdad ocurre si y solamente si, V.= W. a IR LR
AP, W) =d(¥,¥). . . . G, I

CHNA(V, W) < (T, W)+d(w _") 3, ' o
'cua.lqulera. sea.n los vectores ¥V, U, W, ¥y dond.(= d es una funcién real con dominio en R" $< R".

1: Agradezco al profesor Rmna.ldo ’\’Iunoz del Departamento de Ciencias Naturales de U.D.A, por la

lectura. de sus s.punt.es ‘de anematxca,, que es de donde ] prowenen estos ejercmxos, Y. pomblemente ha
ayndado en la orientacién de esta seccién. | i, . .

A
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ahora sea € = (), c,) entonces se trata de encontrar m,n tal que

(crscz) = (aa,az) + 7+ (by, ba)
lo que se traduce en resolver el siguierite sntema ' _ - D e el e

m- a1 R by = g
) Tmeay + neby o= 6y
y es claro que este sistema tiene una \inica solucién en virtud, de que el determmante de la matriz

de disefio es distinto de cero. Los valores de m y n se obtienen de la manera habitual utilizando
Gauss-Jordan. - :

En virtud del ejercicio anterior es nhecesario recalcar la nocién geométrica -de- no-lmeahclad con— -
dependencis lineal. . .

2. Dependencia lineal entre vectores. en el plano.

Supongamos que tenemos dos vectores en el plano, digamos Wy V. Diremos que estos vectores
son colineales si son linealmente dependlentes, esto es s: uno es muiiltiplo (por un escala.) del otio. Por
ejemplo, sean

V= (3,~2) ; W= (9, -6)
entonces ambos son linealmente dependientes puesto que

i -—
) u=3 v
3. . . R T -

. : o (9, ~38) = 3-(3,--2) T X T

La idea geométrica adyacente es ‘que si ¥ y U son linealmente dependientes entonces éstos vectores

son paralelos.

.

3. Vectores perpéndicu'lat;es é_n el piano.

Vamos & estudiar la condicién’ de: perpendicularidad entre dos vectores.  Sean dos vectores .V =
(a,b) y T = (¢, d), luego la suma @ + ¥ y la diferencia T — ¥ esté dada graficamente por,

-7

-V

Graﬁca 3 1

notemos ahora, que estos dos vectores seré.n perpendxcularee si ocurre la situacién

B Ehd

Gréfica 3.2




" la situacién se visualiza en la figura 4.2,

4. El angulo entre :dos Vecfores en ‘el‘v plano.

Supongamos que W y V son dos vectores en el plano y que tiene la ubicacién en el plano segiin
la figura 4.1. Supongamos que el 4ngulo entre estos dos vectores es t,» ‘\Iueqtro propo»xto €8 calcular el
valor de ese &ngulo en funcién de los vectores " y .

. . L ma rxgura4 1 N
De31gnemos por p al vector obtenido al proyectar o sobre V. Luego el vector P~ es linealmente -
dependiente de ¥, es decir existe un A tal que :

Figura 4.2

' o N oL L . S ‘ — N
observemos que el vector W — P es perpendicular al vector V' (y también al vector A - V), entonces
W — AV debe ser perpendicular a V', esto.es : :

: - M . . . o f . _ R,

entonces W - ¥V = AV . ¥V, y se concluye que

y este valor de A es el fa.ctor de proyeocxon del vector ""’.sobre v.

Ahora el angulo ¥ entre v y Vv se ca.lcuia mediante 10»1 e]«amentos de tngonometrla clemental. Fn ]
efecto, segin la figura 4.2 se tiene que - ; .

i o {‘ﬁ’l A I'{ﬂl - VR
T eost = = ey
- u E I u




97

A modo de ejemplo suponga.mos que el valor del angulo estd dado por la funcmn 0(t) = ¢, entonces el
vector posicién para el tlempo t =0 esta dado por .

Septane e PR}

. O P
y o - N el A

r(0(0))'=rcos(9) +rsen(0) ] = 1; oL

¥y en general para cualquier tiempo ¢,

o

T(8(t)) = rcos(t2) - 7 +rsen(t?)  J
Aun cuando el anguio ¢ dependa del tiempo t es cost.i.lmbre expresar el vector posicién simplemente -
como
3 (0) = rcos(B) {—rsen(ﬁ) y U S Wl
Ahora blen, describamos el vector posicién para cl anguio 6+400y realicemos la operacmn algmente
T+ A0) — T'(#), como lo indica e! grafico siguiente,

r(6+A6)

Figura 5.2°

. s
El vector T (8 + AG) — () denota el recorrido neto realizada por la particula (y no el arco de
trayectoria que realiza). Vectorialmente

F(0+ A8) - T(8) = reos(+ ) T -+ rsén(8 + AB) - T — (Feos(B) - 7 rsen(d) - 7 7

T+ A6) = F(6) = r(cos(0 + £6) — cos(8)) - T + r(séﬁ(o + A9) - ven(8))- T

si este vector desplazamiento lo dividimos por A# cbtendremos

TO+A0)-T0) -
) - Y

cos(9 + OG) — coe(@;) T4 (5en(0 + Af) — aen(@))
AD

y este valor.nos indica la velocidad media de la’ bartxcix]a al describir el arco determinado por A8, o
si se quiere es la velocidad media desde la posicién T (6) hasta T (6 + A8). Ahora si hacemos tender .
' Ao = 0 ‘obtenerrios 14 velocidad instantasiea de la particula en la posi¢ién T (9) ‘A-saber . :

PO+ 08) — T (0) , “cos(0 + A8) —cos(B) ) sen(f+ D8)— sen(0) . - -
i —— Y = rlimas-o R ) Hrlimaso Ad )
y ‘es sabido que
—_ i oo I sen(f — sen(@
lim soo coa(@ + AF) — cos(d) - ~sen(9) 5 limas—o en (8 + OP) — sen(8) = cos(6)

Af JAY/
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Los vectores canénicos en R® son

73(1,.0,0) ) ‘Tj’=.(orl“0)~ ) l-’?.:(ovuxl)‘-’ Lo e

y es claro que cualquier vector en el espacio se puede poner como combinacién lineal de estos trés

vectores canénicos. Por gjemplo

_en general .
(x,y,;:)mq:?+y_f+z? e ,

Un vector en €l espacio se puede visualizar mediante la gréifica siguiente:

En la Fisica' y en el Célculo Vectorial es mu‘y‘. Gtil la siguiente representacién
(v1,v2,v3) YA R ‘

ST

Grafica 6.2

L .
donde L X ' P Y
r = |'V'l = /vl + vl + o%, es la norma del vector ¥

para el vector V =

;.

- 8: es el Angulo comprendido entre el eje X y la proyeccién de V' sobre el plano XY. ¢ varia entre 0 y

2m, .

: es el dAngulo comprendido entre el eje Z y el vector V. 1 varia entre 0 v x. Este 4ngulo nos indica

)

en que hemisferio se encuentra la punta de la flecha de \7'

.. Ahora con la ayuda de la trigonometria elemental es facil concluir que

vy = raen(y)cos(6)
vy = - raen{y)sen(f)
vy = Tcos(t) L grnme

luego el vector V' admite la representacién
V = (rsen()cos(0)) T + (rsen(@)sen(8)) 7 + (reos(v)) k

N
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y—b=Aus

., Z=C= ,\u3

luego 5 ) . o ST E T
, r=a-+ /\ul C o : 'l‘-rv_ ' v
Y ymbaam
; ze=c+ Aug

y esto significa que para que un punto (z,y, z) se precie de estar en la recta queTpasa por el pumto— -
(@,b,¢) y que tiene la direccién indicada por el vector (u;, uz, u3), debe satisfacer las ecuaciones {7. 1)
Estas ecuaciones son llamadas ecuaciones parametrxcas de la recta. Notemos que para cada valor que
le damos a A obtenemos un punto que pertenece a la recta con las condiciones dadas.

Veamos un ejemplo. Debemos encontrar la. recta que pasa por el punto (1,1,1) y tiene la direccién

dada por el vector @ = 1" + 27 + 3 *. Segun lo anterior, los puntos que pertenecen a dxcha recta
estdn dados por o . SO
T = 1 4+ Al ) IS
oy = 1 + A2
1 + )‘3 ' . Lot "'; T

o : TR
notemos que en particular para A = 0 se obtlene el punto ,1, 1). para. ). = 1 se. obuene el punto
'(2,3,4). En definitiva la recta estd formada por el conjunto de puntos de la forma

-

(1+A,1+2A,1+‘3)\) A€ER
La particularizacién en el plano cartesiano es claramente obvia, en éste caso no existe tercera compo-..
nente, luego las ecuaciones paramétricas correspondientes son las dos primeras ecuaciones de (7 1)
Supongamos ahora (observando las. ecuaciones (7.1)) que las componentes u; del vector W son
todas no nulas, entonces se tiene que :

z--a y=b z-c ' (7.2)
U . ‘Uy; ] k%3 . T ' .

y.esta ecuacién es llamada la ecuacién normal de la recta.

ol !
. Ahora vamos a desarrollar los elementos para determinar la ecuacién de un plano que para por tres
puntos no-colineales. Supongamos que tenemos tres puntos A, B y C gue no pertenecen & una misma
recta, luego con estos puntos podemos formar dos vectores que seran linealmente independientes como

or ejfemplo & =B — Ay b=C- A, como lo indica el siguiente grafico
p A

P

Grafica 7.2
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Recordemos que

de lo cual se deduce que

sen(a) = /1 — (cos(r‘x))2 = |1~

. -. — ] (T ) ; . . .
ahora multipliquemos este valor por I a I b |, obteniendo P
] R —
I?I b | sena = ]‘5’! T))I
ahora. si desarrollamos la dltima cantidad subradxcal en I:ernnnos dc las cornpopnentes de los vectores
By b, nos queda A i1 o
2 . :
l—a"l l - (—-’ b )2 (al + 02 + 03)(52 + bz -+ bz) {ay1by + aghs + a3b3)2 (7.4)
Por otro lado vamos a calcular la norma del vector dado en (7.3), que es
V/ (asbs — azby)? + (Gabx - C’-lba)2 + (alb2 - aghy)?’
¥ no es diffcil deducir (expandiendo) que esta cantndad subradical es.igual a la expresién (7.4).-8i a la
expresién (7.3) la denotamos por ! Cean
J— — : .
B B = (asbs — asba) T + (aabs — asba) T, + (arby — aab) ,k' . (7.5)
entonces hethos probado (ille : . - g . . oA i
T x b =‘|?I T; send BERE Co ' (7.6)
En dehmtlva hemos demostra.do que entre todos los vectores perpendlculares al plano generado por los.
vectores & = (a1,a2,a3) ¥ B = (b1, by, b3) €l vector & x b (O/)bg ~ boas, agby — aybs, ayby — aobl,
satisface la atractiva propiedad (7.6).
Antes de ver la importancia de este vector & x b en la determinacién de un pla,no, obsevemos lo
siguiente: La expresién (7.5), como simple regla nemotécnica, es nominalmente igual a :
o (=7 *
& X b = det & 02 O3 e —
‘ by by b3

de lo cual se dedice que

—
o A7

e
g ¥
T et



perpendicular.es

r

ahora calculamos el producto cruz - .

. ey T

—_ —_— y T 2 k —s — —

ABXAC=det{ .2 1 '21]=-67 -7 +11k ,
o \-1 -5 -1 : . : oo

—
con el punto A y el punt.o genérico X = (z, ¥, z)-que pertenece al pland formamos el'vector AX =

(z—1,y—2,z—3) que dehe ser perpendlcular a~67 =7 +11 E . Esto es
(xi-l,y—‘ﬂ2,z—3)-(-— ,—1,11) = —6r~y+11z2—-26=0
luego la ecuacién del plano buscado es . -

i . - —fr—y+1lz=25

8. Vectores n-dimensionales S e

Encontrar ‘una rapida aplicacién ‘para los vectores en el plano (2—d1menswnal) o los vectores en
el espacio (3-d1menswnal) no resulta complicado puesto que -es nuestro mundo fisico mas inmediato..
Hablar del vector ¥ = (1, 3, -5, 7 -2) de,dunensn’)n 5 no puede tener el mismo tratamiento que el
que. hemos visto para2y 3 dlmensmnes. Una ruta de escape es considerar estos véctores como matrices
de 1 X n, y es en definitiva asf como lo hemos tratado en los capitulos iniciales.” Sin embargo podemos
encontrar buenas aphcacxone% st nos aseguramos que estos vectores de- dxmensxon n > 3 se comportan
como los vectores planares o espaciales.

Un vector n—dimensional es una matriz de'l Xny que denotaremos de la forma '

== (al: ag, "y n-1, aﬂ)

Sin embargo, con cierta frecuencia, la notacién usada es como una matriz de n x 1, esto es

(73] .
1 az 3
Qn -}
Qn

donde esté claro que uno es la traspuesta del otro. Salvo que indiguemos lo contrario vamos a trabajar
con la primera expresién. La norma de este vector se define.como :

Observe que correspoide a la géneralizacién de la norma euclideana en 2y 3 dimensiones, y en definitiva
nos entrega una medida de proximidad en torno del vector (0 ., 0,0).
La suma, diferencia y producto entre un‘escalar (munero real) y un vector se entiende como las ope-

raciones matriciales vistas anterxormem.e Esto es, si & = (a1, ", Gi,* "1 On) b = (bh <o @i, by)
¥ o € R entonces . I Ve )
A 3‘+b (a1+b1, c, @+ by @+ ba) ‘ o
merwmww - ‘..‘.' ww@w’@v W‘T e -lw-??w“_.d 'W"W

T Wl e T 4w - A : o sl e

PRI

et e
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Yy puestos'que estos vectores son lmealmente lndependlentes entonces €sta matriz tiene un determinante
distinto de cero, y esto implica que el determinante de la traspuésta también es distinto de cero, es decir,

M1 - Umi - e
t h : N
- det{ vis Yo -+ Vni §F#£0 B —— S
L S AR NI )
! Uin VU2n e Upn/ o e

lo cual nos indica que e el rango de esta ma.tnz. también es n (ra.ngo complet,o) Tengamos esto én mente
puesto que serd fundamental para la resolucién de un sistema de écusciones linealés.* Seh el 'vector

a = (als fy @yt

n
i=1 7

esta ecuacién es equivalente al sistema

-,8,) € R™, vamos a demostrar que existén o ,i=1-

—
Q; VvV

- «m, escalares tal que

(8.1)

; ay = aqun + oy + -+ optar’
A= QUi + agUp + - F Optags L
N cT '
G == QVtn + OqV2 + - + Qnlnn

y que en su forma matricial es

v

™y Uy . Umi an a
Vig Va2, ni' Un2 ag ay )
AN TS Ynn Qpn /- Q.

y puesto que el determinante de esté"matriz de disefio es distinto de cero, se tiene que la-solucién es
\nica, y existen {o;} tal que se cumple (8. 1) Y con esto queda demostrado (). -
iti) Es mmedlato a consecuencia de (u) v _ . e

La propiedad (ii) también nos dice que si { Vi, ¥ n} es una base para R." entorices cua.lqu:er
subcoleccion (propia) de esta no puede generar a todos los vectores de R”*. En efecto, sin pérdida de
generalidad consideremos la subcoleceién { V1, +, ¥n.1}, entonces es claro que no existen {ai ;i =
1,-+:,n— 1} tal que : . .

-0

N ﬂ'—:
' G,'_\?,' =. -V-"n‘

[

O

- 1 . Cte oy

En resumen, podemos asegurar que cualqmer base de. R" debe; tener n--\ectores lmealmente mde—
pendlentes A modo de eJempIo vamos a demostrar que los vectores V1 = (1,2,3,1), ¥z = (2,1,0,~1},
Vs = (~1,2,0,1) y ¥4 = (0,0,1,1) constituyen una base para R*. En efecto, basta demostrar que
estos vectores son linealmente mdependlenta y una manera de verificarlo es calcular el determinante
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1

"A modo de ejeriiplo consideremos ¢] vector & = (1,2,1,3) de modo que su nbrzrxa'-es“l"i"i = v/15.
_Entonces formamos el vector o - - = '

1
4

1 2 1 3 ) L
V15 V18 V15 VIS

E

I=71_—3—(1231,~(

y

cuya norma es claramente 1. .
Ahora extenderemos el concepto de perpendmulandad en el espacio para vectores n-d1mensmnales

Se dice que los vectores a' y B de R" son- ortogona.les 8i.

.
L . . e . -

T — N B
A b =24+0+4—-6=0

= : ' : ) i . N &=~
Aclarados los conceptos de vectores unitarios y vectores ortogonales, podemos definir lo que se

- - S Y e—d T ey . . :
_entiende por un base ortonormal. Sea {@, -, @4, +, &} una base para R", entonces se dice que

esta base es ortonormal si cada vector de la base es un vector unitario, y si cada par de vectores de
esta base son ortogonales. - : .

Es claro que la base candnica es ortonormal, sin embargo el problema es jcémo encontrar una base
ortonormal distinta de le candnica?. La respueste se traduce en encontrar cualquier base dlstmta de la

candnica, luego esta se ortogonahza y despues se normaliza. ,,Cémo ortaogonalizar? AR
Supongamos que { ¥V 1,:-+, Vi, ++, Vx} €3 una base arbitraria de R", entonces el fngulente pro-
cedimiento, conocido como Proceso de Gram-Schmidt, nos entregs una base ortogonal:

—_— o rd
v v

n"

g —
"V = Voo 7

—! —p
V-1 Vgt

. Sl . N

o

Resulta bastanté tedioso demostrar:que efectivamente estos {¥;} constituyen un conjunto de vegtores
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propiedad: Consideremos los vectores claramente-ortonormales @y = (179,0); @, =(0,2/ v5,1/V5) y
B3 = (0,—1/v/5,2/+/5) y formemos la matriz P cuyas columnas son los vectores dados

= : _ 1. 0 ®
P=|0 2/VB —1/V5
\o 15 2/V5
"la traspuesta de esta matriz es .- '
' A1 0 0
- _ . . . Pt=t0 2/VE 1B
B : R -1/V5. 2/V5
Ahora efectuemos el pmdhcto PP,y se concluye que - R
‘ I 106 0y .ot e
- . . »'1" “ PP! — 01 O o L o
o 0 0 1 R )

Cy

' y:_{lq.es complicado. asegurar que P*P = Ijys. o

Luego podemos concluir que si una matriz.cuadrada de.n X n esta formada: por ‘vectores filas n—

dimensionales de modo que estos vectores son ortonormales, entonces la inversa'de eésta ‘mairiz es la

traspuesta. FEsta propiedad tiene buenas consecuencias. Supongamos que ia tenemos una matriz P

construida con la propiedad anterior (esto es que sus filas sean ortonormales), de n x n y sea A otra
- matriz de de n x n, y definamos el producto B = PAP", entonces se deduce que :

B™ = (PAP!).. . (PAP'). .. (PAP)

.
v T

) mveces
asociando convenientemente y recordando que PP =1 se concluye que o
B™ = PA™P!

esto es la operacién potencia m—ésima sobre el producto PAP! afecta solamente a la matriz A.

oo . .
9. Estimacién en Minimos Cuadrados.

En esta seccién daremos una aplicacién de los vectores n—dimensionales a la Estadistica. La clave
central del siguiénte desarrollo dependerd del concepto de perpendicularidad.En lo que sigue vamos &
considerar los vectores n—dimensionales "de pie", esto es por ejemplo
- o R . » Yl . o O
Yy

Y./
Supongamos que en el estudio de clerto fenémneno se han, tomado mediciones de dos variables, digamos
x e y, donde ¢l riimero de mediciones realizadas es 7, esto es

; 2 T
Y2 T2
! N : i 1 .
, y:: . . X =<
S Y Ti
yn/ - Tn '
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dimensiones: Supongamos que podemos "graficar" los vectores Y y y

1

donde se especlﬁca. el vector Y¥'— y, y ‘es claro que el valor de'[Y — yl serd minimo si ‘el vector Y—-yes
perpendicular a Y, es decir

(Y—y) ¥=0 o (9.1)
puesto que Y = Xb donde - '
) ' 1 z
1l oz
=11 of P= (/9 )
1 =z,

reemplazando el valor de Y en la igualdad (9.1) rios‘queda - 7 - wt e R
. (XBLy)-Xb=0
L
trabajando con cuidado con la traépuésia y qofi el i:)i‘odixc'io matricial nos va quedando
(@ eyiXb=0
BX-y)Xb=0 - o
bIX!Xb 2 y'Xb= 0"

factorizando en b, obtenemos
- (XX -y X)b

una condicién suficiente (aungue no necwarm) para que este producno sea nulo es que la expresién entre
paréntises, esto es (b'X'X — y‘X), que es de dlmensxén 1 2 sea igual al vector nule (0, 0) luego

ta

et e . . i

-, A btxtx yx....'olxz G 4y,

entonces
R _ b X‘X - X
y a.phcando a esta 1gua1dad la traspuesta se tiene que
(btxtx s <ytx)t

(xt )tb xt
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y la soluciénu de este sistema es o = 10.4983, 3 = 0. 488190 De modo que. el modelo que se deséa a_]usta.r
a los datos es :
y = 10 498'3 + 0 488190x

3 -t
Ahora st evaluamos esta funcién Imeal para lo‘z va.lores de z;, obtendremos los sxgulentes resultados que

los escribimos en forma vectorial y a la derecha ubicamos los resultados experimentales de los y;
"

. ‘ . 47.1125 . /a8
’ . ' vin 4% 2306 | - a0
' v} faassep 1 48 .
! w2 47.6007 | ‘ y’_ 43 R T
i | | 510180 N
Y| | 334432] - wl =133
: 44.6715 | . 43|
o : v - 37.8369 R 39 | ' A
7 " 422306 | - “\n . .
\446715/ . . \as/ o

1

_Si calculamos la norma de Y ~ y obtenemos

10 - e ,

¥ ~y|= Z(Y y,)z =710466 .., oo (93)
- :=1 :

La técnica de los minimos cuadrados nos asegura que para el modelo y = a -+ 8x 'cua.lqﬁier otro valor

que demos & los pardmetros o y 3 el valor que se obtendra para |Y — y/ serd mayst oigial al obtenido -

en (9.3).

Lo interesante es que las ecuaciones normales (9.2) se obtuvieron independientementé delmodelo
lineal a estudiar, si bien es cierto que pars fijar ideas partimos de! modelo y = o + 8x, el razonamiento
esencial fue de que en el modelo (tedrico) Y = Xb donde b es el vector de pardmetros la meJor seleccién
‘de b se obtiene exigiendo que los vectores Xb — y y Xb sean perpendxcular%

. Veamos otro modelo lineal, supongamos. que en otro. fenémeno-se midieron las vana.bl& Yi, Ti, %,
Vie {1,:--,n}. El problema es encontrar los valores de a, # y v que mejor se aJusten ‘al modelo
¥ = o + Bx + yz. La forma matricial de este modelo es

Y 1 & =z

- B ' ' o Y, 41 =z oz} .
' ‘ : Toor o
i . Y. = 1 =z oz 3
‘ . . o . . . i
Y 1 : 2/ ., , _”,h".; i 'f L ._ T
donde e :‘ P | . n e
o 1'_.7.'1 F4) : .
X = 1z b=1| 2
. Y
1 Xn 2n
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por ejemplo 16s siguientes vectores 'péé!;eneceli av " R oo s G

: S AVRE e 0
0 0 0 0 /
HER 3 | B e ’:,vr' §)
S 0 0’ 0 \o/.

Observemos que este coleccion V' admite la siguiente propiedad "cerrada”

- R o Va,8 € R, Vo, v gV. av1+ﬁvg EV A‘.J‘é:.‘ F L (182~
En efecto, observemosuque | : o ‘ ' i " ‘-. ':
:z: z ar+Bz\ - . /5
: o/ \o/ o/ \o/ 7 .=

"Esto nos entrega una definicién de suﬁespacio (vectorial) de R". Sea V © R" entonces diremos q{xe v
es un subespacio vectorial de R" si V satisface la propiedad (10.2) ‘

Siguiendo con el mismo ejemplo (10.1) es claro que cualquier elemento de V admite la representacién
siguiente
—

x.
0

=z
Y

OO =
S OO

0

¥

y también es claro que los dos vectores del lado derecho de la igualdad son linealmente indepéndiéntes.
Esta representacién no es Ginica, puesto que en general si a y b € R no nulos ambos, entorces cualquier
vector de‘V admite la representacién ' ’ :

+

o2

+

SRR

cocop
‘o> o

X
0
Y
0
¥ y no es necesario hacer célculos tedicsos para convencerse que los vectores a la derecha de la igualdad
anterior son linealmente independientes, més atn ellos representan.a todos los vectores linealmente
independientes que son capaces, de generar a cualquier elemento de V. Se dice entonces que, en este
caso, la dimensién de V es 2 (siempre hay dos vectores linealmente independientes que generan al
espacio V, que es un subespacio de R"). . o e
Este sencillo desarrollo nos entrega las herramientas para determinar la dfinensién de cualquier -
subespacio de R", a saber: Es necesario y suficiente encontrar una coleccién de vectores linealmente
independientes de tal forma gue cualquier elemento del subespacio se pueda expresar como una combi-

nacién de estos vectores linealmente independientes.
‘Consideremos el siguiente .ejemplo. Sea V el conjunto’ de vectores de R3 que sean solucién del

sistema : . o )
f 2 "4 ;5 Sz 0
ool 1) {yl={0o] ' (10.3)
\4 8 10 z/ . \O S
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donde claramente los vectores ’ - '
1 0\ - D :
o) . 1, A
3 [ L "'2 e .
—1 1 -

son linealmente mdependlentes ¥ por lo tanto forman una base para el espacio solucién del sistema
(10.5) . R e

Lo que hemos hecho hasta ahora., en esta seccién, es oohocex"' cuando un determinado subconjunto
de R™ es un subespacio; y cémo ericontrar una base para este subespacio. En el proximo, pérrafo
estudiaremos el problems inverso, esto es dado un conjunto de vectores linealmente independiente
vamos a encontrar el espacio "generado" por estos vectores y probaremos que es un subespacm vectona.l
de R".

Sean vy,vg, -, v k vectores n-dimensior;a.les de: R" (con k < n) entonces estos vy '03, ,*uk
formarén un subespacio (propio) vectorial, digamos V, de R” donde cada elemento v € V esté Carac-
terizado por

vzza;vi ; G ER
=1

Es decir los elemento de V son generados de esta forma, por combinaciones lineales de {vy,- -, m}.
Ahora bien; seanvy w dos elementos de V vamos a demostrar que para cualquier o, B € R cw+ﬁw €V.
En efecto, v y w son necesariamente de la forma . .

’U=Za§'v( -Zﬁiv* ' ) . ..._;“'_..:‘_‘.

. =1 ==l

Sty o e

entonces

av "" 5‘0 az v + ﬁ Z Bivi = Z ao;v; + y BBivi

=] =1 f =
_si hacemos v; = ooy y b = ,Bﬁe, tenemos que

' k 3 Tk '
av+ fw = Z'}';"U. + Z by = Z(‘ﬁ + &)y
. . S | ! =1
finalmente hacemos A; = % +&; par;x obtener -

. . .
. - - ———— - —e. -

. mf+ﬂw = ZA{U. i MER

a=1

N 5,

yesclaroqueav-}-ﬁwev T o U )
" 'En'general cualquier coleccién de vectores, digamos {v),vz,+* ,bk}, sea o no limealmente indepen-
diente, generara un subespacio vectorial de R", pero entonces no necesariamente constituird una base.
Va.mos a clarificar esto con un ejemplo. Nos daremos dos colecciones de elementos de, R" Yy en cada

caso calculuremos el subespacio. generado,

AR SN 1 0
il o , 1 , 1
-1 0 1
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' Recordemos que Ia magmtud de cada fuer7a és F i = F~ = ’1"2 +. F’ Este mode]n :€8 Una, Con-
' i 3

e
secuencia, de la Segunda Ley de \tewton Si sobre un’ Luerpo actuan fuerzas y el ‘CUETPo no 'se’ rteve
enfonces la surha de éstas {uérzas es cero. De acuerdo a este modelo, con todas sus. .'armcxones, resuelva

s N

los sxgulentes problemas: . o . . YRR

3

T.

a)'Un peso de 140 Kg. se suspeude como se muestra. en'la ﬁgula iEncontrar la magnnud de la tensaon

140 Kg

b) De acuerdo a la figura siguiente, la fuerza N es. la fuerza norma,l que ejerce la mesa sobre el ob,}cto,
F es la fuerza de roce debido a la interaccién de el material de la mesa y el ob]et;o que se opone al

movimiento (¢l cuerpo o se mueve y tiene un peso egivalente a 12 N}, ¥ 1y ¥ 2 son fuerzas. externas
aplicadas al objeto y ambas son d ‘de magnitud Fy = IDN (Newtons) y Fy = 5N, respectivamente.El

Angulo 8 vale 30°. Calcutar N Y F,..

-y ce

2. Sx los vectore-s AB y AD son los Iados adyapentes del pa.ra,lelogramo ABCD, convenzase que las
_longltudes de las chagona]es de este paralelogramo son iAB + ADI y lAB AD] v

© 3. Hallar cl éngulo formado por el t-xgmente par de vectores:

a)(1,2).y. (2;1)
BY(3,5) y (=5, 3)

Pruebe que para cualquier ar de vectores _a' D de R? se satisface ue:
p p ay?bo q



modelo.es

13.i.1jl‘aliar ¢l valor de’ k para que los ddg':‘pla.ﬁds‘ C e woe sl b - %
4 T oo n N R A s A it t 0
kr—2y+2:-7=0 = dz+ky—6:4+9=0 o

sean perpendiculares entre si. : ' . ) ‘ O N

14. Hallar el dngulo formado por las recta.sfi ,

[ g

Secciones 8 a 10

1. Encontrar una base para el subespacio de R* generado por los vectores

~ .

/1 7 4\ . /0 2
2 [ 81« 1 5
-1 1-a] 3 1
0 \~3/ " \4 4
Nota: Un espacio generado por un conjunto de vectores estd formado por todos los vectores que son
combinacion lineal del conjunto de vectores.. :,_:'
2.' Demuestre que " o
1 0 oy . 0
1 1 0 ]
1 1 1 0
1 1 1 1

es una base para R". i\demaq, a partir de esta, const.ruya una base ortonormai para R".

3. Sea A una matriz de n x m, se define el Kernel de A como el conjunto de vectores, x, de R™ tal
gque Ax = 0. Demostrar que el Kernel de A es un subespacio vectorial de R” 'Y ademds encuentre
una base para el Kernel de la matriz

> , ) -1 01 2
' -1 1 0 -t

0 -1 1 3

1 -2 1 4

4.1 Un electrodo de plata es sumergldo en una soluaon que contiene cloruro de sodio al 30%. Se realiza
varias veces el experimento conforme a distintos volumenes de solucién de clorure de sodio (V) medidos
en mi. Para cada volumen se mide el Potencial del electrodo de plata {(E Ag). Se entregan los resultados

t Agra.d.ezco al Dr. CGerman Céceres, Director IDICTEC-UDA la p'llhth.CIOn de p.v.tos datos experi-
mentales que perténecen a los diversos proyectos a su cargo.
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Capitulo 5

Autovalores y Autovectores

Resumen. La secci6n 1 trata sobre el Polinomio Caracterfstico y para esto se estudia el comportamiento
"polinomial" de las matrices diagonales, y entonces se pasa a las matrices que se generan mediante la
relacién A = PDP~?! donde D es una matriz diagonal. Ademés se entrega el concepto de autovalor.
En la seccién 2 se estudian los espacios de autovectores asociados a los- autovalores, se puntualiza en
el céleulo de las dimensiones de estos espacios vectoriales. EI' polinomio mininal es estudiado‘en la
seccién 3, y se entrega la relacion existente entre las multiplicid ades geométricas y algebraicas de los
autovalores de una matriz. Se entregan a.phcac!ones en la seccién 4 del comportaxmento -asintético de
A" para dos casos concretos. Finalmente en la seccién 5 se estudian las condiciones para ‘que una matriz
A sea diagonalizable, esto es sobre la existencia y cilculo de una matriz P de modo que D P"AP
donde D es una matriz diagonal, con los autovalores de A ‘en su diagonal.

1. Polinomio Caracteristico

En lo que sigue solamente consideraremos matrices cuadradas. Sea'A una matriz de nix.n; para
esta matriz podemos definir la nueva matriz p(A) donde p(A) = an A" + - -+ +.a;A + a9, como o vimos.
en la seccién 5 del capitulo 2, SR

(A)—Q"A" +01A+aolnxn C .*'l' . LN
Ahora bxen, lo interesante serfa que también pudlesemos evalua.r esta matriz pa.ra serles de potencla de
la forma
5 o
i=1

el problema es que ni siquiera podemos asegurar la convergencxa de hm,. o0 A", Estudiemos un caso .
sencillo, sea la matriz diagonal . e .

1
3 O
i T
A=1]o0 % 0
CAy L 6 0 1
y no resulta complicado probar que o
CY
A" =1 o (§)” 0
N Vo6 :
y en este caso resulta claro que - K NI )
S e e e A e (0000 -
limA®=1(0.0 0} & .- ,
Tt e .":“"w - 0 0 1 v' . ':" : !
sin embargo para la matriz A o Co
2
B={0 3.0 :
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¥ el

Y con esto podemos asegurar que en v1rtud de la xgua.ldad quc hemos fabncado ---- P DP A .
detA = detD

y es claro que el determinante de una. ma.tnz dmgonal €8 el producto de los elementos de la diagonal,
en nuestro ©as0 pa.rtxcular : ST - .

2

2 -2 3\ -../1 0 0

det [0 8 ~2)=det{0.20]|=1-2-4
0 -1 2/ - 0 0 4

_ Entonces" pa.rece que los elementos de l& matriz chagona.l D tienen, mucho que ver f'on la matriz A.

;Slgs.mos insistiendo, es ficil oomproba.r que si una matriz diagonal tiene un.cero en ia diagonal entonces
su determinante es cero (y no existe la inversa); entonces si ahora observa.mo_s atentamente nuestra
matriz diagonal ' :

1.0 0)
D={0 2 ¢
0 0.4

nos preguntamos jde cudntas formas podem:)s anujar un elemento de la diagonal?, la respuesta es
sencilla, de tres formas, a saber si hacemos un cero para el 1, un-cero para ¢l 2.y un cero para el 3. De
otra forma ;para que valores de A se hace un cero en la. dlagona.l de la matnz AI" especificamente
Jpara qué valores de A . e e

1 0 o) . A 0 0 '
0 2 0)J]—-{0 X0 '
0 0 4 0 o

A

la resuitante de esta matriz Heva un cero en la’diagonal?. Es claro que para los ) exigidos, que eri
nuestro ejemplo particular son A = 1,2,4, la matriz resultante en la operacién D — Al su determinante
serd cero. Ahora bien, si realizamos le misma opera.c:én sobre la matriz A bobtendremos Tos mxsmos
resultados?. Si ) es un elemento de la diagonal entonces es claro que

det(P(D - A)DP™!) = 0
;;or otro l;m.do' observemos qﬁé ' ‘ o
P(D AI)P’~1 = PDP'1 - /\PP_I = A - AI

y se concluye entonces que para, los mismos A que ha.cen un cero en la d)agonal de D (y por lo tanto
anulan su deternnna.nte) se cumple que . Con R AR

det(A - uj =0

Recapitulemos algo antes de seguir. En el desa.rrol}o hasta ahora es irrelevante los valores de las
matrices D.y A, lo que es esencial es que ambos estén ligados por ia relacién A = PDP -y nos sirvié
para encontrar una msospecha.da. 1mportanc1a al polmomlo . :

o e
Tet N

'aet(A Y Ty

" porque atn cuando A no adopte la’ forma. (1 I) estamos casi SEgUro que nos' entregara mformacwn

relevante, y en beneficio de esta duda es ‘que al’ polmoxmo (1.2) 'le daremos un nombre:polinomio
caracterfstico de A.
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tiene infinites soluciones donde X es un vector.de n x 1.
Supongamos ahora que X, es una solucxén, de las tentas, ‘del sistéma (2 1), éfitonices’

, 'AXQ = )dt.o :
a este ‘valor de xg se le dice autovector de la matriz A asociado al autovalor Ag.
Por otro lado, de la seccién 8 del capitulo antenor, recordemos que el conjunto dé soluciones. del
sistema (2.1) o del sistema

N "( Ax on

_constituyen un subespacio vectonal de R%, y a ‘este subespacio lo designaremos por V,\° Y ha.bran
tantos subespacios como autova.lores dlstxntos tenga la matriz A.-A continuaciéh veremos un ejemplo.

Sea . : )

! e "'2 0 s o e

A= -2 -3 0 .. S
0 0 5

 se plde encontrar los subespa.cxos asoc;adoa a cada. autova.ior de esta ma.tnz, y ademas encontrar una
- base para cada subespacio.. ' : RN
En pnmer lugar calculemos el pol:normo caracterist:co, '

L [3~ A____ 2. 0 Co
detA =Ml =det| -2.3~2X 0] =(@1-NA=5?> .
. 0 .0 5~-2A

X

luego los autovalores son Ay =1y A = 5. Ahor_::a. resqlvemos el sistema para A\; = 1, esto es

‘3 =2 0\ [z x
-2 3.0)ly)=|w ‘

0 0 5/ \=z z c S’

-
v

cuyo conjunto de soluciones est4 dado por . -

Para el caso A = 5, resolvemos el sistema

.3 -2
3| —~2 3
.0 0
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'y la dimensién de este espacio es 2. Y para este caso la multiplicidad algebraica de \.= 2, que es 3, no
coincide con su multiplicidad geométrica. Sin embargo este ejercicio nos permitiré hacer la introduccién
a otro polinomio importante. Para la matriz B anterior formemos el polinomio con los factores (A~5)

¥ (A = 2) pero ahora elevados a sus respectivas multiplicidades geométricas, esto-es

| - (A= B)(A - 2)?

y evaluemos este polinomio en la matriz B, esto es

-3 1 0 o0\ - - -
' {r0.-3 00
B-5D=1 o o 30| ..
o o o0/ .
/0.0 0 0
. (070 0 0
: (B -21) '(o 0 0 0 _
. 0 000 9/ - ]
y por lo tanto Lt :_:,--.,,‘_'_
/o o0o'0 0 i
‘ . {o 00 o0
(B-sDB-2M={4 4 ¢ 0
e 000 0

Entonces este polinomio-tiene las siguientes propiedades
i) se anula en la matriz B, : T
i) las multiplicidades algebraicas de cada rafz coincide con las multiplicidades geométricas respectivas.
Notemos ademds que el polinomio (A — 5)}(A — 2)? divide al polinomio caracteristico. Lo interesante del
casgo es que de todos los que dividen-al polinomio caracteristico este es el menor. En efecto, observemos
que los polinomios (A~ 5), (A —2), (A—2)? y (A—5)(A —2), que son de grado menor que {(A—5)(A—2)%,
dividen al caracteristico pero sin embargo no se anulan en la matriz B. Ty a

Con este ejemplo estamos en condiciones de definir el polinomio minimal de una méy.triz cuadrada.

3. El Polinomio Minimal : , _ S
: Sea A una matriz de n X n, con polinomio caracteristico. p(A), entonces se dice que m(A) es el
polinimio minimal de A si: . : . _ e
2) m(A) divide a (), '
b) m(A) = 0, ,
c) m(X) es el de menor grado para el cual (a) y (b) ocurre.

'Un ejemplo. Calculémos el polinomio minimal de la matriz

, 2 1 0 0
.~ {06 2 00
A=lo o 1 1

00 -2 4

. en primer lugar calculamos el polinomio- caracterfstico

2-x 1 0. -0
det 0 0 1—2A 1

1 =0-30-27°

00 0 -2 4-A
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Lo dltimo necesita una demostracién. Sea A; # A;, y supongamos que v € V;NV;, luego como
v € V; = Av = \v, por otro lado v € V’ = Av = A V. de lo que se d&prende que A.v = )«,v y esta
igualdad ocurre si y sola.mente siv=0. L

4. Aphcacmnes- Comportamxento Asmtotlco

Supongainos que el el polinomio minimal de una matnz A de n x n esté dado por m(A) = (,\ -
)™ (/\ A™ (A= /\k)""' de tal manera que

my + - +Tn‘+ +m;..—-n L%

entonces es claro que cada base del espacio V), haré. un aporte para forma.r una base pa.ra el espmclo
R, luego cualquier elemento de R" se puede expresar como uns oombma,cién lineal de n autovectores
lineaimente independientes de ia matriz A. Vea.moa un ejemplo: Enla secmén a.ntenor tra.bSJamoe con
la matriz .

o 8 =2 0
A=]{-2 713 0 : oo
‘ N0 0.5/ . o

“cuyo polinomio minimal es (A — 1)(A —5)? y para el subespacio Vi f._efxemos' la base l'

1
1= 1
0
y para el subespacio Vs la base S ‘
iy - (o))
va= | =1} va="10] T Gl
0 ) 1 S

y es claro que a.l reunir estos vectores ellos son claramente independientes y por 1o tanto conforman una
base pare RS. Contmuemos con la, lmama. matriz para exphoa.r el interesante re.sult.ado que queretnos
mostrar.

Supongamos que por aiguna ra.z,én, estamos mteresados en el producto

Ky = Am .S ' . e (3'1)

donde Xg €3, en este caso, un vector de de R3 luego como denota.mos por vi, vz ¥-v3 los autovectores
) que constituyen una base, entonoes ex1st1ra.é.n a;, ay'y a3 tales que . T

xXp = 31"1 + azve + ﬂsva : ‘ ) ‘ -

entonces reempla.zando este ve.ior en (3. 1), nos queda.

T

X = Am(z 'cux{)':..—_- '0.1A"5V1 + agA"va + as{l‘m\ra

i=1

* Es equivalente a decir que el polinomio 1 rmmma.l comc:de con el caracterfstico.
t Esto.significa que LE,V;=R"es decu' la coiecc:()n de los subespacxos de los autovectores parti-
cionan a R", puesto que ViNnV;= 0 i 5# 3
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Vamos & calcular los valores caracterfsticos de la matriz de disefio. Aplicando un software ;adecuado se
tiene que los autovalores de la matriz son: ) : T e e

1
M=1 ; M=os-—=—; Ag=-f+3 - :
1=1 3 M=mgsgs o w=g Ty oo e
> ' y puesto que la matriz es de 3 x 3, este. resultado nos dice que el polinomio caracteristico (q'ﬁe coincide
con el minimal) es de la forma (A - A1)(A — A2)(A = As). Y ya sabemos entonces que existirdn tres
» sutovectores de la matriz que conformardn una base para RY.- Vamos & calcular ahora los espacios
vectoriales asociados & los autovalores. Para A = 1 se resuelve el sistema ' T
3 01 1\
3 3 3
RWA z
101 2 N
€ s sl{v)=\Y¥
: . z P’
1 1 2 " syt
§ 3 3 ' L
y el espacio de las soluciones es
e ‘ : | B M
vi=<¢la5/8} ; a€eR e
: a9/8 - :
y un vector particular, que es base, de este espacio es
1 R T S
w=|
2
8

_ Trabajando de manera snéloga con los restantes autovalores, se tiene que para Az = i ~ %3 el.espacio
asociado és . : - ' :
a, :
Lo

V= -1-0-(3%§ + 1) ; a€R

a3 -
o : . 2 .= B .
y una base particuiar de este gspa.cio es.
I L L 9 1
c, ,A.IJ e Ty - _‘_)2@_1 Z
ﬁ.".
2 B
. ) -
-y para el autovalor Az = 39@ + % se t.ieﬂx')e L i
» » b : 5 :
. o Q ) '
o V= a(%-i“l) iTeeRy Ce
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que no han llegado a la madurez sexual; y hembras adultas (a) que tienen capacidad. de reproducclén
Vamos a suponer que la tasa de sobrevivencia,a, es la fraccién de hembras.jovenes que, sobreviven de
un afio a otro, y que llegan a la madurez sexual {esto es una hembra recién nacida alcanze, la madurez
sexual en un afio, supongamos que de primavera en primavera); y la tasa de sobrevivencia de una hembra
adulta (madura sexualmeénte),, es la fraccién de adultas que sobreviven a la primavera siguiente. Sea
finalmente k el promedio de huevos que pone una hembra adulta al final de cada primavera y que
sobreviven hasta el préximo afio (nacimiento efectivo). .Con estas cond:cxones vamos a establecer la
dmé.mwa de este sistema. Definamos lo siguiente: S

Pjn-1: & la poblacién de hembras jovenes en el afio (n - 1\—esnmo, y L : . SN
Pan-1: 8 la poblacién de hembras adultas en el afio (n — 1)—ésimo.
No resulta complicado deducir la primera ecuacién
Pop = aPja-1 + fPan-1 : S ¢ %)

-+

que se obtiene razonando de la siguiente manera (entre otras) las maduras del a,no T se generan por

las jovenes del aifio 7 — 1 que logran sobrevivir husta el afio 1, esto es oPjqq, 048 lag u.dull.a:s délane -

-1 que, logran sobrevivir hasta el préximo afio n, esto es SPgy-1. La segunda ecua.cxén es

"4

IR FHEY S 2 I Lo B3

y se obtiene razonendo como sigue: el niimero de pajaros hembras. jovenes es preducto de los huevos
que fueron puestos por las hembras maduras en el aiio anterior n — 1. - : v
Las ecuaciones (3.2) y (3.3) se establecen matricialmente como - :

(P,—,,. =(o k) 'P;,._1)' o
i Pc,n “\a B/ Pa,n—'l . : o

y como 3 usual en estas relaciones de recurrencia se tiene que

Pia\_ (0 k\"[P;0\ ¢ o
(P,_,‘)“('a @) o (3.4)

Vamos ahora a calcular el 'polinomio caracteristico de Ia matriz de disefio. Tenemos que

B G

y el célculo de las ra.lces se obtxene medlante . L . c e

-’\ 3:1:\/[324—40[1;: : .

puesto que los factores k, o y 8 son positivos se tiene entonces que la cantidad subradical es positiva,
de io.que se concluye que las raices, digamos X; y Az son reales y distintes. Ademsés es claro que la
cantidad subradical es mayor que 8 y por lo tanto los autovalores son de distinto slgno Supongamos
que |A1] > |A2]. Tengamos en mente estos resultados. :

Es claro entonces que para cada autovalor habrén sendoa autovectores, digamos v; y v;;, que forman
una base para R?. Entonces el vector P, (del extremo derecho de (3.4) lo podemos expresar €omo una
combinscion lineal de este base, sea - . oT .

\ o .o Po—a1V1+02V2_. ) ) (35)
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esn puesto que estamos aceptando (4.3). Supongamos entonces que seleccionamos n- autovectores . “
-linealmente independientes, lo ms#s fécil es seleccionarlos mediantes sendas buses de cada V;, i €

{1,-+,k}, y que los denotamos por {vi, vz, ,y_,.}:‘ [La situacién es'la siguiente:
E R o T
Vi
V2 . . :
. asociados a X; que es base de V,
v L e SRR
-~ ! - : . ) i )
Vig :
vigg'y o e S
. asociados & A; que es base de V,
Vp
(4.4)
vy ’
Vil . e e Vo . - e -y
".. 3 asocisdos a M\ que es base de V . i
Vn .
Ahora vamos a formar una iatriz, que lla:maremos P cuyas colum.nas serdn loo vectores vj, recuerde
que estos vectores-son de n x 1, esto es . L e :
= (vl vy v Vn )nxn - ) ‘/:,»’

y formaremos le matriz dxagonal D, donde los elementos enla dwgonal seré todos los- /\1, ,\2, vy AplifAn
que aunque se repitan nos debemos asegurar que la J-*éSlma. columna de la ms,traz P, quc es e! vector ;
v;, corresponde al autovalor A,, ‘ w

A O - D
0 X -« O \
D= e
o 0 0
) ‘ 00 An : _
Vamos ti_prqbar ahora que R e i
' ' PD= AP o B C (4.5)
Nota: El siguiente desarrollo lo puede ir comproba.ndo con la.plz y papel -
i No es dificil convencerse que : S L Rt
Ay O 0
0 X 0]
PD=(vi Vi ‘% ¥n)uus =(Mv:i vz 0 AnValnxs
‘ 0 0 0
0 0 - A
y pudito que Av, = \;v; se tiene que
(Mv: Agvg e /\nvn Ynxn = (AV1 Avz o Av, )nxn

lo que posiblemente sea dificil es convencerse que el lado derecho de esta ultuna. 1g-ua.lda,d sea

(Av:y Av; Avn.),,x,,f—A(Y1 A Vn)mm




Vy= {(—4?./7) .3 C€E R}
\2e/7)

. de cada subespacio sacamos sendos autovalores, a sd,.per:

() @) ()

y entonces formamos la matriz

< c11., o
L P=|-1 0 —4/7) S E
-1 0 2/7 ' e e . ) B . D

la inversa de esta matriz es e

0 7/6 1/6

' . (1 00\ .
PlAP=|0 2 0} .
00 4

4 (o -1/3 -2/3) : .
- . 'P'“‘=i 1 3/2 -1/2 ‘ - e

de menera tal que

Debemos insistir que no todas las matrices son diagonaliiaﬁla, veamos ¢l siguiente coqt;raejgmplo: Sea

g2 1 0 0

i

C=

0 200
00280
00 05 1

el polinomio caracrerfstico de esta matriz es p(A) = (A=5)(A + 2)3, y al calcular el espacio de los
autovectores asociados a cada sutovalor, tenemos los siguientes resultados T

Aot

' a
) V,r- g ia,bE€R
o/
Vi-,‘= : g ;e ER
\Ne

y es claro que para el espacio vectorial V3 su dimensién es 2 y la dimensidn del espacio Vs es 1, ¥ la
" ‘sama de estas dimensiones no llegan al valor 4, y por lo tanto no existen cuatro autovalores linealmente
independientes. En definitiva la matriz C 1o es diagonalizable. g

Para el mismo ejercicio anterior observe que 8i. formamos el polinomio

m() = (A= B)(A —2)

donde los exponentes de los factores lineales para ceda autovalor (o rafz) son asignados los valores de
las dimensiones respectivas, de sus espacios asociados, se tiene que este polinomio es el minimal de la -
matriz €. De momento ‘ o :

m(C) = (C —SI(C - 21)? =0

Y



‘los clientes ‘de s competencia permanecieron leales
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6. La empresa CALBICOM; . distribuidora: de computadores, controla actuaimente el 607% del mercado
de 18 ciudad.de'Copiapé. Datos del afio antefior muestran que 88% de sus clienfes contintian fieles
a-CALBICOM, miéntras que’ 12% de sus clientes cambiaron a otras. distribuidor
‘ s estas otras distribuidoras, nientras que el 15%

restante cambié a CALBICOM. Considerando que estas tendencias continiian, determinese la parte del

mercado que corresponde & CALBICOM: a) en 5 afos, y b) a largo plazo.

3, i

as. Ademés, 856% de




