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Capitulo 1

(1-2)Sj^a)

Sa? Esto.

(1.3)

■41

s 
s

— 3t2 + 1

Si(ti) = 2t3 +3 , X11)

donde 81(4:) denote el desplazamiento o la distancia recorrida por el movil en el instantc de tiempo t-j 
la distancia esta medida en metros y el tiempo en segundos. Por otro lado, tenemos un mdvil que se 
desplaza a una velocidad constante de 3^, y cuya trayectoria est& modelada por la funcidn.

1. Movimientos rectilfneos con velocidades constantes
Supongamos que la trayectoria de un mdvil, que se mueve con velocidad constante de 2-—, esta 

dada por la funcion:

= 24+3
34 + 1

Sistemas de Ecuaciones Lineales 
y Algunas Aplicaciones Matnciales

Resumen. Se presenta en la seccion 1 un sistema lineal de dos ecuaciones y dos incognitas, que 
modela dos movimientos rectilineos. El animo permanente es presentar los sistemas de ecuaciones 
asociados a modelos. En la segunda seccidn se analiza un sistema lineal simple de dos ecuaciones y 
dos incognitas, de forma tai de hacer una primera introduccidn de determinante asociada a la idea 
adyacente geometrica que existe entre dos rectas (o son paralelas o se cruzan en un punto), y de esta 
manera se establece la relation entre el valor del determinante respecto del cero para saber si el sistema 
tiene solucidn o no. En la seccidn 3 se analiza la solubilidaxi de un sistema lineal mas aanplio, en base 
al desarrollo del metodo de Gauss (Gauss-Jordan o Gauss-Seidel), y aquf se aprovecha el espacio para 
introdutir la matrix ampliada, presentando su notation y evitando innecesarias complicaciones de las 
transformaciones elementales por filas. Se entrega el concepto de equivalentia de matrices aferrada a 
la idea intuitiva que las matrices ampliadas son equivalentes por filas porque ambas tienen la misma 
solution. En la section 4 se formaliza la notacion compacts matricial de iin sistema de ecuaciones 
lineales, y de esta forma se presenta el primer product© ’’natural” entre una matriz y un vector.

Finalmente en la section 5 se presentan modelos de aplicacion para las matrices donde es necesario 
tener presente el producto entre una matriz y un vector, y una buena dosis de intuition. Estos modelos 
estan orientados al crecimiento de poblationes simples o de laboratorios, a la Economfa y a la Teoria 
de Grafos, este ultimo como puente de contacto a las aplicaciones en otras ciencias (en particular la 
Teoria de Probabilidades). Cada seccion finaliza con una lista de ejercicios que apuntan a fortalecer las 
nociones entregadaa en cada una de ellas y es absolutamente conveniente hacerlos, puesto que a menudo 
algunos de estos ejercicios entregan information relevante.

es claro que ambas funciones tienen sentido para 4, > 0. Donde para cada valor de 4, la distancia 
recorrida por cada mdvil est£ univocamente dcfinida. For ejemplo para 4] = 42 = 3 la distancia 
recorrida por el primer movil es de Si(3) « 2 • 3 + 3 = 9 [metros], y para el segundo movil es de 
Sa(3) = 3 • 3 + 1 — 10 [metros].

Podemos realizar un grafico tiempo versus distancia para ambas situaciones (ver el gr&fico 1).Vamos 
a plantear la siguiente pregunta: iPara quti tiempo ambos moviles han recorrido la misma distancia? 
Esta pregunta se puede formular del siguiente modo: 2,Para que valor de 4 se tiene que Si ■  
es, se trata de resolver el siguiente sistema:
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4

13/2
6 *>♦ 7

-13/2 <•
: < -7 zl

gi'dfico S.l

(2.4) -

3y

la primera acuacidn

equivalentes si cualquier solucion de uno es solucion del otro, y viceversa.

anx + ai2y
Qai* + aasy

bi
b2

Por el momento vamos a suponer que los coeficientes que acompanan 
de cero, esto significa que vamos a dejar de lado slstemas de la forma:

clones: Multipliquemos la primera ecuacion por a-n, y la segunda por a\2, entonces 
equivalentef:

5x
2x

= 4
= 8

7
13

zi^7

♦

(2.3),:.

= x — 7 es solucidti ■ 
puede concluir que el

f Dos sistemas son

x y se reemplaza en

a las variables son dist.int.os

y = x — 7, por lo tanto cualquier par de numeros (x,y) que satisfaga la igualdad y 
del sistema (2.2), como por ejemplo (1, —6), (0, —7), (3, —4),... En definitiva se ] 
sistema tiene infinitas soluciones.

Estudiemos el sistema

puesto que en este caso se obtiene inmediatamente el valor de
para obtener el valor de y.

Supongamos entonces que los valores de a,y son distintos de cero. Efectuemos las siguientes opera-
‘ j nos queda el sistema

• Ahora vamos a estudiar uh sistema de dos ecuaciones y dos incognitas m4s general. Sea

x - y. = 
2x — 2y =

si multiplicamos la primera ecuacidn por 2 entonces se tiene que 2x — 2y — 14, y esto contradice la 
segunda ecuacidn. Luego no habra ningun par de valores (x,y) que satisfaga simultaneamente ambas 
ecuaciones del sistema (2.3). Se concluye entonces que este sistema no tiene solucion.

Desde un punto de vista geometric© es facil explicar los resultados de los sistemas anteriores. 
Hagamos notar que las ecuaciones de estos sistemas representan rectas. La solucion del sistema (2.1) 
es un punto que esta en ambas rectas. Si estas rectas no son paralelas entonces se deben cortar en 
un punto (de interseccidn). Si son paralelas entonces o nunca se cruzan (no tienen puntos en comiin), 
p bien ambas representan la misma recta.- El primer caso esta representado en el sistema (2.3) y el 
segundo caso por el sistema(2.2). Todo este razonamiento se ilustra en la figura 2,1.
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det anrtza — 012^1 -

Finalicemos esta seccion con el siguiente ejemplo

= -24- (-3) - -21det

(3) •(2)(1) +
+(6)(5)(4)

(9)(8)'(7)
+ (12)(U)(10)

una

- 3y =
+ 2y =
- 8y =

4 
6

-4
3

ax 
bx

-1
6

0 
0

5 
8

x 
—4x
2x
—3x
4x 

-2x

8y =
12y =

• 5x 
2x

6x
—4x

3
3

-3
4

3 
8

— c 
= C

2x 
-3x

en el zoologico hay 60 cabezas y 200

EJERCICIOS 2

1. /.Para que valor, o para qu£ valores, de la constante. a el siguiente sistema de cuacioues lineales no 
tiene soluciones? ^tlene infinitas soluciones?

4 
+ ,.’4y = 5 

by = c 
ay — d

x — . y ~ 3 
2x - 2y = a

3x + y
2x - 3y

- 2x -h, 3y
3x

y =
7y ;=

+ y ■
- y

+ 2y
+ 5y .

fry
ay

2. En los problemas del 1 al 1-2 encuentre todas las soluciones (en caso de que existan) de los sistemas. 7 
En cada caso calcule el determinante del sistema 

2x - 
5x +

ax —
bx +

6
4- 12y = -9

—. 6y- = .0
4- 3y = ' 0

ax — by = c
ax — by = c

3. Halle condiciones para a y b tales que el sistema del problema 10, del ejercicio anterior, tenga 
solucidn unica.

4. Halle condiciones para a, b’y c de tai mancra que el sistema del problema 11, del ejercicio 2, tenga
un numero infinite de soluciones. .

5. Halle condiciones para a, b y c tales que el sistema del problema 12, del ejercicio 2, no tenga solucion.

6. Hallar el punto de interseccion (si existe) para cada par de rectas dadas

(a) x — y. = 7 ; 2x 4- 3y — 1
(b) y - 2x = 4 ; 4x — 2y = 6
(c) 4x - 6y = 7 ; 6x - 9y = 12
(d) 4x — 6y — 10 ; 6x — 9y = 15
(e) 3x 4- y — 4 ; y — 5x = 2
(f) 3x 4- 4y — 5 ; 6x — 7y = 8
7. En un zooldgico hay aves (dos pies) y bestias (cuatro pies). Si 
pies, /.cuantas aves y cuAntas bestias hay?

8. Calcule el determinante de cada una de las siguientes matrices que se indican

an a^
a21 «22



(3.6)

en este nuevo sistema equivalente a (3.1) multiplicamos la tercera ecuacion por —1 y se tiene

z (3.7)

3z
(3-8)

z

ahora multiplicamos por —3 la tercera ecuacion y la sumamos a’la primera •

(3-9)
z

finalmente multiplicamos lasegunda ecuacion por —2 y la sumamos a,la primera, pbteniendo cl sistema .

(3.10)

»

I

lx
Ox
Ox

0y
Iy
0y

+
+
+

3z
2z
z

3z 
2z 
z

0 • z 
0 • z 
1 • z

4 
-2

3

0
—2

3

9
4 

-3

+
+

+

4
—2

3

9 
—2

3

2y +
y +

2y +
y +

= 9
= 4
= 3

Observemos que hemos llegado a un punto en que results f^cil obtener la solucion para este sistema, 
puesto que en (3.7) se tiene una solucion para z, y de este modo reemplazamos este valor en la segunda 
ecuacion y asi obtener el valor para y, y con estos dos valores se logra el valor para-x mediante la 
primera ecuacidn. Sin embargo vamos a continual haciendo operaciones entre las ecuaciones para Hegar 
a un sistema equivalente mis simple. En (3.7) multiplicamos la tercera ecuacion por - 2 y la sumamos 
a la segunda y nos queda

2 4 + 4: (-2) + 6 -3 = 18 .
4-4 + 5 • (—2) + 6 3 = 24
3-4 4- 1 ■ (-2) - 2 3 = 4

Con este ejemplo .queremos entregar la mecanica de la eliminacidn de Gauss-Jordan. Notese que el 
sistema (3.10) es equivalente a escribir

x + 2y +
y • +

En definitiva hemos llegado del sistema (3.1) al sistema equivalente (3.10)-, donde en este ultimo la 
solucion es evidente, a saber x = 4, y = -2, z = 3. Notemos que si. reemplazamos estos valores en el 
sistema (3.1) se tiene la igualdad, en efecto

x +

x
y 

z

X 4- 2y + 
y +

x +
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(3.7)

el 1 de la tercera fila haremos un

•r

3zx
(3.8')

z

X
(3.9')

z

finalmente efectuamos el ultimo barrido hacia arriba con eV 1 de la segunda fila,

x
" ■ (3.10').y

z

(3.11)

X!

ahora llevaremos este sistema a ,1a matriz ampliada, que es

la segunda obtenemos

I
multiplicamos la primera fila por —1 y la sumamos con la cuarta

2
1 
0

!■

I

0
1
0

1
4
1
2

+
4-

proceso de retroceso. esto ea, con 
barrido hacia arriba a fin de producir ceros sobre este,

1
0 
0

1
0 
0

1
0 
0

2
1 
0

3
0
1

0 
0
1

3
2
1

- 0
—2

3

1
0 
0
1

2
—4

2
1

2
2
2
1

+ 
+ 
+ 
+

3 
1
4 
2

3z
2z
z

3
7
1
3

1
1
1
2

+ 2y 
y

+ 
+

’ 4 '

—2
3

0
-2

3

3 \
—2

1
3/

9
-2

3

Xi
3 • X]

x4
4 ■ x4 

x4
2 ■ x4

3
-8

4
2

9
4
3

9
—2

3

/I
3
0

\1

I
I '
I ' 1
I 3/

3 • X3

X3.

4 ■ x3 4-
2 • x3 4-

1 - 2
0 1
0 0

0 I
0
1

4- 2-x2-
4- 2x2
■ ' 2 ■ x2

4- X2

modo operacional 
o. Sea el sistenia

En este punto iniciaremos un

+ 2y. + 
y

4\
-2 I

I. V

si multiplicamos la primera fila por —3 y la sumamos. con

Lo expresado en el lado Izquierdo desde (3.1’) hasta (3:10’) intenta entregar un 
para la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales. Desarrollaremos otro ejempL

I 9
L 4
I 3

x 4- 2y 
y
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la cuarta fila la muitiplicamos por - y la surnames coh la segunda,:

la tercera fila la muitiplicamos por —2 y la sumamos a la segunda.

1

0

entonces podemos concluir que la solucion del sistema (3.1 J) es:

x4 -■ 0X]

y estos valores se pueden reemplazar

5/2

I '

5/2 
3•(5/2)

+ 
+ 
4- 
+

.5
2’ .

2 
1
0

3
0
1

+
+
+
+

/I
0

■ 0

3\
-1/2 ■

1/2
- 0/.

’.5/2 \
-1/2

1/2 I.
0/

2-(-1/2)
2 •(-1/2)
2. (-1/2)

(-1/2)

0 = 3
4-0 = 7

0 = 1
2-0 = 3

3
2 
1
0

3\ 
1/2.

J V2
I o/

1
X2='2;

en el sistema (3.11) para su cornprobacion

1
— 2;

/i
o 
0

\0 0

0
1
0

\o 0

"I
\ 0 - 0 . 0 1 I

3 1 I
■i . I 
1 0
0 1

O' 0 
o ■ 0
1 ' 0
0 - 1

/I 2
0 - 1
0 0

■ /I 2
'01

0 0
\0 0

Con estos dos ejemplos esperamos dejar eh claro la mecanica del metodo de Causs-Jordan, donde 
lo esencial es hacer transformaciones adecuadas entre las filas (ecuaciones) de la matriz aumentada (del 
sistema). Ahora bien, se hace necesaria una notacion abreviada para denotar estas transformaciones 
que de desde ahora las’ llamaremos operaciones elementales de filas. Estas operaciones son:

i) Fy : que significa intercambiar la i-esima fila por la j-esima fila. •• ;

+ 3-(1/2)
+ 1/2
+ 4-(1/2)
+ -2-(1/2)

r I 3\
0 | 1/2
O' I 1/2
1 I ■ o/.

finalmente muitiplicamos la cuarta fila por —1, la tercera por —3, la segunda por —2 y la sumamos 
simultaneamente con la primera fila, nos queda ' ' ■' ■ T
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F«(- -I)

equivalente al presentado er: (3.12):De esta ultima matriz se deduce el sistema que es

e obtiene 1

(3.13)

i-'t(i)

•F23(^)Fni-tyFuC-a)

F31(-2)

sistema equivalente al (3.13), a sabery esta ultima matriz nos conduce a un

x
+y

de modo que podernos concluir que:

y = 4 - 2zx = 1 + z

1 
4

2
1
3

1
0 
0

1
0 
0

3
—6
6

6
6
12

1
0
0

'I)
1
0

'•1
0
0

'I
0

<■-0

1
4
0

•18
24
30

9
4
12

I
I

9
24
30

1 
0
0

2 
-3
3

2
4
2

| -18
I 24i 30

2.
1
3

z
2z

esto significa que tendremos infinites valores que satisfacen el sistema (3.13), basta dar
■ • . r ■--7’ -r - - A .........

= 0. Otra solucidn es x = 2, y = 2, z - 1. En general si z = a unto rices

4
5

x
Ox
0-x

6z =
fiz ’ =

12z =

3z
2z

0 • z

9
4
20

+ -
+
4-

aplicamos las formas

9
-12

12

4 /
I - 20J.

9
4
32

3
6

12

2 ' 3' ' | 9 \
12
0 0

'3- |

2 I
G I

-! |
2 i
0 I

■ un valor ar-
Por ejempio si z■— 0 entonces 11 na de las

I '9\ r4.2. ;3
1 2
0 0

bitrario a z y obtendremos valores respectivos para x e y. 
soluciones es x = 1, y = 4, z = ... ------------- ...
la solucidn general es:

es claro que de la ultima ecuacidn se obtiene la contradiccidn de que 0 = 20, por lo tanlo no exist.en 
numeros x, y, z que satisfagan el sistema (3.12).

Ahora veremos un ejempio en que un sistema de ecuaciones tendra infinitas soluciones: Estiidienios 
el sistema •

3 I2 I

2x 4- 4y 4-
’ 4x 4- '5y ‘4-

2x : 4- ' 7y 4-

2y + 
y + 

0y 4-

1 2
5

2 7

procediendo de la manera anterior llevamos este sistema a la forma ampliada, y 
equivalentes sucesivas segun el metodo de Gauss,
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<le donde

w =16x = —5 — z

EJERCICIOS 3

Fi3(—1), Fs(2) para la matriz

y F12(2), F13(3), F14(4) para la matriz

2. Una matriz cuadrada de orden nx nse define de la siguiente manera:

'J-in(Jil <‘i2

: \ ttnl /

se

travcs del metodo de elhninacidn de Gauss los siguientes sistemas

1 
0
2

4
1
2
1

1/2 
I 
0

«12

0’22

<*13

^23.

0 
1
3 
0 
0 
0

1
5
1
7

0
0

1
2
3
4

1
2
3
4

2
3
4
3

3
4
1
2

/2
0 
0 
o.
0

\0

0
0
0
1
2
4

n\j

07]

0\ 
0
0

.-1 -
3

-2/

1
2
3
4

1\'.
3
1
5/

a
a
a 
0

c

a
a
0

/I
2
3

\4

• din \

• ‘ O.2n '

/ <111

(?21

0
2
4
0
0
()

-4
2 
0

5 \
2

3
2
5

10

0 
0 
0 
2 
0 
1

1

2
3
4

se concluye quo

3. Resuelva a

se indican para cada matriz:

• 6

7
14

a los elementos
> j

pide

3
2
1 . 8

/ 1
-2
-3

X-4.

a - a
0 ' a 
0
£

OnA ' ' ’ . Onj

llama entrada (ij), siempre que este valor se encuentre 
la ?-esima fila y la y-esima columna. Se llama diagonal principal de esta matriz 

dice que est-a matriz es sobretriangular si a.q = 0 para todo i 
ceros). Lo que se 

continuacion se lleven a una

1. Realice las siguientes operaciones elementales que

2 
-1

1

(esto esta significando que todos los elementos o cntradas bajo la diagonal son 
ahora cs que para las siguientes matrices cuadradas que se entregan a 
matriz sobretriangular, mediante transformaciones elementales por fila

2 5\
3 5
4 .5
4 5/

en esta matriz generica, el element© ciij 
en
{«!!, (i22, - • • - ann}- Ahora bien, se

y ■= -o

y coino se observa existen infinitas soluciones .que dependeran del valor qne .tenga z. En particular si 
z = 0 se tiene la soluciom x =-— 5,. y = —9, z = 0, -w, =. 16, y se piiede comprobar que esta solucidn 
particular satisface las ecuaciones del sistema (3.13).
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(2 4 6)• = 2- x+ 4- y + 6- z

= 4- x + 5- y + 6- z(4 5 6)•

(2 7 12)-

hiego el resultado es

i € {11 2,. . - , 771}, j G {1. 2. .. . 7>}para IodoA = B m = p, 77. = q

e la Hamada "niateinalica moderna" trac consigo la confusion de ngu-Y es en esta decada en quo 
rosidad con formalismo.

2x
■lx
2x

4-+ 
+

6
6

12

x 
y 
z

18
24
30

2
4
2

6z
6z
12z

( 2-x4-4-y + 6- z 
4-x + 5'y 4-fi-z

\.2-x4-7-y+12-z

18
24
30

x 
y 
z

6
6
12

x 
y 
z

4
5
7

18-
24
30

2
4 
o

x
y

4
5
7

x
y
7.

2-x + 4’y + 6'Z 
4-x4-5-y + 6- z 
2 • x 4-7' y 4- 12 • z

= 2 • x 4-7 • y 4-.12 ; z

son iguales. Estosi tierien las mismas dimensiones y las entradas respectivas

la decada del 60 se c-stablece del sigiiiente modo la ignaldad 
inatriz de m.x n y .B = (bij)px/j nna,niatriz de p x ^.entonces

+ 4y
+ 5y
4- 7y

cada componente del vector X, y se suman estos productos, y 
filas restantes. En el ejemplo:

* En la. tcrminologia ina.tema.tica de 
entre matrices: Sea A una

Ax^b
La matriz (de disefio) A tiene Ires filas, que representan el numero de ccuaciones delsistema, y 

tiene tres columnas, que representan el numero de incognitas del sistema; el vector X es. en rigor, una 
matriz de tres filas y una columna. Ahora bien, el "producto" A. X esta indicando que el resultado 

matriz, digamos b, de tres filas y
> es 

otra matriz, digamos D, de tres bias y una columna. La insinuacion de un producto de este tipo es de 
la siguiente forma: Se toma la primera fila de la matriz de diseno y se multiplica cada componente con 

se continua de la misma forma para las

y este producto A-X debe ser igual al vector (o matriz)-b.-Y es bastante intuitive que dos matrices (o 

dos vectores) son iguales* 
significa que si
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+
+(a)

+i«

2. Realice cada uno de los siguientes productos que se indican:

(&)(a)

(d)

vectores de variables

b = entoncesy biaj

. \bn/XOn/

a* ■’b = a.) b\ + ■ ■ ■ + flibi rb • ' + O-nbn• • ' On ) '(.(11 <*2 bi

\bnJ

b =(6) a* =

1
2

4
3

1
2

+ 
4-

5
4 
1

5z
5z
z

-1
1

0
2 .
1
2

3 
I
5

1 •>
1
1
1 /

matriz de 1 fila por 
matriz de una fila

—x 
2x
x
X

y 
y 
5y 
y

X 

y 
z

a 
b
c 
d

(ax\ 
at

/bi\ 
bi

= 0
= 50

a 
b
c 
d

7 2A• ‘3

■b =

—7 
2 
r 3

o 
se define de la siguiente forma: -

2
2

0 - 0

. . / 20 0 \ ( 4 \■ o 3M.2.)

columna. Con esta definicion calcule los productos escalares 

; / 1\ 
'2' 
3 

-1 
-2/

\3

w *=(3) * = (3)

observemos que, en rigor, el vector del lado Izquierdo de la segunda igualdad es una 
n columnas; tambien notemos que ei resultado es un numero real o si se prefiere, una 
y una columna. Con esta definicion calcule los productos escalares "a* • b , donde

-3
4

-1
\ 2/

sean a =

EJERCICIOS 4
1. Encuentre la matriz de diseno, el vector de incognitas y el vector de constant.es para cada uno de los 
siguientes sistemas:

3\ 
2
1
6/ '

3. El product© ’’escalar'' o producto ”punto" entre dos vectores de constantes 
que tengan el mismo numero de componentes

/fei\
62

' x

1 1
2 2

+ . 3y . +. 9z. -2
+ y - 2z

constant.es


21

Contribucion de la poblacion .0

Contribucion de la poblacion 1

N0(t + 1) = -i- b'1^(1) -{-•••+ b,nN,n(t.)

Estc "proceso de nacimiento" sc pncde visualizar en cl siguiente diagrama:

Poblacidn en el tlepo t

t*

NlC)

Poblacion en el tiempo t+1

Nacimientos

protrtedio del ntirnero de

7v;+1(t + i) =

^O^o(^)

/^(t)

Resto de la poblacidn 
en el tiempo tM

.-•x '■

los quo habfa con i anos 
en cl tiempo t

i

=4

los qne nnieren con i anos 
en (•! tiempo f.

n4(o

o edad 0, on In generaddn t + 1, estn dnda

rm

luego es claro que el numero total de indtvidnos de la clase 
por la suma de estas contribuclones, esto es:

Contribucion de la poblacidn m

on el sentido de un

generacidn siguiente, la clase del 0: Ahora bien, cada elase doodad tiene iina tnsa de nacimiento bi, 
esto significa que cada elase contribuira con nuevos individuos dados por:

. N0<(> N2(t)

N0((M)

Nota: La tasa de nacimiento para este modelo esta usada 
nacimientos entre t y t 4-1, y que sobreviven hasta t 4- I.”

iCudl es la situation en cl tiempo t -I- 1 para las restantes dasiricacioncs?- La respucsta parcce 
simple. Fijemos el numero TV,.,.)(t -+- 1), el niimcro de individuos que ticncn t+ 1 anos en cl tiempo 
t -I-1, este numero se formara exclusivamcntc por los individuos .que on cl tiempo t ticncn i arms y han 
"cumplido un nuevo ano de vida" (en t+1), es deeir por aquellos cpie no han muerto. Supongamos que 
la tasa de mortalidad para cada clasificacion i esta dada por d,, donde este valor representn la fraccidn 
(comprendido entre 0 y 1) de la poblacion.que rm sobrevive, por ejcmplo <ii ~ 010 significa quo el 10% 
de la poblacion de edad 1, en t, no sobrevive para la generacidn t. 4- 1. Se tiene cntonces que

(t) . m ''
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1

/V(1) = AJV(O)

y en forma recursiva,

2V(2) = A • 2V(1) A-(A- 7V(0))

/V(3) = A • 2V(2) = A • (X • Ar(l)) A ■ (A • (A • AT(O)))

N(n')^A-N(n-\')=:A-(A-(A--(A---(A(N(O)))y-'))

iVo(t) = lagartijas menores de 1 ano

iVi(t) = lagartijas de 1 ano de edad

esto es

0 con 50 lagatijas de edad menor

Supongamos ahora que para el tiempo t = 0 conocemos la poblacion inicial Nttf), ententes para t 
se tiene

2Vi(t+l)

A^o(t + 1)

7V2(t+l)

0
0
0

0 
0

^0(t)
^(t)

^o(t) 
7Vi(t) 
^2(t)

0 
1 
2 
0

1
0
1
2

bo
1 — do 

0

b\ 
0 

\-dA

: Notemos que todas las
lo establecido se tiene lo siguiente

^(t) — lagartijas de 2 anos de edad

y supongamos que. las tasas de nacinuento para cada edad son bQ = 0, fej = 1, = 0 respectivamente.
Y las tasas de muerte son, para la edad 0 do = y para la edad 1 dj = 
lagartijas mueren antes de los tres anos. Luego conforme a 1

Consideremos una cierta especie de lagartijaf en la cual ninguna de ellas alcanza los tres anos y 
solamente las especies de 1 ano reproducen. Esto significa entonces que existen tres clasificaciones.por 
edad. Sea

f Este ejemplo es una mera invention del autor en cuanto al tiempo efectivo de vida, sin embargo 
vamos a considerar una especie de lagartija del suroeste de los Estados Unidos, Cixemidophorua uni- 
parena, que tienen la propiedad de "partenogenesis" (multipiicacidn sin fecundation), es decir son 
efectivamente hermafroditas. Luego podemos decir que cada lagartija, por si sola, puede generar a 
otra. En realidad en esta poblacion de lagartijas son todas "amazonas" hembras. Se puede consultar 
Jnvestigacion y Ciencia, Febrero 1987.

Supongamos ahora que esta poblacion se inicio en el tiempo t 
que 1, se tendra para la siguiente generacion t = 1
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.la demanda externa mas el

Industria 1, X|

Consume externo .

Esquema 1

Bajo el mismo razonamiento anterior se establecen las siguient.es igualdades: . -

• ’(5.2)

(5.3)<131X1 4- (I32X2 4- 0.33X3 4- <AX3

las igualdades de (5.1) hasta (5.3) las podemos reagrnpar eh termi nos semejant.es rdmo:

. - (5,-4)

= 0-20

0-22 = 0.1<7.21 = 0 40

• 0.32 — 0.5= 0.25031

las eciiaeioncs como encalcular las producciones totales de cada indnstria plantearnos

(1 — on)Xi
—021X1
—031X3

— O12X2 . .—
4- (1 — O22)X2 —
— O32X2

entonces para
(5.4)

O13 — 0.15

X2 = O2i X} 4" O22X2 + 0.23X3 4- d-2

033 — 0.15

En este model© se supone que las tasas de insumo y las demandas son conocidas, hiego se trata de 
calcular las producciones para cada industria. Veremos a <... . „
mos que para las industrias minera, pesquera y agricola las demandas externas (consumoj

0.23 = 0.30

a11

3 Industria 2,a12

Industria 3,

012 — 0.5

unidades del product© 1 para poder claborar una unidad del producto 2, luego si tenemos que el mimero 
de unidades del producto 2 es Xi entonces las unidades requeridas de Xj (que serviran para elaborar 
productos 2) esta dado por 012X2. Los demas factores de la forma a,;X; siguen cl mismo razonamiento 
y su suma constituye la demanda interna (insumo) y el element© dj es la demanda externa o consume. 
Entonces en virtud de la condicion de equilibrio (lo producido es igual a 
insumo) se tiene la igualdad (5.1). < - . . .

a13 
-------3

continuacidn un ejemplo numeric©. Suponga- 
) son 1 0, 25 y

20 (en unidades adecuadas), respecrivamente. Y.supongarnos ademas que las tasas de insumo son

U13X3 _ . — d\ . 
<223X3 ,= ds .. ..

4- (1 — <i-33)X:i, = da.

siguient.es
semejant.es
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1(G) =

admite el siguiente graft)

el valor de la rnatriz que se encuentra .cn la r-eshna fila y

1 
0
1 
()

1
0
0
1

1
1
1
0

0 
1 
1 
1

1
1 
0
0

0 
0 
1 
1

/I
1
0

\o

I.) 
0 
0 
I

j toda matriz cuadrada cuyas cntrndns tieimn 
grafo dirigido. For ejemplo la matriz

(?D la
f Recuerde que la entrada (i, j) es 

7-esima columna.

es un 1 puesto que exist* un arco dirigido desde

con estados finitos. Como

Resulta natural definir el proceso inverso, esto es que 
valores ceros o unos, tienen una representacidn de un g

en que cada vertice esta rotulado desde el 1 al I. Ahora cada flecha o arco dirigido mdica el carnino 
a seguir desde un punto .a otro. De mornento no estaremos interesados a que fendmcno correspond? la 
representacidn de tai grafo, sino mas bien en la representacidn matriciaTque describe la incidencia en 
ese grafo. En general el punto o vertice i de un grafo sera incidence con el vertice j si existe un arco 
dirigido desde i hasta j. En el grafo anterior se ve claramente quo, por ejemplo, eh vertice. (o estado) 1 
es incident* a los puntos 1 y 2. Observemos que 1 no es incidente con 3. En particular en este grafo Jos 
puntos o estados incidentes son los vecinos mas inmediatos (incluido el mismo punto o estado). Ahora 
bien, para este grafo que llamaremos G vamos a definir una matriz 1(G) que llamaremos matnz de 

incidencia de G. z
Observemos que nuestro grafo tiene 4 puntos o estados, luego la matriz 1(G) sera una matriz 

cuadrada de 4 filas y 4 columnas, donde la entrada (w)t tendra el valor de 1 siempre que exists un 
arco dirigido desde i hasta j. Ahora si no existe un arco dirigido desde i hasta j la entrada (ij) tendra 
el valor de 0. Con esta definicion nuestra matriz 1(G) luce del siguiente modo:

en efecto, por ejemplo la entrada (1,3) es un cero puesto que no existe un arco dirigido d^de el vertice 
o estado 1 hasta el vertice o estado 3. La entrada (4,4) 
el estado 4 consigo mismo.

Este tipo de procedimientos es valid© para cualquier grafo dirigido 
ejercicio encuentre la matriz de incidencia del grafo siguiente:
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y la matriz tecnologica de la distribucion de I os insinnos esta dad a por

1 2 3 4 ■

7 8

9 10 Peligro
1

(a) Dibuje

Agricultura 
Industria 
Servicios

Agricultuta 
Industriii • 
Servicios

0.268
0.122
0.488

0.006
0.216
0.578

30
150 -
125

un grafo dirigido que interprete la. Plant.a. de Fuerza y entregue las al!ernativa.s que Ciene el 
nine de pasar, por curiosidad, de una habitacion a oi.ra (y esta decision la toma drspues de un inf.erva.lo 
de tiempo constante, por ejemplo un minute).
Nota: El estado o vertice que denotara la habitation de "peligro" se llama estado absorvente. puesto 
que toda persona que entre alii quedara definicivanicnte en esa habitation producto, en cste case, de la. 
descarga electrica.
(b) Determine la matriz de incidcncia asociada al grafo anterior.

4. Determine el grafo tai que del estado 1 se puede saltar a los estados consecutivos 2, 3, 4, 5, 6. Del 
estado 2 se puede saltar a los estados 3, 4, 5, 6. Y asi sucesivarnente, donde del estado 5 se puede 
saltar al estado 6. Sin embargo del estado 6 sc puede saltar solamente al estado l.'este grafo dirigido. 
entonces, tiene seis estados. Encuenlre la matriz de tncidencia asociada a cste grafo.

5. Suponga dos estados rotulados con el 0 y el 1, donde por alguna razon al 0 se le asigna el conccpt.o 
de numero par y al 1 con el coneepto de numero iiripar. Suponga usted que si tiene un nnniero par. 
mediante una regia misteriosa, se puede transformar en un numero par o un numero hnpar.- .Ahora si 
el numero es impar, mediante la misma regia misteriosa, ef numero sc transforinu en un numero par. 
Ahora bien, en cualquier caso se aplica esta regia misteriosa nuevarnente al numero resultante, y asi 
en forma sucesiva. Encuentre el grafo dirigido que representa este fenomeno y la. matrix de incidcncia 
respectiva.

Agricultura . Zndustria ' Servicios
0.079
0.375
0.396

1 ,11 '
1-I

donde la lectura de esta tabla no es ambigua. Se pide'encontrar el nivel de production de cada sector 
que se necesita para hacer frente a la demanda.

3. La figura representa el esquema de una Planta de Fuerza, donde cada habitation esta conectada 
a otra segun las puertas que se indican. Existe una habitation en donde, con absoluta certeza, toda 
persona que entre alii recibe una descarga electrica mortal. Supongase que por descuido en la vigilancia 
un nino de cuatro anos ha entrado en la Planta y no tiene posibilidad de salir por fall a en el seguro de 
la puerta de entrada.
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11. En el problema anterior harcmos’uua ino<ii(fcaci6n.: Es saliklo cn.los cfrcnlos de npuestns quo cl Sr. 
Martfncz posee ciertos triicos en el juego, cine le pcrrnltcn llcvar una venl.aja. Esto sc traduce hi quo 
su probabilidad de ganar es mayor quc la de perder. Suponga. quo la probnbilidad dr qne ganc <’l Sr. 
Martinez cs de 2/3 para cada jugada. Encuentre, entonces, In matriz de Markovasociada a este jiicgn 
con ventaja.
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M = B =

XOml O-mnam2

entonces la matriz suma M+B es la matrix:

(M)M + B =

+•6 mn /ttni2 +'^mi + ^ml

Volvemos a insistir que la suma de las entradas correspondientcs

/: -®m2 H" bm2 ' ' ^mn ^rnn /\*+nl +

;to significa que M+B=B+M.'Como un ejcinplo trivial, realice la sigiiiente suma de matrices:y es!

EJERCICJOS 1

1
n(n + J

2
1

Gin

^2n

/ ^11 + ^11
<1-21 + ^21

<112 + 6’2
<122 + 622

/ Oil

021

012

022

— 7
2

0
3

012 + 612
O22 + 622

3
5

2n 
n — I

612 + 012 
.622 “1* 0-22

/ an + bn
021 + 621

n
2n - I

/ feu + On
62i + a.21

612
622

6in + Op. A 

/>2n 'I" O2n. .

+ O-rnn

5
—6

O]n + 61n \
O2n + &2n

es cor.mutativa, es decir -

Oln + b\n \ 

0.2n + 62n

\6ml

6m
62n

o describan una sitnacidn real, por ejemplo

6^2 + +12 •■• • • 6mn

6m 2

1. Entregue cuatro ejemplos de matrices que representen 
planilla de notas, cuadro estadisticos, etcetera.
2. Sea Mn>p = {A/A '= (aj7)nxp}, esto es el conjunto de todas las matrices de n files y p columnas. 
Ahora bien, sobre este conjunto considere la operacion " + " definida en (1.1), prucbe que el par (Af,!xp, +) 
constituye un Grupo Abeliano f-

3. Para cada n mimero natural se define la rnatriz de 2 x 3

4 ■. -4
7 8

• \ 6m t + Omi

’ ’ ’ 6,nn

/ 6n
621

f Esta es una pregunta historica. Invariablemente se ha pregimtado y demostrado a partir de la 
decada del 60 hasta nuestros dfas. Usted esta en condiciones de romper ciertos paradigrnas: No es 
necesario que demuestre lo que se ha petlido.

+ -?

Notemos que esta suma tiene sentido para dos matrices que terigan las m ism as dirnensiones, esto es 
el mismo numero de filas y el mismo numero de columnas. En nnestro caso estamos sumando matrices 
de cuatro filas y tres columnas (la terminologfa clasica es hablar de matrices de "4 x 3’'). Ademas 
notemos que hemos sumado la matriz M "mas” la matriz B, sin embargo un rapido razonamicnto 
permite deducir que esta suma es igual a B ''mas1’ la matriz M. Ahora estamos en condiciones de dar 
un formulismo notacional a la suma entre dos matrices.

Sea una matriz M de m filas y n columnas, m x n, y sea B otra matriz de m, x n:
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fin de que no aparezcan tantos-ceros?

2. Sea A(n) —

Xn -1Xi

se forma el nuevo vector

a ■ r.i

Este conccpto ge

lineal-
l 5).U

0.0000006
0.0000001
0.0000006

Demuestre entonces que (1 2 
mente independientcs.

2), (3 2. 9 3) y (O' 'O' 7 V) son

b = ex ■

^n)

p
a, . b , = 0 entonces aj=0 Vi€{l,---,p}-

Calcular, de manera ingeniosa, las siguientes sumas

se trabaja con matrices ,,tccno!6gicasl‘)*que 'son aquellas en 
. Un ejemplo de este tipo de matrix es la siguiente

."a =22,0.- b,

coinbinacion lineal del vector- a ..Este conccpto se 
‘ es una combinacion lineal de los

"a* • b . Probar que el vector 3—dimensional
I 3), (3 7 9)

; vector n-dimensional a distinto del vector 
combinacion lineal del conjunto de vcct.ores n-

no l.odos Didos tales que

ex • xn )

“a* = ( Xj • x-2

ahora si al vector IT lo multiplicamos por el real o.

EJEB.CICIOS 2

1. Por lo general en Ingenicria y Economia 
que sus entradas estan muy proximas al cero

,i es el case se dice que el vector a" es "linealmente dependiente" de los vector® { b,/» £ 11. p} }• 
SI este es el caso se aice M 0)e, = (0 0 1 ), v demuestre que todo vector
Considere los vectores ei = (1 0 0), e2 - (.0 1 u
no nulo (a b c) es linealmente dependiente de estos.
5. (Continuacion del probiema 4) Se dice que los vectores { b./i 6 •-p)} "l-enlrneut de

pendientes" si

a = (a • .rf

y se dice que este nuevo vector b es un multiple o 
puede generalizar a mas vectores; por ejemplo’se dice que el ve^7 c 

vectores IT, "b si existen reales a y i3 talcs que c = a- 
(2 3 6) es combinacion lineal de los vectores (1

4. (Continuacion del problema B) En rigor se dice que un 
nulo (aquel en que todas sus entradas son nulas), es c..... 
dimensionales { b\/i e {1, ■ ■-p}} si existen numeros reales er,

- 0.00000054 0.00000054
-0.00000091 0.00000021
-0.00000071 0.00000078

1 2

■bSe puede hacer mas "presentable"’a

(l/2)n 3(l/2)n x
(l/2)n+1 (1/2)^,

20 00

52 aw ; EA(n) 
n=l n=l • ' • ’

3 El producto entre un numero real y una matrix es de vital importancia en los vectores. En este 
ejercicio vamos a considerar a los vectores como matrices de 1 x n. De forma gener.ca un vector 

n—dimensional luce del siguiente modo: • .
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Oti&] 4- <Xj2^2 + • • • + aijbj + •••■+• O-in^nGinanOi2Oil

k

Omn /Om2\ a^ni

se

atjbj'djj ‘ '^tnai2 ’Oil

\bjamj\ O-mi a-m2

una

definir el product© mediante dos.matrices establecidas. Sea

BA =

2 
1
2

6
1

-3

tti;

02;

aw 
at2

3
4

-1

a-ij

2
2
3

2
1
2

5
2
4

10
22

9

—2
5
1

0.12

022
On 
021

/bi \
&2-

/ lj?=t a^i \

/bt\
&2

1
6
4

\&n /

n por I

3
4

-1

2
2
3

1
6 
4

■ ■ amj

m por n

Yr

am\bj 7

/ Ou
021

\E"

cuat.ro vectores (columnas) cada uno 
primer  ...

4. Producto entre matrices
En el capftulo 1 definimos el producto entre 

orden n x 1 de la manera siguiente:

bj

/ Onbi + 012^2 4- • • • + a^jbj + / ; + a\nbn 
021^1 + 022^2 4" • ■ ■ 4" a2jbj 4- • • • 4- O2nbn

Oln \

0’2n

que con la notacidn slmbdlica de Y

om \
O2n

una matriz A de orden m x n con un vector, b de

puede escribir coin©

O-nm /

matrix de orden m x n con una matrix de orden 
matrix de orden m x 1. Nuestro objetivo ahora es definir el producto entre

\ Omibi 4- Omibl 4------------1- Omjbj 4- • • • 4- (Lmnbn /

TH por 1

En rigor hemos definido el producto entre
n x 1 resultando una matrix de orden m x 1, Nuestro objetivo ahora es definir el producto entre una 
matrix de orden m x n con una matrix de orden n x p, de tai forma nue el result ado sea una matrix de 
orden m x p. Y para esto nos apoyaremos en el producto entre una matrix y un vector. Intentarcmos

donde A es de 3 x 3 y B es de 3 x 4; - Ahora.bien, se puede considerar que la matrix B esta formnda por 
' • ------de orden.3 x 1, luego es permistble multiplicar la matrix-A por el

vector columna, cuyo resultado es un vector de orden 3 x 1, a saber

a) Calcule la distancia d('a', b ) dondc./a* = (1 2)y b = (—2 1)

b) Idem para "a1 = (1 — 1 1) y b = (2 ■ — 2 <• I ). ■ , . ...

c) Idem para "a* = (1 —1 —3 8) y b = ( I 1 1 1) ’
d) ^Que vector esta mas cerca del vector nulo, (0.1 —.002 0.001) o (0.002 0.001 —0.003).

cuat.ro


39

= 4-(-4)4-0-5+.2-.2=-12 ..(4- 0 2)-

es

resultado es una matriz de 3 x 3, a saber ■cuyo

siquiera factible, por ejemplo

i siquiera. la podemos asegurar

BA y

verifique que A • B B • A

B

C =A =

3
1

—2

3
1

—2

0)
1
2 ,

1
2

1
-3 
-2

1 Y
-1 I

o /

—4
5
2

2
3

5
2

—4
5
2

1
2

6
2

-4

-5
11

2

-1
-1
-I

-1
2
1

2 
1

-1
2
0

2
5
3

-2
-1

0

EJERCICIOS 4

1. Sean las matrices

-13
21

6

! es de 2 x 2, donde 
matriz con la segunda ■

1 
—2 
-5

3 
-2

2
3
2

3
4
2

2. —3\ .. 
. 0
-1

En otros casos la conmutatividad del producto 
matriz de 4 x 5 y B es-una matriz de 5 x 3, 
no 1

1 ' 2
2
3

-4
■5 

2

Con las dos matrices del ejemplo anterior podemos hacer notar que el producto entre matrices no 
conmutativo, observemos que es factible el producto

4 J
1 1

—2 i

En otros casos la conmutatividad del producto no es siquiera factible, por ejemplo si A es una 
’ ~ 3, entonces esta bien definido el producto A ■ B, sin embargo

no^tiene'sentido' eT producto B ■ A. Ademas la conmutatividad ni siquiera. la podemos ?weg’irar en 
matrices de orden n x n, como lo indica el siguiente ejemplo: Sean . -

(1 2
’ I 4 0

/ 4
C = 0

\ 1

1 2
4 ’ 0

a) Computar A + B, A — C
b) Computar —2A, 5C
c) Verificar que A + (B — C) = (A -I- B) — C
d) Encontrar la matriz D tai que A + D = B
e) Computar A B y B A. iSon iguales ambos productos?

2. Dadas'

la primera matriz es de 2 x 3 y la segunda matriz es de 3 x 2, y el producto resultante 
por ejemplo la entrada (2, 2) resulta'de multiplicar la segunda fila de la primera i . .. 
columna de la segunda matriz, o si se quiere aplicando directamente (4-l):

/I
B = I 2

\ 1

7!
A= 5

\ 1
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0 =

I =

Consideremos una matriz gencrica de 3 x 3

+

y ademas

distintas de la matriz nula de como rcsultado la matriz mila. Observe d siguienle ejempl

• si algijna vez' nos encontranios

con

0
1
0

0 
1 
0

0
0
0

a.]j

<131

1
0 
0

0
0
0

0
0
0

2 
1

1 
-1

0

an
a.2i
<*31

1
0
0

1
0 
0

0
0
1

<113

0-23

n33

0 
0 
1

p 
0
0

0
O'
0

a™
<323

<333

an 
0.2] 

a-3i

an 
021 

031

an 
021 

031

0\
0o )

013

0-23

033

<J13 .

023

033 >

012

022

O32

023

033

"12

0-22

032

O]3

"23

O33

' on
. 02]

V "31

O12

022

"32

022

032

013
023"

033 ,

012

0-22

032

son nulos cxccptos los de la 
o siinplemente I si esta darn el

0 .0
1 0
0 1

0 ()
O’ 0

012 . O]3

022

032

on. O12
021

031

' 1 .“I

— 3 
—2

La matriz identidad de n x n cs aquella.en quo todos sus elementos 
diagonal principal que son iguales a 1, y la notacion es rnediante Inxnj 
contexto. Por ejemplo la matriz identidad de 3 x 3 es

Este es un hecho que siempre debemos tenet en cuenta, puesto que si 
la igualdad A - B = 0 entonces no necesariamente A = 0 o B = 0

012

022

032

ahora vamos a sumar y multiplicar esta matriz con O3X3 y <^on Iix.-n respectivamente

= I,ixn • A„xn- No es necesario recal- 
cuaiquier matriz respecto de la suma, puesto que ya sal.emos que 

la suma es conmutativa. Es necesario destacar, al ignal. que

12 3
2 1 . , 6
1 2 3

Con estas dos ultimas igualdades queremos• significar-que .el-producto .entre cualquier matriz 
cuadrada Anxn con Inxn es conmutativo, esto es Anxn ■ Inxn = Inxn ' Anxn. No es necesario recal
car que la matriz nula conmuta con < 
la suma es conmutativa. Es necesario destacar, al ignal. que en el Algebra de los numcros reales, que 
Onxn • Anxn — Anxn • Onxn = °nxn> y csto sc puede comprobar facilmente (hagalo como ejercicio). Sin 
embargo, contrario a lo que ocurre en los reales, es posible que el producto de dos matrices r.uadradas
i- i_ 1-__ _____ aa U mHiriz miU. Obsfirvc e! sicuionl.c eicmplo
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EJERCICIOS 5

I a = a.

2. Sea cl polinomio p(A) = A3 - 7A2 4- 11A - 5. y sea la matriz A

A3= At= A]

1
1
2

2
1
1

1
0 
1

2
1
1

1
1
2

1
0
0

1
-1

2
1
1

1
1
2

1
0 
0

2
1
I

2
3
2

2
3
2

2
2 
0

x
y

2
3

ox
0 I
3/

X 

y
X

y 
z

X

y 
z

X 

y

6. Un modelo matricial: La anchoveta 
La anchoveta (Engraulis ring ens Jenyns) vive a Io sumo cuatro ahos y tiene posturas concentrac’as

2
3
2

0
2
0

2
3
2

x 
y 
z

y sea a una matriz de n x 1', pruebe que

con postura de htievos 
con postura de huevos 

postura de huevos

A • x 4- x = (A 4-1) ■ x-

una de las siguicntcs3. Sea el polinomio m(A) = (A - 1)2(A 4- 3). Evaluar este polinomio para cada 
matrices:

1. Sea I € Mnxn.
1 X
1 I, se pide .
2 /

en una temporadadel ano. Es decir la anchoveta, wish dinamicade vida, pasapor los siguienl.es estadus.

H: postura de huevos
la.M: prirnera madurez sexual
2a.M: segunda madurez sexual
3a.M: tercera madurez sexual con

En relacidn al modelo 4.a del Capitulo 1, sobre crecimienvo poblacionai, vamos a considerar cl 
numero de anchovetas segun la edad clasificada on H, la.M, 2a.M, 3a.M y estas scran respect ivamente
no(£), ni(t), n2(0 y n3(/!), para cada tiempo t.’Es decir ’

n<(i) = numero de anchovetas de la clase i en el tiempo t

donde i = 0 significa cstado H, i = 1 significa la.M, etcetera. Ahora vamos a considerar los coeficicntcs 
de sobrevivencia y fertilidad para cada clase, esto es

s, = fraccion de individuos de la clase i qne sobreviven hasta la ternporada sigijieure, con-? € (0,1,2') 
(puesto quo'la anchoveta no vive mas alia del cuarto ano)
fi = numero de huevos puestos, en promedio, por cada adulto de edad j, con j € (1.2,3).

Ahora vamos a plantcar las ecuaciones de su cvolucion dinamica. Queremos conocer el valor de
nQ(t+ 1), es decir ci numero de anchovetas que se encuentran en el estado H en la proxima temporada. 
y no resulta cornplicado determinar (pie

a) Evaluar p(A)
b) Calcular las raices del polinomio p(A) (Nota: Una rate es —5)
c) Sean Aj, As, A3 las tres raices del polinomio anterior. Resuelva mediante Gauss los sistemas siguientes:

-3 0 0
0 —3 ,0
6 ’ 0 • -3

siguienl.es


5

-15

N(n) = An ■ N(0)

cultivo de anchovetas en laboratorio, con !os

J

■ J.

1

puede hacer por

y en general.

N(n) = An-N(O)

STAT-

y entonces
<?

' N(8)

N(2) =- A2 • N(0)

N(3) = A;i ■ N(0)

20
11

68
37
20
11

0 
0 
0

0 
0

/ 2 y
4
7

\ 13 /

/ 2\
4

2'
-4-
7

13

/.742
I 404“I 219
\ 119

81
44
24
13

( 711(1) | =

I 712(1)
' A™3(1)/

13\
.2
4
7/

Ahora si para el ano t = 0 se tiene una pbblacion iniciai de N(0) enlonccs la eciiacion marricial nntcnor 

drigiha la siguiente dinamica - - :> ; . . ■

io el DERIVE, MATHEMATICA o

A modo de ejemplo supongamos que se tiene un 
factores = /, = 1, Y coh una poblacion iniciai de

A3

para el calcuio de N(2) y N(3) se

N(l) = A-N(O) ■
. N(2) A ■ N(l) = A2 • N(0)

N(3) = A:i - N(0)

1- 1
1 0 
0 1

44 0
24 0
13

7

0
0

0 0 1 0/

/8l 68 44 0
44 - 37- 24 0
24 20 13 0

M3 11 7 0

Mediante un paquete computacional matematico (comb 
GRAPHICS) se calcula la matrix Aa, que es la siguiente

/n0(0)'\

N(0)= =v 7 na(0)
. . \ 71.3(0)/

entonces para la proxima temporada se-tiene .

la generacion N(8) queda establecida como

’•* iT -. . '4-
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2

1 

• 6 ••

A =

t Potencial lider puesto que 
sobre sendas personas.

0 
0 
0 
0
0 
0

0
0
0
1
1
0 .

0 
1 
0 
0 
0 
0

0 
1 
0 
0 
0 
0

3

/° 
0 
0
1 
0 

\0

°\
0

0
0
0/

donde la matrix incidencia de estc grafo cs:

no solo no es influenciable sino que tiene dos "grados" de ascendencia

y se puede verificar que desde el estado 3 se. puede liegar 
formas: 3 —» 2 —>. 1 ----  2,' 3,—• 2 —* 3 —* 2 y 3 —
indica la entrada (3, 2) de la matrix M3 

' T *

En este sencillo ejemplo se ve claramente que la persona 2 no es influenciable, puesto que no admite 
ninguna incidencia, y en concomitancia con <?sto observemos que en la matrix A la surna de los elementos 
de la columna 2 es cero. Ppr otro lado la mayor sum a entre los elementos de cada colnmna de esta 
matrix se encuentra en la columna 3, y esto esta verificando que la persona 3 es bastante influenciable 
en "primera instancin'1 (4 y 5 influyen directamente sobre 3).

Continuando con nuestro analisis podemos observar, tanto en cl grafo como en la matrix de inci
dencia A, que no existe un carnino directo desde 2 (el potencial hder)f hasta, por ejemplo, la persona

en tres tiempos al estado 2 de las siguientes 
* 4 —* 3—> 2; y este numero de formas lo

Sin demasiada formalismo, pero con bastante experimentacion, podemos cstableccr entonces que 
st M es una matrix de incidencia de un grafo dirigido; se tiene que la matrix potencia Mn nos indica 
en cada una de sus entradas (t,j) el ntimero de todos los posibles caininos.en,n tiempos o salt,os que 
existen desde el estado i al estado j. En un lenguaje mas apropiado a los grnfos un carnino de salt.os 
o de n tiempos se llama n—cadena.

Existe una aplicacion muy clasica en el area de la sicologia . En un grupo de p personas de un curso 
sin jerarquias establecidas (todos son iguales a efectos administrativos), se efectuan pruebas adccuadas 
para descubrir quien domina a quien, o mas rigurosamente quien tiene ascendencia o influencia sobre 
otro. Una vex efectuadas estas pruebas se resumen los resultados mediante un grafo, de tai forma que 
si la persona i influye sobre la persona j entonces existe un carnino dirigido i —» j. Ahora bien, este 
grafo se lleva a la respectiva matrix de incidencia, y se plantea Io siguiente: Mlrando solamente el grafo 
Lse puede encontrar una formula matematica para descubrir a la o las personas con "pasta" de lider?, 
^la o las personas que son bastantes influenciables?. Supongamos que la persona i no tiene ascendencia 
sobre j, pero la persona k tiene ascendencia sobre j, y ademas i tiene ascencencia sobre k, entonces 
con esto estamos seguro que la entrada (i, j) de la matrix de incidencia al cuadrado tendra un valor a 
lo menos de 1 (^Porque?). Este analisis lo explicaremos mediante un ejemplo. Supongamos que a seis 
personas se le aplica una baterfa de pruebas sicoldgicas y se concluye que el grafo que representa la 
relacidn "tener ascendencia sobre" es:
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(7.2)245

Este resultado se puede

41

5.

= II)’0

3

2 41

5

Las signicntes matrices

.—‘ 2 
saber

„ la matrix de incidencia, y compruobe 
valor coincide con la suma de.todos los

- - 3 CD

a la matrix B,

5—1 —• 2 . y

com pro bar al representar cl grafo asociado

2. Encuentre los grafos asociados a

EJERCICIOS 7
1 Para el siguiente grafo determine las potencies 2, 3 y 4 de la 

etn"a comblna.iones posib.es d, «

los tiempos o saltos 2, 3 y 4.

y se observa qne el resultado es debido al quint.o 1 
Este quint.o 1 de la segunda fda en i 
1 de la cuarta cohimna cn rclacidn a

observando esu producto se ve .p.e In eontribucion para fornnar d resnltado esta a cargo dpi prin«r y 
cuarto I respecto <ic la matrix fila, y elprimcr y cnarto 1 de la niatnz columna •• L» fi la en esla mat™ , 
que represents a la quinta,' representa dos movimientos, a saber 5 1 -y 5 * ■ ,.y ut rna.riz <.o ur
qne coorresponde a la segunda columna de la matrix B-.lcscribe los s.gwentes dosrm™m*mt«. r 
y 4 —a 2. Luego tenemos los unices dos movimientos de dos tiempos o dos saltos (o 2-wdenn), a .

0 o

los dos unicos movimieritos eu dosy se verifica que efectivamente las 2-cadenas de<7.2) representan

pm-a'otra entrada. do !a matrix & de (7.1), por ojempio ia ^). 
Esta entrtla es el resultado entre el producto de.ln segunda fila por la cuarta columna de la matrix. B, 

esto es

/Q\ 
0 
1 

■()

‘ \'I / - ' ’ !v ‘ '' ' '

J. 1 de la matrix fila y al quinto 1 de la matrix columna. 
7elacinn a la matrix B describe cl rnovimiento 2 -- 5, y el qmnt.n 

L la matrix B describe el rnovimiento 5 — 4, luego oxiste mi muco 
rnovimiento de dos tiempos desde el vcrticc 2 a! 4, y este es 2 — 5 - 4.

2

posib.es
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De manera general si

= a ■ d — 6-c = 0

y b = X • d, y con esto se demueatra que

-J- d) 3 • rfet— a.j2 • detcl ' detdet

Veamos como opera esta definicion en el slguiente cjemplo: Sea la.matriz.

(8.2)

entonces

+ 3 - det■— 1 ■ det= 2 - detd,et

= 2- (-10) - 1 • (1) + 3 • (7) = 0

(8.3)

— 1 -.det— 3 • det= 2 • detdet

= 2 (-18) -3- (-16)- 12 = 0

J

2
1

—2

2
1

-2

1
-2

1 
-2

an 
a21 
a.3i

1
4

-I

G]3

°32
®33

2
4
6

3
2

-3

3
0
3

a22
<132

4
-1

b 
d

0
3

®23
<133

2
4
6

1
■ 4
-1

3
2

-3

<121
<131

6
5

<!-23

<*33

0
3

4 
-1

3 
0
3

-1
6

. 5

aj]

asi
a22
<132

C12

<*22
<*32

4
6

-i'
6
5-

4 
6

6
5

2 
-3

donde podemos com

utia fila es

una matriz de 3 x 3 de la siguiente

a componentc, entrc la primera

2 
-3'

Veamos o^ro ejemplo. Sea la matrix

entonces j = A, algun A/0. Luego a 
multiplo de la otra.

Por una "razon dogmatica" vamos a definir el determinante de 
forma:

= A • c

Recordemos que en el case de 2 x 2 si el determinante es cero entonces las filas de la matrix son 
linealmente independientes, ahora observemos atentamente que en la matrix (8.2) la t.ercera fila es la 
misma que la primera, salvo que esta multiplicada por —1.

det[a
\ c

en la matrix (8.2) la t.ercera fila

probar que la tercera fila es la suma, componentc 
fila y la segunda fila. Vamos a calcular el determinante de (8.3)



5.3

Mfi)M-3)

F3(-l/3)

det A. = det

una matriz de 4 x I, <?s justo deeir quo los calciilos

det

resuitado un vector

determinantes de 3 x 3, deberia ocurrir qne el valor de este determinante

det

1
1
1

-3

1
0 
0

-3
- 1

1
1

1
0

-6

1
-3

1
1

0
0
0

I
1

-3
1

1
-3

0 
0
o /

0
0
0

1
1
1 

-3

1
0
0

2
0

-1

1 
0

‘1

3
—6

• 1
' 9-

-19 |

.4 |

-5 I
—3' >|

<*13

C23

4
-3

5

2
0

-13

4
-3

-19

' 4
-5

1

Oi4d<:M]4

<1)4

= a, | det .411 — a ^det-Aw + awdetA m —

2
1

0 0

2
■' 6

-13

0-24

<’■34 
n.44 /

I 0
I 0
I" 0

I "
I 0

0

fila que es ...
fila cs combinacion lineal de las restantes filas. Luego si extendemos el result.ado que obtuvunos para 

es rmlo. Hn efeelo

1
1

1 ■ -3

1. 1

al eliminar la priinera. Gia y la j— esirna colurnna.
son snnmnicute 

vida profesioTia.l- se hara 
El ejcmplo

2 4 |
0 —3 | 
1 -S' I

7 = 0, y de esta forma nos 
ninguna Gia es

I 0
I 0
! i)

a,12

®22
032- ®33
142 ^43

/-3
1
1

\ 1

En este ejernplo pbservemos que-la suma de his ties primeras filas nos entrega como
igual que la cuarta fila, excepto que esta multiplicado por —1; de otra forma la cnarta

/ an
<121
£31

\a.4i

donde .4], es la matrix de 3 x 3 que se obtiene de A
Antes de haccr un ejemplo en 1  

tediosos y, en lo que respecta a este curso -y estamos segurb que en su 
en contadas ocasiones, por lo general este compiitb Io’ efectuara el ordenador personal, 
prometido, calcuiar

—3defc.4]]. — rfeMj? 4- d.pt.A\2 ~ dctA.},\.

y. de esta ultima matriz ampliada se deduce facilmente que a .~ fl 
aseguramos que las filas de la matriz A de (8.4) son linealmente independientes, esto es 
combinacion lineal de las restantes o de ella misma.

En definitiva, podemos extender nuestro resultado a todas las matrices de 3 x 3 sin necesidad de 
demostracion rigurosa que, si el determinante de una matriz (de 3 x 3) es igual a cero entonces la. matriz 
tiene a lo menos una fila que es combinacion lineal de las filas de la matriz, y si el determinante es 
distinto de cero entonces ninguna fila es combinacion lineal de las filas de la matriz.

Demas esta decir que existe toda una teorfa bast,ante amplia en lo que se refiere a determinantes de 
matrices. Sin embargo con nuestra modesta definicion dogmatica seguiremos avanzando en lo modular 
del Algebra Lineal y sus aplicaciones. Algunos aspectos relevant.es de esta seran ehtregados en los 
ejercicios.

;Como podemos definir el determinante de una: rruitriz de 4 x-.4?, del siguiente modn:

/! 2 
0 1 

\0 0

relevant.es
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Es inceresante, por lo facil, el calculo del determinante de

det = a,\\det

’"Inn 'A «r,2XOnl Gn3 <T-n4<ln2 flrl3

= du • ®22 ' det

■ ’ ' ®nn /
XOnS On5On4

, en que su determinante esPodemos verificarlo para la matriz

= 2 • 4 • 7 = 56= 2 • detdet

6\ 
1
0

/an
<212

®31

2 
5

2
3
5

0
0
7

0
4
6

0 
0 
7

3 
0
3
9

0
0
4
7

f <122

<232
<242

< a33 
<243 

<253

0 
d44 

<254

0 \
0
0

4 
0
4 
6

0 \
0 
0

EJERCICJOS 8

■ 1. Daremos una forma alternativa para el cal on I o del determinante de 
nxn '

0
<233'
<1'43

0 •
0

<155 ‘

2 o
3 4
5 6

2 
3 
0 
2

1
3
5

2
5 
0
4

■ • • =s'ail • <122 • • • nnn

4 0
6 7

una matriz cuadrada. A de orden

5
2
3
3 6/

0
4
6 . 7

una matriz sobretriangular. En efecto

q.,j - detAij

<l nn / ' '

1 
1
2
8

Nota: El valor de esta nueva definicidn es que permite expandir el determinante eligiendo una fila que 
tenga "mas ceros”.

n
detA = ^- î+] 

j=i ’ -

donde A,; es la submatriz de A form ad a al eliminar la i-esima fila y la j-esima columna de A, y es 
la entrada (i, j) de A.

Verifique esta formula para las siguientcs matrices (esto
minante):'

0 • ■ ■ 0 \

0 / ■ . Q
a-M 0

0 0, •
<122 • 0

<232 <233

Antes de finalizar esta seccion queremos insistir en la propiedad esencial del determinante de una 
matriz, si este es cero esta significando que exlste a lo menos una fila que es combinacidn lineal de alguna, 
b todas, las filas de ia matriz. Y si.el determinante no es cero entonces ninguna fila es combinacion lineal 
del conjunto de filas de la matriz, y esto significa, en tcrminos. de un sistema.de ecuaciones lineales, 
que existe una untca solucidn. A continuacion se entrega algiinas de las propiedadcs mas nsuales sohre 
determinantes.

es, aplique las dos definiciones de deter-

sistema.de
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Capftulo 3

aplicacidn.

con a, € R. i = 1,2,n

De inanera mas general

3 
4

1
2 131IS /

/ (11 \

(1'2

A modo de fijar ideas vamos a
1 3
2 4

Matrix Inversa 
y Transforrnaciones Lineales

Resumen. Lo esenci al en este capitulo es la fundamentacion, sin demasiado iormalismo, del isoinor- 
ftsmo entre una matrix y su transformacion lineal adyacentc. De hecho al tratar una matrix cuadrada 
como una funcidn se entrega el concepto de matrix inversa. Esto cs lo qne trata la section 1. La 
section 2 obedece mas bien a cierta inercia hist,orica para la'presentacion de dos metodos de calculo de 
inversa. Sin embargo el metodo de Las transforrnaciones elementales per fila, nos sirve de excusa para 
reforzar el concepto de Independencia (y dependencia) lineal. En la section 3 se estudia la definicion 
de transforrnaciones lineaies y sus propiedades ms relevantes. y en la seccin se presents ia metodologia 
de como encontrar la matrix (asociada a la base canonica) de una transformacion lineal. Se termina el 
capitulo con un breve analisis del range de una matrix entregada an -la seccion 5 y con una 
de este concepto, en la seccion 6, a la inversa generaiizada.

1. La matriz cuadrada como una funcion.
Sabemos que una funcion de R en R admite una inversa si y solamente si dicha funcidn es 1 a 1 o 

intyectiva. Por ejemplo, la funcidn x’4-3 es inyectiva. Esto quiere decir que no. existen dos valores
Xj y X2 distintos tales que /(a-’i) = puesto que si asi lo fuera, entonces -4-3 = x-2 4-3 y se concluve.
que Xj = x?. Con esto aseguramos que cada imagen y. segun la funcidn f, tiene una unica pre-imagen x. 
Luego es posible definir una funcidn de tai forma que al valor y le asignemos el valor unico de x. En el’ 
caso de nuestro ejemplo el calculo de ia funcidn inversa se realixa del siguiente modo: /(x) -- y —-x-r-d 
entonces x = y — 3. y se hace f"'{y) ~ y — 3. Notemos que = f\.y 3) — (y — 3) 4- 3 “ y
ademas f~\f(x')) = f '^x 4- 3) -•= (x + 3) -- 3 = x. es decir la composicidn entre ambas funciones por 
la derecha o por la.izquierda produce la funcidn identidad. La funcidn identidad es I(zy— z para todo- 
z numero real.

Ahora bien, esta misma. idea de funcidn inversa la utilizaremos para cierto tipo de funciones mas 
complejas, definidas en el espacio R’‘ y con valores en Rn. De mornento vamos a definir el espacio R 
como el conjunto de las matrices "flacas". esto es de las matrices de n bias y una columna. Un elemento 
generico de este espacio es ' 1

\(ij

trabajar en el espacio R2. y consideraremos el vector (1. 4)£ y la 

matriz AL= j J > ahora si efectuamos el producto entre esta. matriz y el vector, cl resultado sera 

un elemento de R2. Esto es,
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(1.2)

y csto significa que

y se deduce que

iX'l

tt'2

= 0
•-= 0

£C1 -21
■^1 - =:>.

. / 1 ‘3\ / \ /0\
\ 2 4 ) ' \ 7/j2 / \ 0 )

y recordemos que este sistema tiene una unica solucion si el determinanre de la-matriz.A es discinto de
cero. En electo • -

A 0

f Se dice que el sistema es homogeneo cuando M ■ x = 0 siendo M una matrix en general de orden 
■p x m, y es claro que una solucion es x — 0. Ahora si M es de n x n y ademas detM.r5 0 entonces f'la" 
solucion es x = 0.

V2 -ij

A • x. - y A - x2 -y

y entonces no podria existir una inversa ya que para el vector y <.que valores de entre Xi y x2 deberiamos 
asignarle?. Luego para que A tenga inversa necesariamente debe ser una funcion myectiva, esto es s, 
A • Xi = A • xa entonces Xi — x2.

Ahora si A es inyectiva, entonces A • Xi — A • x2 = 0, que es equivalents a A • (xi — x2) -- 0, y 
sabemos que este sistema homogeneo tiene una unica solucion si y soio si (ZeiA 5= 0: ?Xh6ra si en efecto 
el determinante es distinto de cero, se tiene que la solucion unica del sistema es Xf- x2 = 0; y esto 
significa que Xi = x2. Por lo tanco A es inyectiva.

Ahora que hemos precisado la condicion necesaria y suficiente para que A admita una inversa 
(como funcion), el problerna que surge es7,C6mo calcular la inversa:. Estudiemos el probleina mediante 
el niismo ejemplo inicial. Habfamos dicho que la matriz

f ( 21\ ' . t. - .>
I z2 / ,\ ^2 /. . . •

por lo canto la funcion A es inyectiva y admite una unica inversa. . . . ■ -
Con este ejemplo hemos comprobado que la existencia de una funcion inversa para la funcion A 

(/') depende si el determinante es cero o no. Este resultado se puede generalizar.
Sea A una matrix de n x n, de tai forma que'un vector x de n x 1 se transforma en un vector y de 

n x 1 mediante A ■ x = y. Luego, en rigor, A es una funcion de R.fl en R.n. Ahora si esta funcion. no es 
inyectiva entonces existen Xi y x2 tai que

del Q ’ j =-4 - 6 = -2 + U

luego el sistema (1.2) admite una unica solucion, y es claro que la solucion de este sistema homogeneof 
es
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la niatriz

A • A ' — A 1 • A = Zjxs

Sea entonces A 1 = , y deberfa ocurrir que

y csco significa que

(1.6)

y no os diffcil Hegar a la solution

b a-= -2c = 1,

Entonces la matriz A 1 buscada es

1
0

pi/ :

a 
c

b 
d

-2 
1

0
\0

1

2

3
4

3 
2:

a
c

1
2d..'

3>
4 >

\/2 
-1/2

3
4

ponemos este siscema en forma matricial a

Il . o 
o

a -r 2b 3a 4- 4b 
c 4- 2d 3c -r 4d

n

= F'-'ix-- -4y.2x ^4y)
• 3 1

-- (-2(x + 3y) + ~(2x 4- iy), x -- ->y - ~\2x 4- 4y))
2 z.

0 0
0 0
1 2
3 ’ 4

3/2
-1/2 J

a modo de coinprobaciori efectuemos ei producto entre las matrices A y A-1

a4-26= 1
3a 4- 4b — 0

c 4-2^ =0
3c 4- 4d = 1

fin de aplicar el rnetodo de Gauss,

y en ambos casos obtenemos la funcion identidad. El problema ahora es determinar cual es 
correspondiente a la funcidn F~'. La respuesta no es tan sencilia. Vamos a actuar de la siguiente

manera: Si la matriz A = [ I equivale a la funcidn F(x, y) — {x 4- 3?/. 2x 4- 4y). entonces la matriz 

inversa de A, digamos A*1, debe ser tai que represente el efecto Fo F~l = F~loF = I, donde /(x) = x 
para todo x G R2. Y podemos notar que J2x2 • x = x entonces A"1 debe satisfacer la propiedad

-4

/i 2
3 4

0
0

P- 4'.,
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los caJculos tediosos que

/

0)(0 0 • ■ •Qfi ■ fi + Cli ■ fs 4- ■ ' • + Wp. ' fn

(1.9)

0)

- 0)s0f En efecto si (a lo menos) para una fiia de la rnarriz A, digamos ocurre que fj — (0 
entonces es claro que el determiuante de la matriz vale cero.

27.4525
50.3486

3/2
— 1/2

0.0021
-.6666
0.5671
—.6890
0.0345
-.5655

0.71212
0.34555
0.78912
0.1'5755

104.636
204.022

-108.802
-203.834
216.607

\-126.753

-59.4592
-112.137
.120.597
-77.6471

0.0003
0.7464
0.3693
0.8234
0.3303
0.4378

—27.0887 
-50.5077
■ 27.4212
50.7045 

-53.4320
35.6818

/0.2345
0.1999
0.3337
0.8999
0.2311

\ 0.9899

-70.2468 \
-137.457
72.5637.
136.352

-146.511
93.4274 /

0.3487\
■0.211'1
0.6327
0.4521
0;2287
0.6770/

entonces la solucion es

diniientos son 
partir de 6 x I

entonces podemos despejar el vector fi coxno

y esto significa que el vector es 
efecto. si ocurre que aa = = • • • =
hecho de que ninguna fila es la fila nula.

( xA _ (-2 3/2 \ f0\
(y/ V I -1/2,1 qiJ

Con este sencillo ejemplo le damos la importancia que significa el calculo de la inversa de una matriz. 
aun cuando veremos en proximos capitulos que la inversa de una matriz no. solo nos-servira para la 
resolucion de un sistema.

Antes de entregar dos metodos de calculo para la inversa. queremos hacer notar que ambos proce- 
i complicados "manualmente'1 para operar para matrices de orden grande, por ejemplo a 
6, y del tipo tecnoldgica como:

y cuando decimos complicados nos referimos a los caJculos tediosos que se deben hacer, y que con toda 
seguridad cometeremos algun error. Para esto es conveniente desarrollarlos con uh paquete computa- 
cional matematico., La inversa efectuada con el software DERIVE, de la matriz anterior, nos condujo 
al siguiente resultado: ' "

-22.8872
-41.4571
- 21.4837 
40.2131 

-42.4403 
29.0738

Primer Metodo: Transformaciones elernentales por fila.
Supongamos que la matriz Anxn admits una inversa, esto es detA / 0 y esto significa que las filas 

de la matriz A son linealmente independientes. Si {fi, fj,..., fn} son las filas no nulasf de la matriz A 
entonces. de acuerdo a la definicion de veetdres linealmente independientes (Cap.2. seccidn-2, ejerciuio 
5) se tiene que si existen o,, i € (1,2..... n} tales que ~ 0 entonces a, = 0 Vi € {1,2,.... n}.
Analizaremos a fondo esta definicion. Supongamos que lo anterior no ocurre, es decir existe (a lo menus) 
un ct\ 7^ 0 (si es preciso se hace un nuevo ordenamiento de Jos a,) cal que

combinacion lineal de (algunos de) los rcstantes {£3, f;j,.... fn}• Eh
— 0 implicaria f] — (0 0 ••• 0) en contradiccion con el

-0.2345 0.00912
-0.8779 ■ 0.55555
—0.0098
-0.0029'
-0.8213
-0.3829

59.196' 
113.047 •

—27.0637 •
-48.5635
52.0359

-35.7398
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A B =

BA

!

Fi A-

i-..

F2 =

y si multiplicamos esta matrix (ppr el ’ado Izquierdo) a la matrix resultante Fi ■ A nos queda la matrix ■ 
J_1 1- J _ J______ 1 * • •-n\ ' 'del lado derecho de la expresidzi (2.3),

r- -f2-(f1’.'a) =

- .Fs.-CFi-A)

0 
1

A la matrix del lado izquierdo'la denotaremos momentaneamente por B. Efectuernos ahora los productos 
AByBA

1
4
3

0
0
1

1
5/2

0

3 
-i
7

13/6 
-1/2

2
5
6

1
0 
0
1 
0
0

0 
1 
0

0 
0
1

. 7

0 
1

0
1 
0

0''
0
1 ;

3/2
41/6
13/6
-1/2 ) •

3 
-1
7

0
0 1

2
5
6

1 
4
3

1
4
3

3 
-1.
7

3
-1
7

y como podemos (
Fi(l/2). Ahora si a la*matrix Isxa le a] 
llamaremos F2, indicada a continuacidn:,

-31/6 
3/2 

41/6

-1
7-

0 
0 

0 1

3/2 1/2' 
..Q-.17/2 ,3/2; 
^6 . .7 . .3

/1/2 0 1\;
o r - o ).

\ 0 0 1/

y que con cierto abuso de notacion la llamaremos Fi, ahora multipliquemos esta matrix por la matrix
A y obtenemos:

1 0
-5/2 1

0 0

1/2 0 0
0 ■ 1
0 6

-1/3 
0

2/3 -17/6 J
Y es claro que la matrix B es la matrix inversa de A.

Explicaremos este metodo: Al aplicar la transformation elemental por fila Fi(l/2) a la matrix A 
y^a la matrix Is*? hemos obtenido sendas matrices. Ahora bien, la matrix obtenida de Igxs al aplicar 
^(1/2) resulta ser

1, 0 0 
-5/2 1 

0

. Z1 3/2 1/2A
[5 —1 4 
\ 6 7 3 \

-31/6 -1/3
0

. 2/3 -17/6

/2 3 1
I 5 -14
\6 7 3

1/2 0 1\ /2
0 1 0 5
0 0 !/ V6

observar la resultante.esda,matrix obtenida al aplicar sobre A la misma transformation.
.plicamos. la transfqrmacidn Fi2(—5) obtenemos la matrix, que

...... : ..

1 3/2 1/2^ 
5-1 4-
6 7 3 ,

Eri resumcn, si seguimos con este procedimiento, tenemos que por cada transformation por filas 
asociamos las matrices Fj, F2,..., Fp, que son las transformaciones necesarias para ilevar ia matrix A a 
la matrix Xaxs, en ese orden, se tiene que la equivalencia cpmo producto de matrices es:

Fp Fp-!. - ■ ■ F2 ■ Fl ■ A == 13x3 .. t .
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an = (—l)1+1de£ 012 = (-- 9-31

2
= -2

13o-ai

CofW =

luego

yl#(A) = (CoftAY

ahora calculairios el determinante de A,

= 64- det-3 -detdet(A) — 2 - det

y en definitiva

■A'1

niatriz de n x n a una fuucion de.R" en Rn.

9
0

-3

5 
6

4
3

-2
0

5
6

—I
7

31 
9 

/41

41
4

-17

-31 
-2 
13

V.

-1
7

/ 3
V
< 3
< -1

4^
3>
1^
3 )

1
4

entonces la matriz Cof(A') es

F(w) = z

13 
-3 

4. -17

-31/6 -1/3 
3/2 

41/6

que coincide coh el fesultado de la primera t^cnica.

3. Transformaciones .Lineales.
En la section 1 de esteicapitulo asociamos una matriz de n x n a una funcion de.R" eii Rn. 

a ver que las propiedades de linealidad de la matriz A las hereda la funcion asotiada.segun (1.7) .de la 

section 1. ,
Sea A una matriz de n x n, luego si x e y son dos matrices "flacas" denxly ay/?son dos numeros 

reales entonces la matriz "flaca" de n x.l, a - x.+jS; y,.es'ta bien.definida y puede ser multiplicada; por ■ 
la matriz A, esto es

vamds a calcular en primer lugar la matriz de los cofactores de A. SupongamoS que'Co/(A) — 
computando cada una de estas entradas,

= (-l)3-hldet

A • (a • x +13 • y) ■— a ■■ Ax 4- • Ay.

en razdn de las propiedades de multiplicacidn entre matrices y la multiplication de un escalar, por una 
matriz. Y puesto que A • w produce !p mismo que F(w), donde F se define segun A como

A 6 3.) = °0'22 — (—I)2 2det

13/6 
0 -1/2

2/3 -17/6

-1 4
7 3

«32 — (-I)34’2 det

<*2i = (— l^ctet

<.1S-I) =41
7 9 4 \<*23 = (-i)3+3det 7 J = 4

= (-l)3+3<fet ( 5 J)”-17
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y y = (1/1^2, Vs). c°n

luego

(axi + fiyi, asB2 + /?V2> 0) -

y eu

>s-'

F(or ■ x •+ /3’ ■ y) — F,(aa:i'+ >aX2 + 'aXs'+
.,: = (a®i + 0y\> 0^X2 -F /?V2 > 0) ■

demostracion rigurosa que la funcion definida 
’ == (Vi, 1/2)1 y> entonces

por otro lado

en (3.2) satisface la

a . x + 0 . y = (oxi, axi) 4- (3^1, ^2) = (a^i + £1/1. ^2 +

aplicando la funcion F definida en (3.2)! se tiene

1. F(x,y,z) = (x>y,0) :

y esta funcion es una transformacidn lineal. En efecto, sea x 
a,£ € R> entonces ' . . • :

a ■ x + 0 ■ y = (a®j + 0yi^x2 + + £l/a)

Vtaxi + (3yi .ax2 + M = (3 ■ (ax, + M + (ax2 + 2 ■ (ox, + Pyi) + 4 ■ (a®, +
= (a - (3*! •+ x2),+ £ :'(3vi + »).,«• + 4^) + * <2^ + 4^<-
= (a ■ (3xi + 2:2), a ' (211 + 4x2)) + (£ ■ (3yi + Vi). £ ' (2yi + 4j/2)) 

= a ■ (Sxj-4-x2 > 2xj 4 4x2) + £(3l/i + 1/2,2yi 4-4^)

— a ■ F(xi,X2) 4 £ ■ F(vi,V2)

La defmicion (3.1) caracieriza a todaa fundone, que naeen de una 1)
dada en el ejemplo anterior. Lo interesante es saber que toda funcidn que sastisface la Propl~“ 1J 
tiene una matrix adyaeente anociada. A eaten alturaa, entonces, es necesano dar la mgmente definraon. 

Si F es un funcion de Rn en Rn tai que

Sin embargo debemos hacer una t 
propiedad (3.1). En efecto, sea x = (®i,®2),y

(axi 4 £^1,^x2 4 £V2>0) = a - (jEi.xa.O) 4£ • (vi> 1/2.0)
' 4 a. F(xi,.X2,x)4£ •F(yi,'lfi8;«)

particular esta igualdad es cierta para z =^ x3 y w.= Vs-

F(a ' x 4 £ • y) = a • F(x) 4 £ ■ F(y), Vx.y € R’1. J C R

se dice que F es una Transformacion Lineal de Rn en Rn. , Rn
En general se puede definir una transforxnacidn lineal de forma mAs general esto es que sea de R 

en rXS? efecto, Si F : R* — R» tai'que F(a • x + P ■ y) = aF(x) + 0F(y), P^a todo x,y G R , 

^"ve^unZmpto Tetanrform^idn lineal. Consideremos el eepacio fieico quejo ^ecribe 

Bien R3 en cuanto a entregar la posicion ex,acta de un punto en el espacio. upo, g definir
proyectar todos los puntos de este espacio en el piano X-Y. Entonces nada mas seacdfo que defimr 

naturalmente la funcidn: s .
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(3.3)

y esto signifies que

obteniendose

==

aH 
021

Oil 

021

Oi2
022

.1 
0

X 

y 
2

/ X 
j y 
\ 2

V. 023 7 ’

X

y 
z

x + 0 • y 4-0 • 2 
0 • x + j/ + 0 • z

F(l,b,O) =-. (i;'0) 
F(oj;o) = (o, i) 
F(0, 0,1) = (0,0)

o ■ o\
1 0)

F((],0,0)^ (1,0,0)

F((0, 1,0) = (0,0, 1)

a 12 . 013

022' 023

e,= (0,0,..-,0,,0, ...,0)
i-6sfmapoeici6n . - —  

Consideremas el siguiente ejemplo, sea la. funcidn F(x, y, z) = (±, 2, y), demuestre que es transfor
mation lineal y encuentre la matriz adyacente. Eli primer higar vainos a probar su linealidad, para esto' 
^eremOS VeCt°reS ftrbitrarios y (l/i,^) y para a y 0 e R hagamos el siguiente

F(a(xi}x2,x3) -h 0(yi,y2,y3)) = F((a"ri + 0yi,otx2+ 0y2,ax,i 4-^3))

— («®1 + /fyi, axs + ^y3, ax2 -4- /^t/2)
--= hi(xi, x3, Xi) + 0(yy, y3: j^) 
= ^((rri, ^2,2:3)) +/?F((pi,S/21j/3))

y con esto queda demostrado que la funcidn' F es una transformacibn lineal. Ahora para determinar 
* matriz asociada a esta matriz debemoa calcularF((l,O, 0)), F((0,l,0)) y F((0,0,l)) y que segun la 

denmcion de F results:

(1 0 0\ •
es I 0 1 0 ) ‘ ^,otemos ^ue 1*3 columnas 

vectores (1,0, 0)(, (0, l,0)‘, (0, 0,1)‘ via la funcidn F

luego la matriz asociada a la transfdrmacidn iineal anterior

de esta matriz corresponden a las imagenes de los 
segiin (3.3).

Vamos a resumir el proceso de encontrar la matriz asociada a una transformacidn lineal.. Supon- . 
gamos que F es una transformation lineal de R» en R"> (para esto debemos comprobar si satisfe^ la' 
denmcion), luego la matriz buscada es,de n x m de modo que la columna i-esima es la imaged, via F,'
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cual cree usted, entonces, que sera la inversa de

R)

SJ3

V, ■

de la matriz inversa:

z
41

1
5
2

0 
0

1
1

0 
0 
0
1 
1

4
3
1

(3,0,0, 0)

(0,2,0,0)

(O’O^.O)
(0,0,1,2) ■ .. .............. -■* ■■ -.....

combinacion lineal de estos nuevos. Ademas escriba

4 6
3 8
1 0

/I
5
2
0. 0
0
0

0,, 0 
0 
3 
2 
0 
0

'2 ay .
<4 2J

/2 3 0
<>?. 0 pw 1

0\
0 I
1 l:

entonces trate de escribir cada vector canonico como 
(1,3, —4,6) como combinacion lineal de estos.
8. Resuelva el siguiente sisteina mediante el uso

2a; -+- 3y + 5.z = 7
—a: — y + 3x = 2
3a; 4- 4y 4- • z — 0

9. Resuelva el sistema sim^trico siguiente mediante el calculo de la inversa;

4x 4-- 4* 3z — 2
-• • ■ •• •• i- :' 5x' - 3y 4-: 2z = 3 • '•

3x2y 4- z - 5

6 0 0 0 0\
8 0 0 0 0 ■'
0 0 0 0 0
0 2 3 0 0
0 4 2 0 0
0 0 0 1 1

■ \o 0 ' 0 0 0 1 5/
6. Determine cual de las siguientes funciones es transformacidn lineal. Para cada caso positive encuentre 
la matriz asociada a tai transformacidn lineal.
a) 'T(x,y'y-— (x 4- y,2(x 4- y))
b) T(a:, y, z) — (z 4- y 4- z,x + y,x)
c) .T(x, y) = x 4- y () ' J, j (Cuidado, de R2 en
d) T(x, y, z) = (x 4- z, y 4- z)
e) T(®;y,z) = (a;2,sen(a:4-y)i2)-
f) T(a:,y, z, w) = (l‘,®4- w;z 4- w,x 4- y 4- z 4- w) • . .. .•
g) T(ir) = (x, x/2,x} 1 ■ ■ ■ ■■
h) T(®,y) = '(ax,0y) ' .
i) T(o;,y) — (x,cos(x 4- y)) . . '
7. Usted sabe representar cualquier vector (a;, y, z, w) como combinacion lineal de-Ids vectores candmcos 
de R4. Ahora usted hara algo m4s complicado, demuestre que los'siguientes-vectores.son hnealmente 
independientes (no se complique demasiado): . .
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G Y F‘S(-*)Ft2(-2)

F»(5)F3(1/S)Fs(-1)

con

. t

entonces matricialmente el sistema

llega al

A - v.

\vn /

6) 
6

14 >

2
3

-5

/vi\ 

v2

0 
0

6
2 
0

rl
0

<0
-e j
14 J

2
1

-5

6
2

-10

luego para resolver este sistema utilizamos Gauss-Jordan y donde es 

ceros puesto que J

sencillo deducir que se

1 2
2 1
4 3

er este sutema .... , - - - innece^ario agregar la columns de

sera inimitable respecto.de cualquier operacion elemental por mas,

1' ' 2
0 -3
4 3

1
0
0

1 2 6
0 3.6
0 -5 -10

este resultado llegamos al sistema equivalente 

a 4- 2$. 4- 
..4-

del cual se deduce que existeii infinitas soluciones.

(3 = -27 . . ........................

y una solucion particular distinta de la nula es a = 2.J3 = 2 y 7 = “J « 3?eSi' v*
ties filas no son lineahnente independientes, luego por °.men^ ® ^iera pUesto que ya sabemos que 
^"Xem^Tio^de iV^X)6Tresulta compHcado on verificar que lea dos 

primeras bias son lineahnente independientes. En efecto, supongamos que 
a(l, 2,4) 4-/3(2,1, 3) — (0,0,0) 

es equivalente a:

/I 2\ , x. /0\

21 (?H° \4 3) \0/

y haciendo las transformaciones elementales por filas pertinentes es 
sistema equivalente ,

/I 2 \ / \ / l’i

y uoe enirega la unica solucion es q = 0 y 0 - 0, de lo cual se deduce que el range de la™.tnz A es 

si apilcamos la defirricidn --onslst™= el ^mer^o d^- 

ealmente independiente de la matra, se traduce en • fil aliyacente al metodo

filas luce del siguiente modo

2-6 
-3 -6
—5 -W

1 2 
0 1 
0 0

67 ~
2-i =

,, a saber .

; a = -27

es a■- 2, )3 = 2 y 7 = “1 lo 1 •
lo menos el rango de la matrix A no es

verificar que las dos

respecto.de
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'•. ’ ■

su forma reducida escalonada es

13/7

0

i.

Rango^A) = Rango^A*) ■ > > H' ••

se tiene que

F =Iax2

La busqueda del rango de una matrix es equivalente a la resolucion de

.-Sr

i

0 
1 
0

1 
0
0

1 
2

iX
4 |
7 /

1 
4
7

No resulta diffcil convencerse que para una matrix A-,.de n x ri mediante operaciones elexnentales 
por fila se puede llevar a una forma escalonada del tipo

3\. -
—5

8
7/

1
3

—2
1

—2 
3 
8

2

3 
4

3
' /8

y su forma reducida escalonada es

3 -2
-1

3 -5

1 ' 13/7
-1 -2/7

y se concluye que el rango es 2.
Estudiemos el rango de la traspuesta de esta ultima matrix

(Ik*k F
\ 0 0

donde Ikxk es la matrix identidad de orden k’y/F-es una matrix de k x (n — fc). Para el_ejeinplo de la 
matrix ' ------

1 0 
0 1

1 
-1 -2/7

0

-1\
2 b 
0

La busqueda del rango de una matrix es equivalente a la resolucion de un sistema de ecuaciones, y es 
claro que los c&lculos de las operaciones por til as son largos y tediosos, por. Io que se aconseja realizarlqs, 
en un software matematico como el DERIVE. Aho'ra bien,' intentaremos anexar el.concepto de rango. 
a los sistemas de ecuaciones lineales y de este modo convencemos de los resultados que iniciaron esta 
seecion.

Supongamos el siguiente sistema .... —„

uj a- r.

1 • 3
2 -1
3 -5

.71 0
I 0 1: 

0 0
\o oJ o/ ‘ J ' 1 1 ■ ’

Con estos dos ultimos ejemplo hos atreveremos a dar un teorema sin demostraciom Si A es desnix<rn..i 
entonces .•rA j..
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2 y el .range de la matriz ampliada t ambien es 2.

r ?-

\.’v ■ •

32 —4

1

3

0

: :00 1

\0 .0. : .1/

1

•(Ifcxfc 0)-

f 7nin(m, k) es el menor vaJor entre m y k:

*»

(Ifcxfc 0)

luego el producto de estas dos formas escalonadas

-1/5

-6/5

0

2

6

7

0
0

Ifcxk 
0

• • . . • V 0 J :
de igual forma si B es de, k x n y es de range k, entonces su forma escalonada por filas debe lucir come:

IfcxJt 
o •;

0^

es de m x k y tiene range k entonces neczesariamente la reduccidn escalonada per

A

coeficientes respectivos de las dos primeras ecuaciones, sin embargo el coeficiente constante de la tercera 
ecuacion no es la suma de los dos coeficientes de las restantes ecuaciones. La matriz ampliada es

ii) El range de la matriz de diseno es ’ ’
En el ultimo sistema haremos la siguiente mpdificacion

+ Sy. — 
“ 1/ + 
4- 2y -

2x + 3y —. 4z = 2
x ~ y + z — .6
3x 4- 2y - 3z = '7 ' '

y observe atentamente que los coeficientes de las variables de la ultima ecuacion. es■4a-.,suma:.deflos

y este resultado nos dice lo siguiente: .
i) El sistema no tiene solucidn puesto que la ultima fila nos entrega la contradiccidn de que 0
ii) El range de la matriz de diseno es 2, y el rango de la matriz ampliada es 3.

No es dificil, entonces, deducir que para cualquier sistema se cumplen las aseveraciones del teorema 
que abrid esta seccidn.

A continuacidn presentaremos un teorema que nos sera de gran utilidad en diversas aplicaciones, 
especlalmente eri la Estadfstica: . •• <-
Teorema: Si A, B son matrices de m x k y fc x n y cada una es de rango k, entonces AB es de rango, 
k. Adem&s si A es una matriz de orden m x k cqxi rango igual al min(m, fc)ti entonces A*A.tiene el. 
mismo rango que A 
Demostracidn: Si A 
filas tiene la forma

-1 1 :

2 —3 :

y al aplicar Gauss-Jordan nos queda la forma escalonada
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■ i

A'-(AiA)"2At i '

A* A-’CA'^A*

A'r - A’1

es decir en el. case de que.A sea una matrix cuadrada y admits inversa est-a coincide con su inversa 
generalizada.

EJERCJCIQS 2. ..

1. Si u y v son vectores denxl, pruebeque la matrix' uv1, de n x n es de rango 1.
2. Pruebe mediantes vanos ejemplo que se satisface lo siguiente:
a) El rango de A+ es igual al rango de A I
b) (cA)+ = (I/c)A+ !
c) (A*)1 = (A‘r .
d) (A+)+= A '
e) Demuestre mediante un contraejemplo que en general (AB)+ B+A+.
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el piano cartesiano es:

y

X

GMfical.3

= (—4,4); u* = (2,1); (1,0);

• v

Grafica 1.4

• 3

numero real y una matriz, en este caso de 1 x 2.

*

• . i •

se denotara por una letra "con fledia", como por ejemplo v =
cualquier letra "con flecha1'). A objeto de familiarizarse con 
siguiente ejercicio.
Ejercicio 1. Graficar los vectores
y = (0,1); Hi ='(7,3).

Los vectores V == (1,0) y ~3 = (0,‘l)’estan representados graficamente por:

f Nos referimos al producto' eiitre un

el punto (0,0) hasta el punto (a;, y), y reprenentacidn en

... ' i ■

Con este pequeno abuso de notacion estamos identificando los puntos del piano cartesiano con flechas, 
que llamaremos vectores, orientadas desde el origen al punto que los define. Luego para hacer mas 
clara la diferencia entre puntos y vectores utilizaremos la siguiente notacion: Al vector generico (.t,j/) 

1 r (rc, j/) (obviamente usted puede utilizer 
estos vectores le sugerimos que haga el

v =5 rr •

S* - (3,0); = (1/2, —2/3); V

■ A continuacidn estudiaremos otras caracterizaciones .de los vectores. Considereinos el. vector v —

Observemos que cualquier vector v de la forma ~v = (q,0), con a numero real, se puede expresar 
como V = a • V, entendiendo y recordando que la multiplicacion de un numero real y un vector-fo"!/) 
est& definido como siempref.

k ■ (x,y) — (_kx,kyY

De igual forma un vector "u* = (0,fc), con k € R, se puede expresar como ii — fc • "J*• En conclusion, 
todds los vectores "v* == (k, 0) son multiples,: fc veces, del-vector .T.. Y todos los vectores u = (0, A-) 
son multiples, k veces, del vector "j*. ' ' >
Note: Del capitulo 3 se puede recordar que los vectores (1,0) y (0,1) forman la base candnica de R , 
es deck si v* — (x, y) entonces , &-------- -----
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(3, 4) y observemos el Angulo formado pbr el'vector y

4

3

Grafica 1.6
Aquf results claro que

cds(d)

y — v • sen(0)

entonces para el vector V de magnitud v que forma un Angulo d respecto clel eje X se tiene que:

F-V

0 X

se7i(0) ss

vector v* = (xyy) de magnitud o

. x = v • c£>s(9') ;

v* = (t; • cos(0), v • sen(tf))

siendo v = y/x2 + y2.
Resumiendo lo anteriormente expuesto, tenemos que para un 

norma v, se tienen las siguientes relaciones:

GrAfica 1.7
Es de vital importancia la definicidn de la orientacion del angulo 9 puesto que ella define el "sentido 
que tiene el vector. Observe la grafica 1.8, eh la cual el vector tiene magnitud 2 y hay un Angulo de 
30° entre el eje X y el vector (sentido a favor de las manecillas de uxi reloj), y entonces es un error 
considerar que V = (2cos30°r 2sen30°), la expresion corrects es V — (2cosl60o, 2senl60o), donde es 
sabido que cos 160“ = cos30° y sen 160°. ss'senSO6. de donde v = (—2cos30°, 2sen30o) y esta expresion 
recalca el hecho de que su primera componente (la proyectada sobre el eje X) es negativa en comparacidn 
con el vector "u que tiene la misma magnitud pero forma un angulo de 30° con el eje X (gr&fica 1.9).

Contihuemos trabajahdo con el vector V 
el eje X, segun la siguiente figure:

3 4
cos(^) = ~ sen(0) = -

5 5

Podemos afirmar entonces que si "v* — (x, y) es un vector de magnitud v entonces el angulo formado 
por el.vector y el eje X esta univocamente determinado por:

’ • ' - .'...I

x - z/jx y<— senlv) = —
V V

Es necesarid recalcar que la orientacion del angulo 9 es "del eje X hacia el vector v*w(en el sentido 
contrarip a las manecillas de un reloj), esto es graficamente:, . ’

vZ ■
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it

Gr&fica 1.12

u

Gr&fica 1.13

"u + v vV

v-uw
e

a
iT

Gr&fica 1.14 %

Las distint as rcpresentaciones para un vector "v* que be entregan a continuacid ’n son equivalcntes

V

los valorcs de x e y se Haman componentes del vector, v* y son fundamentales para la determinacion
del vector. Y esto justifies, de manera natural, la igualdad entre vectores: Dos vectores V y 7? son

v 
."v

^-w1

= Ax,y}
= {y ■ cosd) v ■ senff)
—■ x • ~i‘ • “j*

v ■ cusQ-i* + v ■ sen0-j*

u-V
7t/2\

■*............. ’

La diferencia entre vectores esl? — w=li4-(— 1) • w, es deck: si '11 = (a, b) y w — (c, d) entonces 
IF — W = (a — c, b — d). Geometricamente para el caso en que 11 = (1,2) y W = (3,1) se tiene,

, w ; '

■ ityi
J . .‘Z..7C'

Podemos decir que ambas interpretaciones son correctas mediante el siguiente razonamiento: Si 
trasladamos paralelamente el vector 1F — w de la gr&fica 1.13 al origen obtenemos el vector diferencia 
de la grdfica 1.12. La interpretacion "fisica’1 se ajusta mejor a los modelos que se veran en Cinematica. 
Antes de ver una 
como.suma diferencia y magnitud entre vectores.

V . . .

La grafica anterior es la interpretacion dada por un matematico. Un fisico realiza la.siguiente inter- 
pretacidn de la diferencia entre vectores:

v= + w*

aplicacion entregaremos un esquema donde se establece las diferentes operaciones,
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- s

V
L

U

utilizando la igualdad (1.1) obtenertios las sigiiientes relaciones para las incognitas wy a:

de mode que la direccion requerida esta determinada por el angulo

y la rapidez resultarite se obtiene mediante

que implies que

w

a = sen (—)

/ / ////////// 7 / / / / //////////////// 7 / 7///////// / •

v 
sena = —

u

a’V
s,- . X a,.-

mu • T / / / / / / / Tv/ /. >?, /.7/ / / /. /. z / / n n n~i

Ejercicios 3. Un bote tiene una rapidez de u m/hr y debe atravesar en tinea recta un rib que fluye 
con una rapidez uniforme de v va/hr £en que direccion deberia el bote entilar, y cual es la velocidad 

.resultante?, <,es siempre posible el viaje? . ;
Supongamos que la direccidn del bote se determina mediante un angulo a rrapeCto de una linea 

perpendicular a ambas orillas del rio, y scan X e Y los ejes elegidos segiin se indican en la figura 
siguierite- 't; .>x,

'' • ............... • • .r- >

u* = — u 3ena~i* 4- u c6sa~j ' ; V — v i ' ; vv = w 3

La velocidad resultante del bote la denotaremos por w, y se debe a la suma de la velocidad u y a la 
velocidad del rio "v, esto es

v7= TT + V - (1-1)
Sea |"u | = u. |\v j = w, y sean 

"u\ v? tienen los siguientes valorcs

y 3* i°s vectores candnicos usuales. Entonces se concluye que V,

w — ucosa ; v =.usena
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Y

X (cms.)

y es facil deducir las componentes de arnbos vectores, a saber

a* = (5coj30t’,55en30°) '

"b = (-2.5cos30o,2.5sen30°)

es sabido que cos300 = y que sen30° — por lo tanto

■ f Se dice-que d es una distancia entre vectores si satisface lo siguiente: ■ •
i) d(^v > 0 y la.igualdad ocurre si y solamente si.‘v*,=
ii) d( V*,

. iii)d(V, "u) < dCy>
cualquiera scan los vectores "v, ~u , y?, y dqnde d es una funcidn real con dominio en Rn x Rn.

. t^Agradezco al profesor Reirialdo Munoz, del Departamento de Ciencias Naturales de U.D.A, por la 
lectura de sus apuhtes de Cinematica, que es de donde provienen estos ejercicios, y.posiblemente ha 
ayudado en la orientacidn de esta seccion.

comocada termino de esta sumacs no negative, entonces necesariamente debe ocurrir que (t'i — w;)2 = 0 
y (vj — W})2 = 0, y esto significa que uj = Wj y V2 = W2> entonces se concluye que V — "w A manera 
de ejercicio demuestre que si "v' = w entonces jv* — v?| = 0.

Es sencillo intuir que la norma de una diferencia entre dos vectores nos entrega-una^medida de-la— 
proximidad entre ambos vectores.f

En resumen, si |V — w| esta prdximo al cero significa que "v esta proximo a vZ. Es necesario 

decir que existen varias medidas de distancia, la que hernos entregado en esta seccion se llama distancia 
o norma euclideana, otra distancia es la que hemos definido en el ejercicio 1 de la pagina 36. -

Ejerciciost
1. Un vector ~a tiene una magnitud de 5 centimetros y forma un angulo de 30° con una recta de 

referencia L. Otro vector b , en el piano determinado por li y L, tiene una norma igual a 2.5 centfmetros 
y forma un dngulo de 150° con la recta 1 en el sentido antihorario. Determinar el vector c = a +■ b , 
calcular su norma y el angulo que forma con la recta L.
Solucidn: La recta L rcprcscntarA cl eje X, luego al fijar los vectores cn rclacion a esta recta, donde 
estos vectores tiene un origen comiin y por este origen trazamos el eje Y, la situacion luce del siguiente 
modo:

i5(r\^
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ahora sea T?

el piano.

escala) del otro. Por

(9, -6)

(o> ty y

■3 \

v

-V

Grafica 3.1

notemos ahora que estos dos vectores ser&n perpendiculares si ocurre la situacion

Grafica 3.2

v* (3, -2) ; u*
entonces ambos son lineal mente dependientes puest-o que 

"u = 3 V 

(9,-3) = 3- (3,-2) , ,, ,
v* y "u* son linealmente dependientes entonces estos vectdres

(ci, ej) entonces se trata de encontrar.m,n tai que

(cj, cj) — m • (aj, aa) •+• fi ■ (fej, ba)
lo que se traduce en resolver el siguierite sisteiria, •

m • ai n ■ by ’ == cj
• • m • 02 + n • b-2 = ' c’a'

y es claro que este sistema tiene una ilnica solucidn en virtud. de que el deterrhinante de la matriz 
de -diseno es distinto de cero. Los valores de m y n se obtieneri de la mahera habitual utilizando 
Gauss-Jordan. 

En virtud del ejercicio anterior es necesario recalcar la nocidn geometrica-de -no-linealidad con- 
dependencialineal.

2. Dependencia lineal entre yectores. en
Supongamos que tenemos dos vectores en el piano, digamos u* y v*. Diremos que estos vectores 

son colineales si son linealmente dependientes, esto es si uno es multiple (por un escala) del otro. Por 
ejemplo, scan

La idea geometries adyacente es que si 
son paralelos.

3. Vectores perpendiculares en el piano.
Vamos a estudiar la condicidn de.perpendicularidad entre dos vectores. .Sean dos vectores .‘v* 

u = (c, d), luego la sutna "u* +■ V y la diferencia "u — V esta dada graficamente por.
--------- ■tT-vk

u
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la situacidn se visualiza en la figura 4.2, U ,

V
;p-

0

entonces u • v = A"v* - v, y se concluye que

-> — u-p

P
’u :Fr

^..^.Tigura^l , ' '
Designemos por "p* al vector obtenido al proyt'ctar p* sobre “v . Luego el vector p es linealmente 
dependiente de v\ es decir existe un A tai que

(u* - A • V) • V

y este valor de A es el factor de proj'eccidn del vector -sobre "v*.
Ahora el angulo V’ entre 5? y V se calcula mediante los elernentos de trigonornetna elemental. En 

efecto, segun la figura 4.2 se tiene que

4. El angulo entre dps vectores en el piano.
Supongamos que "u y v son dos vectores en el piano y que tiene la ubicacion 

la figura 4.1. Supongamos que el angulo entre estos dos vectores es 
valor de ese Angulo en funcidn de los vectores "u* y v*. ’

Figura 4.2

observemos que el vector "u — "p* es perpendicular al vector "v (y tambien al vector A • v), entonces 
”u* — A •/v' debe ser perpendicular a "v , esto es .

p* ~ A •

i en el piano segun 
j y. Nuestro proposito ta calcuiar el

U V
A r'35-—
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t2: entonces el

*•:'' ■

y en general para cualquier tiempo t,

(t2) • 7
costumbre expresar el vector posicidn simplemente ■

7(9)

Figura 5.2

y es sabido que

cos(0)

r
el arco de

lim 
AS—O

coa^d')

= rcos\

“r*(0 4- A0) -

(t2) • - t + r^ew

Ann cuando el angulo 0 dependa del tiempo t es 
como

Y*((9) = rcos(0') ■

(t?) = rco3(0 + A0) • *7* 4- rsen(0 4- £>0) ■ "j* — (rcos(0) • V rsen(0) ■

’r*(0 4- A0) — "r*(0) — r(co3(& 4- A0) r- co3(0)) ■ V + r(fen(0 4- A0) -- ^en(0)) ■ “J*

si este vector desplazamiento lo dividimos por A0 obtendremos

3en(0 + -sen(ft) 
A0 3

El vector “r*(0 4- A0) — -r*(0) denota el recorrido neto realizada por la particula (y no 
trayectoria que realiza). Vectorialmente

^*(0 4-'A0)-‘?

Ahora bien, describamos el vector posicion para cl angulo 04-A0 y realicemos la operacion siguiente 
r(0 4-A0)- r*(0), como lo indica el gr&fico siguiente,

~r (0 4-40)^
Xk r

T* -I- rsen(0) • j

r* (0 4- A0) - r*(0) 
A0 '~T

scn{0 4- A0) — 
~A0““

... cos(0+-A0) — co.‘»(0).------------- -----------------)• i +r(hmA^D

y este valor, nos indica la velocidad media de la particula al describir el arco determinado por A0, o 
si se quiere es la velocidad media desde la' posicidn "r*(0) hasta "F (0 4- A0). Ahora si hacemos tender 
A0 ■i—» 0 bbtenerrios la! velocidad instantaiiea de la particula en la posicidn rr*(0). A saber

fcos(fi 4- A0) — cos(0} s ,sen(0 4-A0) — sen(0) 
4 - i +r{ —- )■ J

.. coa(0 4- A0) — ~—
ZAt’

A modo de ejemplo stipongamos que el valor del angulo esta dado por la funcion 0(f) 
vector posicion para el tiempo t = 0 esta dado por

'r*(0(O)) = rcos(b) ■ rsen(O) ■ 7T —
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T = (0,1-0) . ,

4- 3 J + 5 fc '
 eu general

-------
z

iFigure 6.1

x.

? YX

(■vi.faiVs) Z

Gr^flca 6.2

YX

pT...----

luego el vector V admite la representacion

4- (ri’en(^»)sen(0))"J‘ -r (rcos(ip)') k

■vi

V2
U3

k •= (0,0,1) .. -

coinbinacidn lineal de estos tres

Los vectores candnicos en R3 son

Un vector en el espacio se

donde
r == ,| V| = + v3> es norma del vector V

d: es el angulo comprendido entre el eje X Y la proyeccion de "v sobre el piano XY. ff varfa entre 0 y 
27T.

V’: es el angulo comprendido entre el eje Z y el vector V. t/.' varfa entre 0 y x. Este Angulo nos indica 
en que hemisferio se encuentra la punta de la flecha de V.

Ahora con la ayuda de la trigonometria.elemental es facil concluir que

rsen('0)5en(^)
rcos^tp)

-X. «*-

t* = (lTl0,0) ,

y es claro que cualquier vector en el espacio se puede poner como 
vectores candnicos. For ejemplo

■ (1,3,5)--?

(x, y, z) as xl* + y f + z k

puede visualizar mediante la grafica siguiente:

z

En la Fisica y en el Calculo Vectorial es muy util la siguiente representacion para el vector "v 
f 11. 11- 11- nr '9-
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y — b = Aua

luego
x — a + Aui

(7.1)y = b 4- Au2

(1 4- A, 1 4- 2A, 1 4“ 3A) A € R

(7-2)

---------

A C
b

Grafica 7.2

x — a y-b
■■■ ss

Ml

y = 1 4- A2 

x = 1 + A3

z — a
U-i

Z—C— Aus

X- 14- Al

y esta ecuacion es Hamada la ecuacion normal de la recta.

Ahora vamos a desarroHar los eleraentos para determinar la ecuacion de un piano que para por tres 
puntos no-colineales. Supongamos que tenemos tres puntos A, B y C que no pertenecen a una misma 
recta, luego con estos puntos podemos formar dos vectores que seran linealmente independientes como 
por ejemplo a* = B -A y b — C — A, comb lo indica el siguiente grafico

B

La particularizacion en el piano cartesiano es claramente obvia, en este caso no existe tercera .compos, 
nente, luego las ecuaciones parametricas correspondientes son las dos primeras ecuaciones de (7.1).

Supongamos ahora (observando las; ecuaciones (7.1)) que las componentes u, del vector u son 
todas no nulas, entonces se tiene que

notemos que en particular para A — 0 se obtiene el punto (1,1,1); para A = 1, se.obtiene.el.punto 
(2,3, 4). En definitiva la recta estd formada por el conjunto de puntos de la forma

zi=c4-Au3

y esto significa que para que un punto (o:,t/,z) se precie de estar en la recta quevpasa por el punto 
(a,6,c) y que tiene la direccion indicada por el vector (ui.usjUa), debe satisfacer las ecuaciones (7.1). 
Estas ecuaciones son Hamadas ecuaciones parametricas de la recta. Notemos que para cada valor que 
le damos a A obtenemos un punto que pertenece a la recta con las condiciones dadas.

Veamos un ejemplo. Debemos encontrar la recta que pasa por el punto (1,1,1) y tiene la direccidn 
dada por el vector u* = “t* 4- 4- 3 k . Segun lo anterior, los puntos que pertenecen a dicha recta
est£n dados por . * ‘ '
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Recordemos que

costai)
b

de lo cual se deduce que

<9en(a) = ~ (cos(a))2 =
b

ahora multipliquemos este valor por |"al| b , obteniendo

| a*] b*
b

(7.4)

(7-5)

(7.6)sena

£ x V det

de lo cual se deduce quo
"a* x b = —( b

|2
~2

k 
as 
bs

z ■ 

ai

N
ahora si desarrollamos la ultima cantidad subradical en terminos de las compopnentes de los Vectqres

"a* y b, nos queda , . ,

li* x b = |'a,|

|2

2

’a* ■ b

H

x ‘a*)

7 
02 
63

sena = )"®*| b

(a’-b)

I—»l2 7

= a* | "b - (7 - b )2

2

; -(7| a | b . b*)2 = (a2 4- aj + ag)(6j 4- bl 4- 63) - (ai&i •+■ 02^2 + 03^3)2

i _ C* ' b 

M2

b

En definitiva hemos demostrado que entre todos los vectbres perpendicular.es al piano generado por los. 
vectores "a* = (a^, 03,03) y b = (fej, 63, bs) el vector "a* x b = (0363 — baas. 0361 — a^b^, a^b^ — a2b\j 
satisface la atractiva propiedad (7.6). 1 - •

Antes de ver la importancia de este vector "a* x b en la determinaoion de un piano, obsevemos lo 
siguiente: La expresion (7.5), como simple regia nemotecnica, es nominalmente igual a

Por otro lado vamos a calcular la norma del vector dado en (7.3), que es

(0263 — asbz)2 4- (aabi — ojba)2 4- (ai&2 — o^bi)2

y no es dificil deducif (exparidiendo) que esta cantidad subradical es igual a la expresion (7.4). Si a la 
expresion (7.3) la denotamos por •' • ■

. . ' . ..f •

"a* x b = (o^bg — aabj)-!* 4- (oabi — a\bs')~f 4- (a\b2 — osbi) k

entonces hemos probado que . . -

perpendicular.es
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ahora calculamoa el product© cruz

= — 6V — "J* + 11 kAB x AC det

0—6x — y + llz — 25

luego la ecuacion del piano buscado es

25—6a? — y 4- Hz

a

a

k
-1
-1

3
1 '

-5

Sin embargo, con cierta frecuencia, la notacidn usada es como una matriz de

. / ai \
02 :

-2
-1

n

i=d

n x l,..eato es

=. (01,02, ■ • • ,.On-lt On)

Observe que cdrrespbnde a la generalizacion de la norma euclideana i 
nos entrega una j

La suma, diferencia y product© entre un’escalar (nuriiero real) y 
raciones matriciales vistas anteriormente. Esto es, si a = (oi, • ■ 
y. a G R entqnces

"a* + b = (oi + by, • • •, a, ■+■ bj, ■ ■ ■, an +• &n)

en 2 y 3 dimensiones, y en definitiva 
medida de proximidad en torno del vector (0,0, ...,0,0).

’ un vector se entiende como las ope-
‘ .i 06 ' • ’ , > b = (dr, • • • , Oi • ' • > &n)

8. Vectores n-dimensionales
Encontrar una rapida aplicacion para los vectores eh el piano (2-dimensional) o los vectores en 

el espacio (3-dimensional) no resulta complicado puesto que es nuestro mundo fisico mas inmediato.. 
Hablar del vector V = (1,3,-5,7,’-2) de^dimensidn .5 no -puede tener el mismo tratamiento que el 
que.hemos visto para 2 y 3 dimensiones. Uha ruta de' escape es considerar estos vectores como matrices 
de 1 x n, y es en definitiva asf como lo hemos tratado en los capftulos iniciales/ Sin embargo podemos 
encontrar buenas aplicaciones si nos aseguramos que estos vectores de dimension n > 3 se comportan 
como los vectores planares o espaciales.

Un vector n—dimensional es una matriz de 1 x .n y que denotaremos de la forma

an~1 
\ On /

donde estfi. claro que uno es la traspuesta del otro. Salvo que indiquemos lo contra,rio vamds a trabajar
con la primera .expresion. La norma de este vector se define, como

con el punto A y el punto generico X = (x, j/,z)-que pertenece al piano fofmamos eb vector AX — 
(x — 1, y — 2, z — 3) que debe ser perpendicular a —6 i — 3 4-11 k . Esto es

(x - l,y - 2,z - 3) ■ (-6,-1,11)
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\/ vu W21 •

5^0det ■W2i Vni

V2n

(8.1)

esta ecuacion es equiyalente al sistema

ttlt’ln + + ■ ■ ■ + ttnVnnOn

y que en su forma matricial es

i 2—1

/vn
V12

ai \ 

02
Unl \ 
fn2

^iX 
as

V21 

v22;

j—1

y^a,V, = Vn

aj =: aiVH 4- ajusi 4- ••• ■+■ ani'nf ■

- : • \U12

En resumen, podemos asegurar que cualquier base de Rn debe;tener n—vectores linealmente inde- 
pendientes. A mode de ejemplo vamos a dembstrar que los vectores Vj = (I, 2, 3,1), v 1 ~ (2,1,0, — 1), 
Vj = (-1,2,0, 1) y ’vi = (0,0,1,1) constituyen una base para R4. En efecto, basta demostrar que 
estos vectores son linealmente independientes, y una manera de verificarlo es calcular el determinante

y puestos-que estos vectores sori linealmente independientes entbnees esta matriz tiene un determinante 
distinto de cero, y esto implica que el determinante de la t'raspuesta tambien es distinto de cero, es decir,

V21 • • • fnn / \ On Z \ On-/

y puesto que el determinante de esta matriz de diseno es distinto de cero, se tiene que la’solucidn es 
unica, y existen {a,} tai que se cumple (8.1). Y con esto queda demostradb (ii).
in) Es inmediato a consecuencia de (ii). : ■' j

La propiedad (ii) tambien nos dice que si {Vi, ■ ■ ■, Vn} es una base para R'1 entorices cualquier 
subcoieccidn (propia) de esta no puede generar a todos los vectores de Rn. En efecto, sin p^rdida de 
generalidad consxderemos la subcoieccidn {"v'j, • • •, Vn-i},' entonces es claro que no existen {a,.; i = 
1, • • •, n — 1} tai que

lo cual nos indica que el range de esta matriz tambien es n (rango complete). Tengaimos estoJen mente 
puesto que sera fundamental para la resolution de un sistema de ecuaiciones lineales.* Sea el'vector 
"a* = (an ■ • •, a,, • • •, On) € R”, vamos a demostrar que existen a, , i ■=■ 1 • • ■ n, escalares tai que

02 — + <>2022 H----------Q'n/Vni
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yrs.

‘a^'b ■ bi

. \bj

ortogonales. En efecto

•

v; = i

-‘=z.

V*2 =

cuya norma es claramente 1.
Ahora extenderemos el concepto de perpendlcularidad en el cspacio para vectores n—dimensionales.

Se dice que los vectores ‘a* y b de R” son ortogoriales si , .

Como ejemplo estudierrios si los vectores a* = (1,0,1. — 3) y b = (2,3,4,2) son

un conjunto de vectores

A modo de’ejeriipld corisideremos el vector "a1 = (1,2,1, 3) de niodo que su nonna es'| a<j> 
Entonces formamos el vector

a* • "b = 2 4- 0 + 4 -‘6 = 6‘ "

Z61V -
• n '

1 ” 22aifc'= °- - 
t=i ■ .

—> 
vn^]

se

(aj ■ • •'' a» ■

= 4=(11213,1)
V 15 4=)

4-5

■^v; ■

V1 • V1

5^-
v 2

Aclarados los conceptos de vectores unitarios y vectores ortogonales, podemos definir lo que 
entiende por un base ortonormal. Sea {ITi, • • • •, a*n} una base para Rn, entonces se dice que
esta base es ortonormal si cada vector de la base es un vector unitario, y si cada par de vectores de 
esta base son ortogonales. ,

Es claro que la base candnica es ortonormal, sin embargo el problems es ^como encontrar una base 
ortonormal distint a de la candnica?. La respuesta se traduce en encontrar cualquier base distinta de la 
candnica, luego esta se ortogonaliza y despues se normaliza. ^Cdmo ortogonalizar? r -

Supongamos que ~Vn} e9 una ba®6 arbitrari a de R", entonces el siguiente pro-
cedimiento, conocido como Proceso de Gram-Schmidt, nos entrega una base ortogonal:

i "v •

'■ r—i'>Results bastante tedioso demostrar-que efectivamente estos t v ,} constituyen

—»■' - —» . v 3 •
' V a = v 3 - 3y— 

v 2 ■



111

p =
1/./5

la traspuesta de esta matriz es

-P'..

Y =

\rn/

X =- y = Xi

\ 7Vl/n/ ..

0 
1 
0

°\°-
1 /

o 
l/v^

./1
0 

\o

/Xl \ 

X-2

0 
-1/-75 
•2/n/5

a la matriz A.

(1,0,0)) a% T (0,2//5,1/V5) y 
son los vectores dados ... ■■■_

9. Estimacion en Minimos Cuadrados.
En esta seccidn daremos una aplicacidn de los vectores n-dimensionales a la Estadfstica. La clave 

central del siguiente desarrollo dependera del concepto de perpendicularidad.En lo que-sigue vamos a 
considerar los vectores n-dimensionales "de pie"; esto es por ejemplo

/ Yi \
V2

V ppt =

propiedad: Gonsideremos los vectores claramente ortonorinales a i 
■5*3 = (0,—l/v/,5,2/\/5) y formemos la matriz P cuyas columnas

/I . 0 
0 2/\/5 
0

0 
2/-/5 ,
-1/\/5. 2/V^

Ahora efectuemos el producto PP', y se concluye que 
1 
0 
0

y no es complicadb. asegurar que P‘P = Isxs- .c,
Luego podemos concluir que si una matriz. cuadrada de. n x n esta formada por vectores nlas n— 

dimensionales de modo que estos vectores son ortonorinales, entorices la inversa de esta matriz es la 
traspuesta. Esta propiedad tiene buenas consecuencias. Supongamos que la tenemos una matriz P 
construida con la propiedad anterior (esto es que sus filas scan ortonorinales), den x n y sea A otra

• matriz de de n x n, y definamos el producto B — PAP4, entonces se deduce que
S™ = (PAP?) - • • (PAP*)--' ‘ (PAP4,) - ' ,

fnveces

asociando convenientemenle y reuordando que PlP = I se concluye que
Bm = PAmP4

esto es la operacion potencia m—esima sobre el producto PAP4 afecta solamente

Supongamos que en el estudio de cierto fenomeno se han.tornado mediciones de dos variables, digamos 
x e y, donde el riumero de mediciones realizadas es n, esto es

/ Vi \
U2
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dimensiones: Supongamos que podemos ''graficar" los.vectores Yyy -Tf'

J

(9.1)

puesto que Y Xb donde

(?)bX 1 x,

®n7

factorizando en b, obtenemos

entonces

(X‘X)lb = x‘y '

1

/I
1

\
X-2

) sea nulo es que la expresion entre 
igual al vector nulo (0 , 0 ), luego

reemplazando el valor de Y en

/b^X^y^X . -- 

y aplicando a esta igualdad la traspuesta se .tiene que

(b!x!xy - (y'X)'

'((Xb)' — j'c)Xb = 0

(b‘X‘ - y')Xb = 0

b'X'Xb y'Xb = 0

\1

la igualdad (9.1) rios^queda

(Xb-y)L-Xb = 0 ■■
/

trabajando con cuidado con la traspuesta y con el producto matricial nos va quedando

- (b*X‘X - y‘X)b == 0 \

una condicion suficienre (aunque no necesaria) para que este producto 
par^ritises, esto es (b*X*X — y'X), que es de dimension l x 2 sea 

' VX’X-y'X^’Oixi
. i

donde se especifica el vector Yf— y, y es claro gtie el valor de' |Y — y| sera miniino si el vector Y — y ea 
perpendicular a Y, es decir i

(Y’-y)‘Y = 0
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0.488190. De modo que.el model© quese desea ajustar

■ \ yn 7XYn/

Si calculamps la norma de Y — y obtenemos

(9.3)|Y-y|

y ss a 4- /3x 4- 72. La forma matricial de este model© es

Y, 1 Xi z>

Zn 7\Yn/ \1 x^

donde

bX =

X 1 Xn Zn 7

y la solution de este slstema es a — 10.4983, /? 
a los datos es

/YiX 
Y2

/I
1

/47.1125\ 
42.2306 , 
44.1834 
47.6007 
51.0180 
33.4432 
44.6715 
37.8369
42.2306 

X 44.6715 7

(Vi \ 
yi

zi \ 
*2.

a

1

/48\
40
48
43
53
33
43
39
43 

\45 7

xy
X2

a -
/3'
7 >

fY'\ 
Y2

/\ Xi Z1\
1 ' X2 : «2

y= 10.4983+ 0.488190X

Ahora si evaluamos esta funcidn lineal para los valores de x,, obtendremos los siguientes resultados, que 
los escribimos en forma vectorial y a la derecha ubicamos los resultados experimentales de los y,

p

10
a = 7 10466
\ 4=1

1 Xi . Zi

La tecnica de los miniinos cuadrados nos asegura que para el modelo y — a + /3x cualquier otro valor 
que demos a los parametros a y el valor que se obtendra para |Y — y| sera mayor oigual al obtenido 
en (9.3).

Lo interesante es que las ecuaciones normales (9.2) se obtuvieron independientemehte d'el'modelo 
lineal a estudiar, si bien es cierto que para fijar ideas partimos del modelo y — a +• /3x, el razonamiento 
esential fue de que en el modelo (teorico) Y =; Xb donde b es el vector de parametros la mejor seleccidn 
de b se obtiene exigiendo que los vectores Xb — y y Xb scan perpendiculares. , _

Veamos otro modelo lineal, supongamos que en qtro,fenomeno-se midieron las variables y*, x,, z,, 
Vi€ {!,.• • • ,n}. El problema es encontrar los valores de a, (3 y 7 que mejor se ajusten al modelo
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Observemos que esta coleccion V admite la sigulente pfopiedad "cerrada"

En efecto, observemos que

a

= x

3 GM:) (10.3)

/°
I 0
I 0 
\0

—4 
b 
8 
0‘

za 
0 
0

z \ 
0 I w J 
0/

x
a

ko

ax 4-
0

ay + /3w 
0

a?i\
0 1
Vi j
0 /

/ eI °I ■7r \io

2 
0 
3
0

0
y 
o>

/2 4
I 3 2 
A 4 8

lX\ | °>| I y | 
ko/

por ejemplo 16s sjguientes vectores pertenecen a V

1\
o| , + y

Esto nos entrega una definicion de subespacio (vectorial) de R”. Sea VCR*1 entonces diremos que V 
es un subespacio vectorial de R" si V satiaface la propiedad (10.2)

Siguiendo con el mismo ejemplo (10.1) es claro que cualquier elemento de V admite la representacidn 
siguiente

y no es necesario hacer cilculos tediosos para convencerse que los vectores a la derecha de la igualdad 
anterior son linealmente independientes, mas aun ellos representan a todos los vectores linealmente 
independientes que son capaces, de generar a cualquier elemento de.V. Se dice entonces que, en este 
caso, la dimensidn de V es 2 (siempre hay dos vectores linealmente independientes que generan al 
espacio V, que es un subespacio de R”)- 

Este sencillo desarrollo nos entrega las herramientas para determinar la dSnension de cualquier 
subespacio de Rn, a saber: Es necesario y suficiente encontrar una coleccion de vectores linealmente 
independientes de tai forma que cualquier elemento del subespacio se pueda expresar como una combi- 
nacidn de estos vectores linealmente independientes.

Consideremos el siguiente .ejemplo. Sea V el conjunto de vectores de R3 que seah solucidn del 
sistema

Va,j3 € R,Vvi, vj t V QfUi.+ jSvjS V

/° 
y I ° 
6 6

\0

x 
0

°\
0 I

I !/ I I o p* I 1 
ko/ f ko/ ko/

y tambien es claro que los dos vectores del lado derecho de la igualdad son linealmente independientes. 
Esta representation no es •unica, puesto que en general si a y 6.6 R no nulos ambos, entonces cualquier 
vector de V admite la representation
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donde claramente los vectores

Ahorabien, scan v y w dos elementosdeV vamos ademoetrar que para cualquier a, /3. G R, <>u+/3w € V.

entonces
k k

1 »=i ' .=1

si hacemos -y.

finalmente hacemos A, = 7* +.$ para obtener

i)

1*

t t k
ctv 4- /3w = 7iVt + +

4=1 t=l

k

w
i=l

/ 1 \ / 0 \ ■ - '

I 0 I I 1 I13 I . -2 I
\-l / \ 1 / ’ ' :

son linealmente independientes y por lo tanto forman una base para el espacio solucion del sistema 
(10.5) .... 

Lo que hemos hecho hasta ahora, en esta seccion, es conocer cuando un determinado subconjunto 
de Rn es un subespacio,' y como ehcontrar una base para este subespacio. En el proximo pArrafb 
estudiaremos el problems inverso, esto es dado un conjunto de vectores linealmente independiente 
vamos a encontrar el espacio ’’generado” por estos vectores y probaremos que es un subespacio vectorial 
deRn.

Sean •ui, V2> • • •, v* k vectores n—dimensionales de.-R" (con k < n) entonces estos v*, vj, • • •, Vk 
formar&n un subespacid (propio) vectorial, digamoa V, de R” donde cada element© v € V est£ carac- 
terizado por

y es claro que av + I3w G V.‘
En general cualquier coleccidn de vectores, digaraos {ti, V2, • • •, v*}, sea o no limeaimente indepen

diente, generara un subespacio vectorial de R", pero entonces no necesariamente constituira una base. 
Vamos a clarificar esto con un ejemplo. Nos daremos dos colecciones de elementos de Rn y en cada 
coso calcularemos el subespacio; generado, 

k
av + 0w = AjVi ; G R

It k
av + (3w = a y* a* v, + V* Avj = $2 + 52

«=J • ' 4=1 ' ’ 1 ‘ 4=1 ' »=xl

acKi y St — /?/?»» tenemos que

it

v = 52 aivi 5 a» G R 
*=1

Es decir Ips elemento de V son generadps de esta forma, por combinaciones lineales de {vj, • • • ,%>&}•

En efecto, v y w son necesariamente de la forma

fc "
V — 52

*=1
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Fs

F>
»

14QKg

Fj

Fr Fi£

Recordemos que U magnitud de cada'fuerza es F 

secuencia . . a  . .
entonces la suma de estas fuerzas es cero. De acuerdo a este modelo, con todas sus variaciones, resuelva 
los siguientes problemas: •/.£'

a)'Un-peso de 140 Kg. se suspende como se muestra-en la figufa.»Encbntrar la magnitud.d.e la tension 

T.  '

p4

1
F.-P

1 
12N

2. Si los vectores AB y AD son los lados adyacentes-del paraleldgramo ABCD, convenzase que las 
longitudes de las diagonales de este paralelogramo son jAB 4-AD] y |AB — ADj.

3. Hallar cl Angulo.formado por el siguiente par de vectores:

a) (l, 2) y (2;i) .
b) (3,5)y(-5,3) ... .

Pruebe que para cualquier par de vectores a* y b de R2 se satisface que:

b) De acuerdo a la figura siguiente, la fuerza N es la fuerza normal que ejerce la mesa sobre el objeto, 
es la fuerza de roce debido a la interaccion de el material de la mesa y el objeto que se opone al 

movimiento (el cuerpo no se mueve y tiene un peso eqivalente a 12 N), Fj y Fj 8017 fuerzas.extemas 
aplicadaa al objeto y ambas son de magnitud Fi = 10/V (Newtons) y FV— STV, respectivamente.El 

angulo 0 vale 30°. CalcularN y Fr.

■ ■■ ■>

F; = Este. modelo.es una.con-

:ia de la Segunda Ley de Newton: Si sobre un cuerpo actuari fuerzas. y el cuerpo no 'se mueve

0

modelo.es
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13/HalIar el valor de k para que los dos'plarios

Ara: — 2y + 2z ~ 7 = 0 4x 4- ky — 62 + 9 =■ 0

seaii-perpendicuiares entre si. -----

14. Hallar el Angulo formado por las rectas:
i

' {'

2. ‘Demuestre que " t-

1 
0 
1
1

0 
0 
1 
1

0 
0 
0 
1

0
1
3
4

z+9 
4’

1
2

-1
0

2
-1

3
4

2
5
1
4

2z -+• 3
-4

una base para el Kernel de la inatriz

0
1

-1
-2

;3

' -2

b‘.f>
J h-. r

/-I 
-1 

0
\ 1

x ,4-.5
l2 : -r

/l.\ 70
| 1 | I 1
111 11
\i/ \i

es una base para Rn. Ademas, a partir de esta, construya una base ortonormal para Rn.

3. Sea A una inatriz de n x m, se define el Kernel de A como el conjunto de vectores, x, de R’
que Ax == O. .Demostrar que el Kernel de A es un subespacio vectorial de Rn. Y ademas encuentre

Secciones 8 a 10

1. Encontrar una base para el subespacio de R4 generado por los vectores

4.f Un electrode de plata es sumergido en una solucion que contiene cloruro de sodio al 30%. Se realiza 
varias veces el experimento conforme a distintos volumenes de solucion de cloruro de sodio (V) medidos 
en ml. Para cada volumeh se mide el Potencial del electrodo de plata (E Ag). Se entregan los resultados

( 4\ _
. 8 U
’4 J '

k-3/

.m tai

Nota: Un espacio generado por un conjunto de vectores esta formado por codos los vectores que son 
combinacion lineal del conjunto de vectores.

f Agradezco al Dr. German Caceres, Director IDICTEG-UDA la publics-eion de estos dates experi- 
mentales que pertenecen a los diversos proyectos a su cargo.

T 1 '
L1'“:



125

Capitulo 5

0 \

A= 0 0

0 0 1/

0 \

A" =

y en este caso resulta claro que

sin embargo para la matrix
0

B P..
\0

i 
3

1
3

0\ 
0
1 J

1 
2

y no resulta complicado probar que

lira A*
n~’05

p(A) = anAn + • •'• + ajA + aolnxn ;-

Ahora bien, lo interesante serfs que tambiln pudiesemos evaluar esta matrix para series de, potehcia de 
la forma oo

Autovalores y Autovectores
Resumen. Laseccion 1 tratasobreelPolinomioCaracterfsticoyparaestoseestudiaelcomportamiento 
"polinomial" de las matrices diagonales, y entonces se pasa a las matrices que se generan mediante la 
relacion A ® PDF”1 donde D es una matrix diagonal. Ademas se entrega el concepto de autovalor. 
Eh la section 2 se estudian los espacios de autovectores asociados a Ids autovalores, se puntualiza en 
el calculo de las dimensiones de estos espacios vectoriales. EV polinomio minimal es estudiado:eri la 
section 3, y se entrega la relation existente entre las multiplicidades geometricas y algebraicas de los 
autovalores de una matriz. Se entregah aplicadones en la seccidn 4 del comportamiento asintdtico de 
An para dos casos concretos. Finalmente eh la section 5 se estudian las condiciones para que una matriz 
A sea diagonalizable, esto es sobre la existencia y calculo de una matriz P de modo que D = P'-’AP 
donde D es una matriz diagonal, con los autovalores de A en su diagonal.

1. Polinomio Caracteristico
En lo que sigue solamente consideraremos matrices cuadradas. Sea A una matriz de n:x n, para 

esta matriz podemos definir la nueva matriz p(A) donde p(A) = OnA” 4- • • • •+• o»A + oq, como ,k>.vimos. 
en la section 5 del capitulo 2,

Q, 0 
.0 0 
,0 b

i=l

el problema es que ni siquiera podemos asegurar la convergencia de limn, 
sencillo, sea la matriz diagonal

/(i)" 
o (1)" o

\ o' b 1/

An. Estudiemos un caso

0 2>
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ri.

det =1-2‘4

Entonces pafece que Iob elementos de la matriz diagonal-D tienen. mucho que ver con la matrix A.

D «

det(P(D - AI)P-1) = 0

P(D - AI)P

. >•

j .......................... •

por otro lado observemos que

y es claro que el determinante de 
en nuestro caso particular

3
~2

2

0 
2
0

/I 
det

? ' ■

(1-2)

Y con esto podemos asegurar que en virtiid de la igualdad que hemos fabricado:A — PDP 

det A — detD

una matriz diagonal es el product© de los elementos de la diagonal.

Sigamos insistiendo, es facil comprobar que si una matriz diagonal tiene un.cero eh la diagonal entonces 
su determinante es cero (y no 
matriz diagonal

= PDP'1 - APP-1 = A - Al

y se concluye entonces que para los rnismos A que hacen un cero en la diagonal de I> (y por lo tanto 
anulan su determinante) se cumple que -• ; -

1 
0 
0

nos preguntamos 2,de cuintas formas podemos anular un elemento de la diagonal?, la respuesta es 
sencilia, de tres formas, a saber si hacemos un cero para el 1, un-cero para el 2 y un cero para el 3. De 
otra forma £para que valores de A se hace un .cero en la diagonal de la matriz D — Al?, especificamente 
ipara que valores de A ’ (.

o o: 
0 . 2.0 
0 0 4

2 -2
0 3
0 ‘ -1

existe la inversa), entonces si ahora observamos atentamente nuestra

0\
6 )
4/
un elemento de la diagonal?, la respuesta

/I 0 0\ /A 0 0\
I 0 2 0 I - I 0 A .0 I
\0 0 4/ \0 0 A/

la resultante de esta matriz lleva un cero en la’diagonal?. Es claro que para los A exigidos, que eh 
nuestro ejemplo particular son A = 1,2,4, la matriz resultante en la operacion D — Al su determinante 
seri cero. Ahora bien, si realizamos la misma operacidn sobre la matriz A 2,obteridrcmos los iriismos 
resultados?. Si A es un elemento de la diagonal entonces es claro que

. det(A - Al) = 0

Recapitulemos algo antes de seguir. En el desarrollo hasta ahora es irrelevante los valores de las 
matrices D.y A, lo que es esendal es que ambos estan ligados por la relacion A = PDP-1, y nos sirvio 
para encontrar una insospechada importancia al polinomio

det(A — Al) ;

porque aun cuando A no'adopte la forma (1.1) estamos casi seguro que nos ent’regara informacion 
relevante, y en beneficio de esta duda es que al polinomio (1.2) le daremos un nombre:polliiomio 
caracterfstico de A.
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A

= (l-A)(A-5)3 .det A — Al = det

A

a6 R

luego el subespacio Vi estd. definido por

;a 6 R

el vector

Para el caso A — 5, resolvemos el sistema

3 
0

x 
y 
z

X 

y 
z

X 

y 
z

y una base para este subespacio es

3 -2 
“2

0

tiene infinitas soluciones donde x es un vector de n x 1. . .
Supongamos ahora que xq ea una solucidn, de las tantas. ‘del sistema (2.1), entoiices'

:) (?) -

' ' Ax'= Aqx ______

constituyen un subespacio vectorial de R”, y a'este subespacio lo designaremos por Va0. Y habran 
tantos subespacios como autovalores distintos tenga la raatriz A. A continuacidn veremos uh ejemplo. 
Sea z .

' 3 -2 0\ ,
-2 3 01

0 0 5/
se pide encontrar los subespacios asociados a cada autovalor de esta matriz, y ademas encontrar .una 
base para cada subespacio.
En primer lugar calculemos el polinomib caracterfstico,

■ . r''

/3-A -2
—2 3 —A

0

cuyo conjunto de soluciones estd dado porJ- w

Axo == Axfl '■
* ■»

a este valor de xq se le dice autovector de la matriz A asociado al autovalor Aq. 
Por otro lado, de la seccidn 8 del capftulo anterior, recordemos que el conjunto de soluciones del 

sistema (2.1) o del sistema ’ :

0 
0

. ,0 5 - A

luego los autovalores son A^ = 1 y A = 5. Ahora resolvemos el sistema para A] = 1, esto es 

/ 3 -2 0 
(-23,0
V 0 0 5
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(B - 51) =

0

y por lo tanto

(B - 5I)(B - 21) =

en

det I

J3

0 
0

0 
0

0 
0 
0 
9

0\
0 ’

1
4>

0 
0 
1 

—2

y evaiuemos este polinomio en la matrix Bt esto es

/ t3

6 
o 

1 - A 
-2

0 
0 

-3

0 
0 

vO 

Entonces este polinomio tiene las siguientes propiedades
i) se anula en la matrix B,
ii) las multiplicidades algebraicas de cada r&iz coincide

1 
>0.-3 

0 
0

0 
0 
0 

0 .0

(B-2I)’ =

/2
A= 0A Io

\0

= (A — 3)(A - 2)3

b\ 
o o ] 
o o I 
o 0/

  con las multiplicidades geom€tricas reapectivas.
Notemos ademas que el polinomio (A — 5)(A — 2)^ divide al polinomio caracterfstico. Lo interesante del 
case es que de todos los que dividen al polinomio caracteristico este es el menor. En efecto, observemos 
que los polinomios (A-5), (A-2), (A-2)2 y (A —5)(A —2), que son de grade menor que (A-5)(A-2)2, 
dividen al caracteristico pero sin embargo no se anulan en la matrix B. ;

Con este ejemplo estamos en cohdiciones de definir el polinomio minimal de una matrix cuadrada.

3. El Polinomio Minimal
Sea A una matrix denxn, con polinomio caracteristico p(A), entonces 

polinimio minimal de A si:

a) 77i(A) divide ap(A),
b) m(A) = 0,
c) m(A) es el de menor grado para el cual (a) y (b) ocurre.

Un ejemplo. Calculemos el polinomio minimal de la matrix

1 
2 
0 
0

‘ /b o o 
o 
0 
0

y la dimension de este espacio es 2. Y para este caso la multiplicidad algebraica de A “ 2, que es 3, no 
coincide con su multiplicidad geom£trica. Sin embargo este ejercicio nos permitira hacer la introduccidn 
a otro polinomio importante. Para la matrix. B anterior formemos el polinomio con los factores (A — 5) 
y (A — 2) pero ahora elevados a sub respectivas multiplicidades geometricas, esto-es

(A-5)(A-2)2

0 0 
0* 0 0
0 0 
0 0

primer lugar calculamos el polinomio caracterfstico

/2-A / : 1 6 • 0\
0 2-A 0 0|
0 0 1 — A 1 I
O' 0 -2 4 - A /

se dice que m(A) es el
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(A-

l

A ss

y para el subespacio Vj la base

A v2 =

(3.1)

*0

. como denotamos por vi, v2 y v3 los autovectores 
y aa tales que - .

>uuv con el caracterfstico.
deck la coleccion de los subespacios de los autovectores parti-

• •' — A

- --j v € V, O VJ S luego como 
desprende.que AjV —Ayv y esta

- . 3
OjXt) = &iAmvi 4- o^A^va + a3AmV3 

i=4

* Eg equivalente a deck que el polinomio minimal coincide 
f Esto signifies que U^V; = R" es C

cionan a R", puesto que Vj n V, = 0 i j-

la matriz . / «

Sea Aj Aj, y supongamos.que
6 Vj => Av = A^v. de lo que se <’ ' .

entonces reemplazando este valor en (3.1), nos queda

Lo ultimo necesita una demostracion.
v G Vi => Av = AjV, por otro lado v 
igualdad ocurre si y solamente si v = 0.

4. Aplicaciones: Comportamiento Asintotico
Supongamos que el el polinomip minimal.de una matriz A de n x n esU dado por m(A) 

^^...^^^^■■■(A-Afc^detalmaneraque-

mi 4-• ■ • + rhi 4-• ■ • '4-Tnfc = n . •

y OS claro que al reunir eatoe vectorea elloa son claramente independientea y por lo ‘anto 
base para Rs- Continuemos con la misma matriz para exphear el interesante resultad q q 
mostrar. ' ’ ■; • . , .

Supongamos que, por alguna razdn, estamos interesados en el producto

xm — Amxo
■ . 1 . , • 1 ,

donde Xo es, en este caso, un vector de de R3, luego com 
que constituyen una base, entonces existiraan di, aa « -

ajvi 4- 02v2 4- asVa

aporte para formal

ejemplo. En la seccidn anteridr trabajamos 

^2 0\
-2 3 0 ]

6 0 5 / • >

cuyo polinomio minihial es (A — l)(A— 5)? y para el subespacio tenemos la base

’■■(9

minimal.de
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M s

a € RV!

Vi =

\/ a

a € R 'V>, -

/\

: 1 , \ •

V2

/ -

a

; ’ ‘ a G RVa,=

/

1 
6

2
9

1 
3

2
3

a 
a5/8 
a9/8

/3a 
2

Trabajando de manera analogs con 
asociado es

*

[/ ° \

a2

y el espacio de las soluciones es

Vamos a calcular los valores caracteristicos de la matrix de diseno. Aplicandp un software adecu^do se 
tiene que los autovalores de la matrix son:

a^/3
2

y una base particular de este espacio es

y un vector particular, que es base, de este espacio es

/'A
‘5 
8

con el minimal; es ae la rorma *- -1 ——— -»
autovectores de la matrix que 'conformarAn una base para R3. Vamps a calcular ahora los eapacios 
vectoriales asociados a los autovalores. Para A

/a a

■ \l/

los restantes autovalores, se tiene que para A» = j el.espaao

^-1

V'
+ | se tiene- y para el autovalor .A3 =

, 1 V3. / V3’ 1
Ai -1 ; A2 - - . 9 ; A3 9 + 3 ■ -■

y puesto que la matrix es de 3 x 3, este resultadd nos dice que cl polinomio caracterfstico (que coincide 
con el minimal) es de la forma (A - Ai)(A - A2)(A - As). Y ya sabemos entonces que existiran tres 

. . * . __  •__ £_____z_ _____________ ras Vom™ » ralnular ahora los espaci1
= 1 se resuelve el sistema

5
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(3-4)

^X2-0X-kap(A) ~

A =

positives

J

• P j,n — fcPa,n—l

y se obtiene razonando como sigue: el numero de pajaros hembras jovenee es producto de los huevos 
que fueron puestos por las hembras maduras en el ano anterior n — 1. • <

Las ecuaciones (3.2) y (3.3) se establecen matricialmente como

k A ( \
0)' \ Pa,n-l / • : ■

que no hari llegado a la madurez sexual; y hembras adultas (a) que tienen capacidad de reproduccidn. 
Vamos a suponer que la tasa de sobrevivencia,a, es la fraccidn de hembras jovenes que.sobreviven de 
un ano a otro, y que llegan a la madurez sexual (esto es una hembra recien narida alcanza la madurez 
sexual en un ano, supongamos que de primavera eh primavera); y la tasa de sobrevivencia de una hembra 
adulta (madura sexualmente),/?, es la fraccidn de adultas que sobreviven a la primavera siguiente. Sea 
finalmente k el promedio de huevos que pone una hembra adulta al final de cada primavera y que 
sobreviven hasta el proximo ano (nacimiento efectivo). Con estas condiciones vamos a establecer la 
din&mica de este sistema. Definamos lo siguiente:

P/,n-i: a la poblacidn de hembras jovenes en el ano (n — 1)—esimo, y • >

Pa.n-1' a- la poblacion de hembras adultas en el ano (n — 1)—dsimo.
No results complicado deducir la primera ecuacidn

PM=«PM.l+J)Pw.t . (3-2)

que se obtiene razonando de la siguiente manera (entre otras): las maduras del ano n se generan por^ 
las jovenes del ano n — 1 que logran sobrevivir hasta el ano n, esto es aPy,B-i, mas las adultas del and 
n — 1 que logran sobrevivir hasta el proximo ano n, esto es /3Pa,n-i. La segunda ecuacidn es:

- (3-3) .

\ Pa,n / ’ \ Qi 

y como es usual en estas relacionea de recurrencia se tiene que

\P«,n/ V« ■?/ \^oj

Vamos ahora a calcular el polinomio caracteristico de la matriz de diseno. Tenemos que : 

—A k A 
a 0-.XJ

y el cdlculo de las raices se obtiene mediante ' . .

0 ± y//32 + 4ak - ’ ■
2

puesto que los factores fc, ex y 0 son positives se tiene entonces que la cantidad subradical es positiva, 
de io. que se concluye .que las raices, digamos Aj y Aj son reales y distintas. Ademas es claro que la 
cantidad subradical es mayor que 0 y por lo tanto los autovalores son de distinto signo., Supongamos 
que |Ai| > |Aa|. Tengamos en mente estos resultados.

Es claro entonces que para cada autovalor habr^n sendos autovectores,-digamos v.j y vg, que forman 
una base para R.2. Entonces el vector Pq (del extreme derecho de (3.4) lo podemos expresar:como una 
combinacion lineal de esta base, sea • . . . • . •

..Pq.— G1V1 + O2V2 (3*5)
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{1, • • •, fc), y que los denotamos por {vj, vg

asociados a Aj que es base de Vj

v/

asociados a As que es base de Vs

(4.4)

asociados a X* que es base de V* ' ' ;T '

D

Vamos a probar ahora que

0 •••
As ■ ■ ■

0 ■’< 

o •••

vi '
Vs

0
0
0

• Xn

Aj 
0
0 
0

Vr ' 
Vr+1

Ai 
0
0 
0

vt+i .'
V|+2'

0 
0
0 

A„

Ahora vamos a formar una ] 
que estos vectores son de n x 1, esto es

Vn ) ,

matriz, que llamaremos P( cuyas coluumas seran loo vectores Vj, recuerde

0 
Az
0 
0

VP

p = (vi v2. ••• ;vn)nxn /" . .5;;-

y formaremos la matriz diagonal D, ddhde los elementos enla diagonal serd todos los-Ai, As, • • • > A-n_i,‘An

(4-5)

— (AiVj AjVs Xnyn )nxnPD = (vi v3 ••• Vn) nxn

PD = AP
Nota: El siguiente desarrollo lo puede ir comprobando con lapiz y papel.
No es dificil convencerse que ■ ■

que aunque se repitan nos debeinos asegurar que la j—esima columna de la matriz P,-que es eLvector ' 
vy, corresponde al autovalor Xj, '

es n puesto que estamos aceptando (4.3). Supongamos entonces que seleccionamos.n autovectores 
linealmente independientes, lo mas fdcil es seleccionarlos mediantes sendas bases de coda VJt i € 

yn). ;La situacidn es la siguiente:

y puesto que Av, = AjVj se tiene que

(AiVi A2va ‘ ' AnVn )nxn = ( Avi Av2 • • • Avn )nx^

lo que posiblemente sea dificil es convencerse que el lado derecho de esta ultima igualdad sea

(Avi Avj ••• Avn)nxn «A(vi v2 ••• Vn)nxn
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V4 =

•. P

Is invp.raa de esta matriz es
p-1 «

de maiiera tai que

C =

; a, b € RV'>

;c € RVb

el minimal de la-

1
-4/7

2/7

• 1 
-1 
-1

P^AP =*

) son aaignados Iob valores de 
tierie que este polinomio es -----

c \ 
-4c/7 J ; c € R

V '
de cada subesp&cio sacamos sendoa autovalores, a saber

(:D (:) (
o -1/3 -2/3 

3/2 -1/21 3/2 -1/2
\0 -7/6 7/6

Debemos insistir que no todas las matrices son

0 
0 0 2 0 1 
0 0 0 5/

el polinomio caracreristico de eata matriz es p(A) « (A — 5)(A T 2)t, y al cafcular,el cap 
ei puimuwiu va _ izva sicni fintes resultados= Xe"cada autovalor, tenemos loa aiguientea r^ltadoa

/ a\ 
I 0 II b I \o/
/6\ 
I 0 I1 0 I

1“^
inde?"a™ £ aU~aeel polinomio

donde loa exponentea de loa factorea linealea para cada autovalor (o rate) 
las dimensionea respectivas, de bus espacios asocxados, se .. .
matrta C. De memento ~ 0

1 0 0\
0 2 0 ).

.0 0 4/
diagonalizables, veamos el siguiente contraejemplo: Sea

1 0 0\
2 0 0 ) 
0

1. 1\
0 -4/7
0 2/7 /

r
y entonces formamos la matriz

' /.’.*•** *' •
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6 1a emoresa CALBICOMrdistnbuidora‘de computadores, controla actualmente el 60/o del raercado 
de U SXd dej^Cdpiapo. iatoa del aho anterior mueatran que 88% de sue clientea 
a CALBICOM, mientras que’ 12% de bus clientes cambiaron a otras distnbuidoras. cm > 
Iob clientes de ia competed perihanederon leales a estas otras U ^te del
restante cambio a CALBICOM. Considerando que estas tendencies contmuau, determmese p 
mercado que corresponde a CALBICOM: a) en 5 anos, y b) a largo plazo.


