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El metodo simplex

4.1.1 El algoritmo simplex aplicado al problema 
de la coinpan .fa B M.

La compama B & M importa component cs para ensainblar dos tipos de com- 
putadoras personales, los inodelos klone A y klone B, y esta interesada en desa- 
rrollar un programa semanal de produccidn para ambos tipos de computadores. EJ 
modelo klone A produce utilidades de 50 ddlares por unidad, en carnbio el modelo 
klone B genera 40 ddlares de utilidad por unidad. Los ingenieros de la compama 
estiman que se dispondra de, a lo mas, 150 boras de ensamblaje para la produccidn

. Aunque el Metodo Simplex es un algoritmo de naturaleza algebraica, esta 
basado en algunos procedimientos geometricos bastante sencillos que lo transfor- 
man en una poderosa herramienta para resolver problemas de programacidn lineal; 
de hecho el LINDO/PC es un software que usa una version del simplex. Actual- 
mente existe una gran variedad de software basado en el Simplex, software que 
permite resolver programas de hasta 500 000 variables y otros tantos cientos de 
miles de restricciones. Una breve descripcidn del algoritmo nos ayudara a com­
prender cdmo, mediante este metodo, se lia.Ha el punto de dptimo.

En el dicho algoritmo, cada iteracidn contiene la solucidn de un sistema de 
ecuaciones que permite, a su vez, obtener una nueva solucidn a la cual se le aplica 
la prueba de optimalidad. Tai como lo hicimos con los programas de dos variables, 
una interpretation grafica es siempre util para comprender los conceptos generales, 
de tai modo que usaremos graficos con frecuencia para alcanzar nuestros objetivos. 
Cornenzaremos el analisis del metodo describiendo el procedimiento algebra!co que 
le es propio.
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El modelo matematico4.1.1.2

De acuerdo

el siguiente:

max

sujeto a las restricciones:

3^i +
20

8zi +

50a?i -j- 40a?2 + 0^! + 0s2 H- OS3max :

3a?i +
52 =

(>1) < 8a? i

150 
20 
300 

0

(1)
(2)
(3)

+ 5a?2 +
a? 2

+ 5a? 2

5a: 2 
2-2 

5a?2

En consecuencia el programa matematico es

z — 50a? i + 40a? 2

150 (tiempo de ensamble)
(monitores para cl klone B)

300 (Espacio en la bodega)

a las condiciones del problema llamaremos: 

a?! = numero de unidades del klone A 

a?2 = numero de unidades del klone B

un sistema de 3 ccuaciones lineales con 5 
un tai sistema? Recordemos

semanal, y los klones A y B requieren de 3 y 5 horas de tiempo de ensamblaje 
respectivamente. B & M tienen actualmente un inventario de solo 20 monitores 
para el klone B, por lo que no puede ensamblar mas que 20 unidades de este tipo. 
Por ultimo la compania dispone solamente de 300 pies cubicos de espacio para 
almacenar la produccidn y los klones A y B requieren de 8 y 5 pies cubicos de 
espacio, respectivamente. Se trata de determinar el numero de Klones A y B de 
tai modo que el programa de produccidn genere una utilidad sea maxima.

+ 53

2?] , 2’2, 5'1, S2, 53,

Para desarrollar el metodo simplex debemos escribir el programa lineal en su forma 
. estandar. Puesto que todas las restricciones son del tipo <, para llevar el programa 
a su forma estandar debemos ahadir una variable de holgura a cada una de las 
restricciones. En efecto:

Las ecuaciones (1), (2) y (3) forman 
variables. ^Que podemos decir de la solucion de 
que cuando un sistema tiene mas incognitas que ecuaciones, dicho sistema tiene

51 +
+
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La solucion basica4.1.1.3

3zi
(^) s2

•S3

(xi,x2,si,52,-S3) = (50,0,0,20, -100)

150 
20 

300

(4)
(5)
(6)8xi

una infinidad de soluciones. Desde el punto de vista algebraico podemos decir 
que, el metodo simplex es un algoritmo que sirve para resolver sistemas de 
ecuaciones lineales que tienen mas incognitas que ecuaciones, es decir, que tiene 
mas incognitas que restricciones. Y permite, ademas, identificar una solucion 
que hace optima a la funcion objetivo.

El lector deberia esperar que un tai sistema tenga soluciones negativas, es decir, 
que al menos una de las incognitas, Xi, x2, etc, tenga valores negatives, cuestion 
que contradecin'a las condiciones de no negatividad de las variables. Esto significa, 
simplemente, que no todas las soluciones del sistema son soluciones factibles para el 
prograrna lineal. Pero, cuando se resuelve cl sistema mediante el metodo simplex, 
este permite eliminar las soluciones que no satisfacen dichas restricciones.

Puesto que en nuestro problema m = 3 y n = 5, resulta que n-m = 2, es decir, 
podemos darle valores arbitrarios a 2 variables libres y obtener una solucion del 
sistema. Sin embargo, puesto que nos interesan las soluciones basicas, que resultan 
de darles valores ccro a dichas variables haremos, por ejemplo, = 0 y Si = 0. 
En tai caso el sistema (A) de 3 ecuaciones con 5 incognitas se reduce a un sistema 
de 3 ecuaciones con tres incognitas; nuevo sistema que puede resolverse facilmente. 
De tai mode que si x2 = 0 y Si = 0, resulta el sistema:

Si un sistema de ecuaciones lineales tiene m ecuaciones y n incognitas, donde 
m < n, entonces pueden asignarse valores arbitrarios a las n — m variables 
libres y obtener una solucion del sistema. Para determinar una solucion 
basica se igualan a cero las n - m de las variables y se resuelven las m 
ecuaciones lineales de restriction para encontrar las n variables restantes

De la ecuacion (4) se desprende de inmediato que Xy = 50. De la ecuacion (5), 
que s2 = 20. Para calcular s3 reemplazamos el valor de Xi en la tercera ecuacion 
y resulta que .s3 = 300 - 8 • 50 = 300 - 400 - -100. Por lo tanto una solucion 
basica del sistema es:
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Soluciones basicas factibles4.1.1.4

= Fi(0,0,150,20,300)

Capac de alniacen
Figura 1

30
(5) (4)

20

*150(0,0)

x2
60 <

Materialet

IsbK Tiejjncpo de ensajnhle

37,5

El lector podria preguntarse por otras soluciones del sistema, en particular por 
aquellas que resultan de dar valores cualesquiera a las variables libres. Por ejemplo, 
observe que si aq = 20 y z2 = 10 el resto de las variables son Si — 40, s2 — 10 y 
s3 = 90. Veamos otras: si = 30 y x2 = 5, entonces, .$! = 30, 52 = 15 y .S3 — 35.

Sin embargo este tipo de soluciones no nos sirve. Estamos interesados solarnente 
en aquellas soluciones que sean basicas y que ademas satisfagan la condicion de no 
negatividad, es decir, estamos interesados en las soluciones basicas factibles.

La figura (1) muestra el grafico de la region de soluciones factibles para, el 
programa lineal de la compahia B & M. Observe que el punto O(a?i,.z;2) de co- 
ordenadas 0(0,0) no solo pertenece a la region de soluciones factibles, sino que 
es, ademas, un punto extremo de dicha region. Se puede demostrar que cada 
solucion basica factible es un punto de extremo del conjunto de todas 
las soluciones factibles del programa lineal en su forma estandar. Dicho 
de otra forma, existe una solucion basica factible por cada punto de extremo de la

Vimos que la solucion (aq, z2, Si, s2, .S3) = (50,0,0,20, —100) no era factible ya 
que una de sus variables no satisfacia la condicion de no negatividad. Sin embargo 
podemos obtener una solucion basica factible eligiendo a = 0 y x2 ~ 0. En 
efecto, hccho esto, resulta que: Sj = 150, s2 = 20 y S3 = 300. Por lo tanto 
una solucion basica factible completa, esto es, incluyendo aq = 0 y x2 = 0 es la 
siguiente:

Pero, obviamente, la solucion basica hallada no es factible, ya que una de las 
variables, (s3 = —100), no satisface la condicion de no negatividad. De tai 
modo que, segun la definition, una solucion basica puede no set factible.
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C^pari4*‘l <le almace n
Figura 2

D

•a He ennamhl*

X1BA 50

Primera tabla simplex4.1.1.5
La tabla simplex inicial contiene todos los coeficientes que aparecen, tanto en la 

funcion objetivo, como en las restricciones. For ejemplo si adoptamos la notacion 
siguiente:

30

E

2. La segunda es 
consider a do con 
puede regresar desde B

x2

60 <

Materiale*

1. La primera es que el siguiente punto, adyacente al actual, no se puede 
desplazar de A a C en forma directa. En cambio debe seguir los flan cos 
(o los hordes) del espacio de solucioncs, esto es: desde A —> B y despues 
desde B —> C. Fig (2)

que la solucion no puede regresar nunca a un punto extreme 
anterioridad. Por ejemplo, en la figura (2) la solucion no 

a A.

region de factibilidad. Y uno de los puntos (1), (2), (3), (4) y (5) de la figura (1) 
debe ser solucion del programa lineal.

Hemos dicho que la solucion optima de un programa lineal se lialla: en un 
punto de extreme. Puesto que existe una solucion basica factible para cada punto 
de extreme, podemos inferir que la solucio optima se lialla en uno de estos puntos. 
En relacion con el programa lineal de la compania B & M, existen cinco puntos de 
extremo, que corresponden a cinco soluciones basicas factibles. El metodo Simplex, 
es un procedimiento iterative que permite, a partir de una solucion basica factible, es 
decir, a partir de un punto de extremo, Hegar al punto de extremo optimo. Sabemos 
que, para hechar a andar cualquier proceso iterative, es necesario conocer un punto 
inicial de partida, en el caso del metodo simplex, se necesita conocer una solucion 
basica factible. A partir de esta solucion se van hallando, en forma sucesiva, 
mejores soluciones basicas factibles para el sistenia de ecuaciones lineales. Cuando 
ya no es posible mejorar la funcion objetivo, significa que hemos llegado a la 
solucion optima.

Existen dos reglas que rigen la seleccion del siguiente punto extremo cuando sc 
inicia el proceso de iteracidn.
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max:

sujeto a las restricciones:

+ ++ ®m2

tendriamos la tabla siguiente:

Solucion

[tabla 2]

an
«21

«12

022

+ ••• +
+ ... +

150 
20 
300

Observaciones a la tabla 2. 
cribiendola en notacion matricial.

+
+

bi
b-2

bi
bi

Variables basicas (base)

Si

S2

S3

Cn
Oln

^271

Om2

[Tabla 1]

ci

O]2

022

Cl

al 1

021

Cb
0
0
0

£2
40
5
1
5

S2 
0
0
1
0

S3 
0 
0 
0 
1

Si 

0
1 
0 
0

50 
3 
0 
8

01 n

O2n

C-l^i + C2X2 T • ■ • + CnXn

C’mn

Omn

bm

bm

Podemos esquematizar la tabla (2) cs-

Por razones de conveniencia, a la tabla (1), le agregaremos’dos columnas. A 
una de ellas la llamaremos Base o Basica y a la otra la denotaremos con Cb- En 
la columna base se enlistan las variables basicas del momento y en la columna 
se enlistan los correspondientes coeficientes de la funcidn objetivo para cada una 
de esas variables basicas. De tai modo quo la tabla simplex inicial correspondiente 
al problema de la compama B & M, escribiendo ademas, en una primera linea, 
todas las variables, es la siguiente:
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Solucion

B

[Tabla 3]

z1=0(3)-F0(0)+0(8)=0
z2=0(5)+0(1)4-0(5)-0
z3=0(1)+0(0)4-0(0)-0
^4=0(0)+0(l)+0(0)=0
25=0(0)+0(0)+0(l)=0

X1 
cf 
A

Base Cb
0

Le segunda de las dos nuevas filas la denotaremos por c.j - Zj y la denominaremos 
la fila de la evaluacidn neta. El calculo de Cj — Zj es el siguiente:

Para efectuar esto anadiremos dos nuevas filas en la parte inferior de la tabla 
(■2). La primera de estas dos nuevas Pdas la identificaremos como Zj y para cal- 
cularla se efectua el product© del vector CB con los correspondientes elementos 
de la j—esima columna de la matriz A. Observe que se trata del producto de un 
vector fila de (1x3) con uma matriz de tres filas y 5 columnas (3x5). Por lo que se 
obtendra un vector fila de 5 columnas, esto es (1x5). Es decir:

a) Note que en la matriz A (que tiene 3 filas y 5 columnas) las ultimas tres 
columnas tienen solamente unos y ceros. A tales columnas las llamaremos colum­
nas unidad.

b) Las tres filas de la matriz A corresponden a las diferentes variables basicas. 
Asi, a la fila 1 le corresponde la variable S] cuyo valor es bA = 150; a la fila 2 
le corresponde la variable S2 cuyo valor es b? = 20; a la fila 3 le corresponde la 
variable S3 cuyo valor es b3 = 300. Diclio de otro raodo, en la columna que tiene 
como encabezado la palabra base se anotan a S] como la primera variable basica 
y luego vienen s2 V 53, cuyos valores son 150, 20 y 300 respectivamente.

Recordemos que ya tenemos una solucion basica inicial y el metodo simplex 
busca generar una nueva solucion basica factible que corresponde a un punto de 
extremo. Puede mejorarse el valor de la funcidn objetivo pasando a una nueva 
solucion basica factible ? En general, la respuesta es si. Para esto se requiere 
cambiar el conjunto de variables basicas, cuestidn que se logra eligiendo 
una de las variables no basicas del momento (xi y a:2) para convertirla 
en basica (s^ 62,53), y una de las variables basicas del momento para que 
sea no basica, de tai manera que la nueva solucion basica factible arroje 
un mejor valor para la funcion objetivo.
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la siguicnte:La tabla (4) que resulta al incorporar estas dos nuevas

Sola cion

ITabla 4]

identifica la variable basica que sale ?

Base
51

52

53

0
0
0

Cb 
0 
0 
0
ZJ

Cj -

50 
3 
0 
8 
0

50

£2 
40
5
1
5 
0

40

51 
0 
1
0
0
0 
0

52 
0 
0 
1 
0 
0 
0

150 
20 

300 
0

53 
0 
O' 
0 
1
0 
0

filas es

ci — ^i = 50 — 0 = 50 
C’2 — = 40 — 0 = 40
C3 - 23 = 0 - 0 =
c4 — z4 = 0 — 0 = 
c5 — 25 = 0 — 0 =

Los candidates para la variable basica entrante son las variables no basicas 
actuales, on este caso, aq y X2- Aquella que se elija, cambiara su estado de no 
basica a basica, por lo que su valor aumentara de cero a algun valor positive, y las 
otras se mantendran en el nivel cero. El lector puede observar que cq — z^ — 50 
es el valor positivo mas grande en la fila c.j — z3. Por esta razon elegiremos aq 
para convertirla en la nueva variable basica. En consecuencia la variable X\ sera 
la variable basica entrante.

I Como se

La variable basica que sale se puede determinar directamente de la tabla sim­
plex (5). Observe que en esta tabla sc senala la columna de la variable aq, que es 
la variable entrante. Identificada la columna de la variable entrante, tacho (pon- 
ga una marca) on todos los elementos negativos y ceros de dicha columna, pero, 
solamente en los terminos de la columna de la matriz A. Note que en esta columna 
hay solamente un cero que tachar y quedan sin tachar el 3 y el 8.

Hemos dicho que en cada iteracion cl metodo simplex se mueve de la solucidn 
basica factible actual a una solucidn basica factible adyacente mejor, y .que este 
movimiento consiste en convertir una variable no basica (variable basica en- 

•trante), en una variable basica (variable basica que sale), y en identificar la 
nueva solucidn basica factible.

Cual es el criterio para seleccionar la variable basica entrante ?
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[Tabla 5]

[Tabla 6]

50 37,5 = 1875

Base
Si

s-2
S.3

Cb
0 
0 
0
T?

cj — zj

s2 
0 
0 
1 
0 
0 
0

segundos miembros 
de las ecuaciones

S3 

0 
0 
0 
1 

1) 
0

segundos miembros 
de las ecuaciones

150
20
300 
0“

si 
0 
1 
0 
0 
0 
0

150
20 
300
O'

^2
40
5
1
5
0
40

Columna de 
ent rada

a?i
50
3

0
8
0

50

S3 
0 
0 
0 
1 
0 
0

Base
Si

s2
S3

Columna de 
entrada p~| 

______Xi_____  
’ 50

3
0
8 
0

50

Cb 
0 
0 
0
Z3

CJ - ZJ

S2 

0 
“(f 

1 
0 
0 
0

Si 

0 
1 
0 
0
0 
0

£2_
40"
5
1
5
0

40

A continuacidn determinense las razones entre los elementos de los segundos miem­
bros de las ecuaciones correspondientes a la.s filas de la variables basicas Si y s3 
y los numeros 3 y 8. La tabla (6) muestra que estas razones son “ = 50 y 

= 37,5.

Revisando los cocientes que son rnayores que cero, se observa que 37, 5 
es el menor de ellos. Por esta razon, la variable basica s3 de la fila. 3, es la que 
Se elige para que abandone la base. Observe que la ’’interseccion” de la primera 
columna con la tercera fila de la matnz A es el elemento a31 = 8. A este elemento, 
es decir, al numero 8, lo llamaremos elemento pi vote. A la columna y a la fila 
que contienen a este elemento las llamaremos columna pivote y fila pivote 
res p ect i vament e.

Esto significa que para mejorar la solucion actual de iq = 0, :r2 = 0, Si = 150, 
s2 = 20 y S3 = 300, se debe aumentar a 37,5. La produccidn de 37,5 unidades 
del Klone A da como resultado tin a utilidad de:

"F = 37-5

4^ - 50 
o
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4.1.1.6 Segunda tabla simplex

segundos miembros 
de las ecuaciones

150
20

• 300 
0

Base
Si

s2
S3

Cb
0
0
0
Z3

CJ - Zj

40
5
1
5 
0 

40

£1 
0 
1 
0 
0 
0 
£ 

[Tabla 7]

s2 
0 
0
1
0 
0 
0

S3 

o' 
0 
0
1 
0
0

Column a de 
entrada |~i~]

50
3
0
0

50

Hemos visto que se puede mejorar la solucidn basica factible inicial que con- 
tenia a x-i = 0 y X2 = 0, al introducir jq en la base para que reemplace a S3. Sera 
necesario, entonces, actualizar la tabla simplex para determinar la nueva solucidn 
basica factible. Habiamos observado anteriormente que la tabla simplex inicial 
contiene columnas unidades correspondientes a las variables basicas Si, s2 y 53. 
Lo que haremos a continuacidn sera transforrnar la. columna de la matriz A, cor- 
respondiente a rri, en una columna unidad. Esto significa que dicha columna debe

Criterio para elegir la variable basica entrante. Se observa la fila — Zj 
de la evaluacidn neta y se elige a la variable que ocasione el mayor mejoramiento 
por unidad en el valor de la funcidn objetivo. En caso de empate, se selecciona la 
variable de entrada del extreme izquierdo.
Criterio para elegir la variable que sale. Supdngase que la variable de entrada 
corresponde a la columna j de la matriz A de la tabla simplex. Para cada fila i, 
calcular el cociente para cada aZJ que sea mayor que cero. La variable basica 
que se eliminara de la columna base es aquella que corresponda al menor de estos 
cocientes. En el caso de empate se elige a la variable que este en la fila de mas 
arriba.

Al fabricar 37,5 unidades del klone A se utiliza todo el espacio disponible en la 
bodega y, por ello, se reduce s3 a cero. Asi, entonces, x^ sc convierte en la nueva 
variable basica, reemplazando a S3 en la base anterior. La tabla (7) inuestra el 
elemento pivote encerrado en un cuadrado.

El proceso de cambiar de una solucidn basica factible a otra solucidn basica 
factible es lo que se denomina una iteracidn. En lo que sigue resumiremos las 
reglas de la primera iteracidn.
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[Tabla 8]

0
0
1

3
0

1

1 
0 
0

1 
0 
0

1
0
0

0 
0 
1

3
0
8

0 
1 
0

0 
1 
0

0 
0 
1 
8

0 
0 
1

150 
20 
300

0
1
0

0 
1 
0

75
2

20 
75 
2

. 3

2
20
75

1^5

Base
■51

•52

J?!

Cb 
0 
0 

50

cj ~ zj

^2

40
TT

8
1
5
8

a-'i 
50 
0 
0 
1

0
1
0
0

•52 

0 
0
1
0

•5,3

0
TT

8
0
i
8

”ma- 
elemento

ser de la forma:

en vez de la forma:

or 3 resulta el arreglo

150 - '
20
75
2

3 5 
0 1
0 »

como si estuvieramos trabajando

Para efectuar esto realizaremos operaciones elementales sobre las Ulas de la 
triz aumentada”, en la tabla simplex, (donde 8 es considerado como un 
pivote),

5 _ 15 0 8

1
5
8

que es equivalente al arreglo:

o-t 
0 
1 
8

150
20
75 
2

Restando la primera fila, de la tercera multiplicando p 

3-3 
0 
1

_3
8

0
1
8

es la siguiente:

25
8
1
5 
8

Por lo tanto la nueva tabla simplex

con un sistema de ecuaciones lineales comiin y 
corriente. En efecto, dividiendo la tercera fila por 8 resulta la matn'z

5
1
5
8

1 -0 
0 
0
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+
l53+

Interpretacion de la primera iteracion4.1.1.7

a?]

•51
■52

•5.3

^1

^2

•51

•52

•53

0
0 

150 
20 

300

75
2 
0 
75
2

20 
0

75 
2 

20
75 
2

For lo tanto, eliminando los termi nos que tienen coeficiente cero, se obtiene el 
siguiente sistema de ecuaciones.

Al proceso de deterrninar una nueva tabla simplex sc le denomina iteracion del 
metodo simplex. En nuestro ejemplo la sokicion basica factible.inicial era

¥-2
3^2

h-2

-|53

En consecuencia el valor de la funcidn objetivo es:
75 75

z = 50(—) + 40(0) + 0( —) + 0(20) + 0(0) = 1 875

Observe que este mismo valor se ofrece en la ultima columna de la tabla simplex 
y se obtiene multiplicand© los valores de la solucion para las variables basicas que 
se dan en la ultima columna por los correspondientes coeficientes de la funcidn 
objetivo que aparecen en la columna C#, es decir:

75 75
O(-) + 0(2°) + 50(-) = 1875

+
+ -52

+ -51

Puesto que este sistema de 3 ecuaciones con 5 incognitas tiene dos variables libres, 
asignando los valores cero a X2 y .§3, resulta que, incluidas las variables precedentes, 

' la nueva solucion factible es es:

Xi 4-
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30
(5) (4)

20

•o «L> pnsaiiihle

*150
Figure 3

La segunda iteracion4.1.1.8

utilidad de cero. Una iteracion del metodo simplex permitid desplazarnos 
valor de 1 875 para la funcion objetivo. Esta

zi

-2

Z3

ZA

Zb

(1)^^
x2 =0

+
+
+
+
+

0(0)
0(1)
0(0)
0(1)
0(0)

+ 
+ 
+ 
+ 
+

75 
2 
0 

Z5 
2 

20 
0

0(0) 
0(f 
0(1) 
0(0) 

0(-t)

31

32

33

50(1) 
50(|) 
50(0) 
50(0)
50(f)

50
250 

8 
0
0
50 
8

El metodo simplex

x2
60 <

Eli la figura (3) se puede ver que la solucidn basica factible inicial corresponde 
al punto de extreme (1) y la primera iteracion permitid ’’trasladarlo” al punto de 
extremo (2), sobre el eje .Ti, en la direccidn del mayor incremento por unidad en 
las utilidades.

se obtiene la tabla

con una
a otra solucidn basica factible con un 
nueva. solucidn basica factible es:

Mat* riale s

2

Restando z.j de c3 para calcular la fila de la evaluacidn neta, 
simplex:

para ver si puede encontrarse una mejor solucidn basica factible debemos cal­
cular nuevamente c7 — en la ultima tabla simplex. Recordemos que los elementos 
de la fila c3 se obtienen al multiplicar los elementos del vector columna Cb con los 
correspondientes elementos de la matriz A. Resulta entonces quo:

Capaci^ad de alniacen
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[Tabla 9]

Base
•Si

•S2

31

5] y el ele-

Z3

C3 ~ Z3

1 
0 
0

75 
2

20
Z?
2

1875

25
8
1
5
8

Base
5i

•52

50
0
0
1

50 
0

75
2

20
75
2

1875

CB 
0 
0 

50

Cb 
0 
0 

50
Z3

C3 ~ Z3

•52 

0 
0
0
1

T 
o

40 
“zr 

8
1
5 
8 

250
8 
70 
8~

•S3 

0
_3

8

0
1
8
50
8

_ 50
8

50 
0 
0
1

50 
0

■si 

0 
1
0 
0
0 
0

■S2 

0 
0 
0 
1 
0 
0

53_

o'
TT-T 

8 
0
I
8
50 
s’

_ 50
8

Si 

0
1
0 
0 
J 
0

I = 12
= 20 

A± = 60

en la columna:

£1
40
25
8

T
5
8

250
8

70
8

[Tabla 10]

Como el cociente minimo es 12, la variable que sale de la base es 
mento pivote es y que se encuentra encerrado en un cuadrado. Ahora debemos 
convertir la variable no basica a?2 en una variable basica. Esto significa que debe­
mos efectuar las operaciones elementales sobre las filas de la matriz A aumentada 
para transformar la columna de X2 en una columna unidad, es decir, debemos 
transformar la columna

Analizamos, ahora, la fila Cj — z3 para ver si podemos introducir una nueva variable 
en la base que permita continual’ mejorando la funcion objetivo. Puesto que 
tiene el mayor coeficiente (estamos comparando entre 0 y y), elegimos x2 como 
la variable que entra. Y para determinar la variable que sale, debemos efectuar el 
cociente para cada region i, sdlamente en Jos casos en que a12 > 0. En nuestro

• caso todos los elementos al2 > 0. Despues de efectuar estos calculos resulta la 
siguiente tabla simplex.
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z = 50(30) + 40(12) + 0(0) + 0(8) + 0(0) = 1980

Interpretacion de la solucion optima4.1.1.9

Criterio para detener las iteraciones. Sc detienen las itera- 
ciones en un programa lineal cuando todos los elementos de la fila 
de evaluacion ncta cj — Zj son menores o iguales que cero. En este 
caso la solucion optima es la solucion factible

12
8

30
1980

Base
^2

■S2

^1

X2 

0 ' 
1 
0 
0 

40 
-40

■si

0
8 
25
A 
25 
5 

__ 25.
H
5

5

[Tabla 11]

■S3

0 '
_ A
/
A

T

•S2 

0 
0
1
0 
0 
0

£1 
50
0 
0
1 

50
0

Cb
40
0

50
zj

C3 ~ Z3

Observemos que, ahora, a?!, a?2 Y s2 son la variables basicas y .$] y 5.3 son variables 
no basicas. Note, adernas que los valores de = 30, Xz = 12 y s2 = 8, por lo 
tanto el valor de la funcion objetivo es:

La solucion optima para la compama B & M ensambladora de Clones, consta 
de las variables no basicas sj y s3 y la variables basicas jq, x2 y s2

i Como sabemos si debemos seguir efectuando iteraciones ?, es decir, '(j como 
sabemos si hemos llegado al optimo ?

Observando el region Cj — Zj se ve que todos los elementos de csta fila son 
negatives o cero, por lo tanto, cualquier inteiito de introducir una variable no 
basica en la base en este momento, daria como resultado una reduccion en el valor 
actual de la funcion objetivo. Por esta razon la ultima tabla representa la solucion 
optima para el programa lineal.

Si multiplicamos la fila 1 por (con el objeto de dejar el elemento pi vote en 1) 
y la restamos de la fila 2, entonces el elemento a22 = 0- Si luego multiplicamos la 
nueva fila (1) por | y se la restamos a la fila 3, quedara el elemento a.32 - 0. La 
nueva simplex es la siguiente:
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Cap&ci> de almacen

30

20

Tie:

0

Figura 4

W 
2

Pun to de optimo 
0(12, 30)

3’1

^’2

•?!

52

5.3

XI
60 \

de eruamble
------  *2

30 
12 
0 
8 
0

Hemos visto, ademas, que el valor optimo de la funcion objetivo es de 1 980 dolares. 
For ello si los administradores desean maximizar las utilidades, deberan fabricar 
30 unidades del Klone A y 12 unidades del Klone B. Una cuestidn importante de 
observar son las variables de holgura. Como = 8, debe tomarse en cuenta que 
habra una holgura de 8 monitores para el Klone B. Ademas como sj = 0 y .S3 = 0, 
no existe holgura con la restriccion del tiempo de cnsamble ni con la restriccidn 
del espacio de almacen; en otras palabras estas restricciones son limitantes.

Finalmente se puedc observar graficamcnte que la solucion optima siguio el 
siguiente itinerario:

a) La solucion basica factible corresponde al origen, esto es, — 0, X2 — 0, 
3! = 150, s2 = 20 y S3 = 300.

b) La primera iteracion signified que Zi entrara en la base y que saliera S3. La 
• nueva solucion basica factible corresponde al punto de extreme (2) cuyas coorde-
nadas son, = y, = 0, si = 20, s2 = y y s3 = 0.

c) En la segunda iteracion, x2 entrd en la base y salid Si. La nueva solucion 
basica factible resultd ser el punto extreme (3), cuyas coordenadas son Xi = 30, 
.-r2 = 12, si = 0, s2 = 8 y s3 = 0.
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El analisis de sensibilidad4.2

50^1 +40^2max :

las restricciones:

3zi +
ST] +

4.2.1 Analisis de sensibilidad del problema de la 
compania B & M, utilizando el algoritmo 
simplex.

5x-2

0X2 < 150 Tiempo de ensamblado 
20 Monitores Klone B 
300 Espacio de bodega

sujeto a

en que Xi, x2 > 0 y donde:
X[ = numero de unidades del Klone A 
x2 = numero de unidades del Klone B

Recordemos que el analisis de sensibilidad en los programas lineales consiste 
en estudiar la variation de la solution optima y el valor de la funcidn objetivo 
en un programa lineal cuando se efectiian cambios en los coeficientes de dicho 
programa. Este analisis incluye, tarnbien, la determination de los intervalos en 
los cuales varian los lados derechos de las restricciones que permiten mantener los 
precios duales.

Con el objeto de comprender mejor algunos conceptos, hicimos el analisis de 
sensibilidad en programas de dos variables y posteriormente lo prolongamos a 
situaciones algo mas complicadas. Finalmente, utilizamos el paquete LINDO/PC 
para resolver programas lineales y analizamos los listados que resultan de usar 
dicha herramienta. En lo que sigue veremos como se efectiia dicho analisis uti­
lizamos el algoritmo simplex.

De los coeficientes. Cuando realizamos el analisis de sensibilidad para pro­
gramas de dos variables hicimos incapie en que debiarnos determinar el intervalo 
de optimalidad para un coeficiente cada vez. Y conchriamos que mientras el val­
or de dicho coeficiente se mantuviera dentro de tai intervalo, la solucion basica 
factible seguiria siendo optima. Como cfectuar este analisis utilizando el algo­
ritmo simplex ? Para ejemplificar esto, recurriremos al problema de la compania 
M & B, interesada en la production de los modelos de computadores Klones A y 
B. Recordemos que programa lineal result ante de dicho problema es:
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La tabla (12)

Cj — z3 < 0 (para todos los j)

La solucion actual seguira siendo optima mientras el valor de

< 0

para las dos variables basicas si y S3. For lo tanto:

0 0y

24 < C1 < 64

^■2

40
1 
0 
0

40 
0

[Tabla 12]

•S2 

0 
' 0

1 
0 
0 
0

52 

0 
o' 
1 
0 
0 
0

12 
8 

30 
480 + 30ci

12
8

30
1980

Base
^2 

52 

2^1

a: 2 
40 

1 
0 
0 

40 
0

Base
2:2 

52 

2:1

50 
0 
0
1

50 
0

CB
40 
0

Cl 

Z3

C3 ~ Z3

Cb
40
0

50
Z3

C3 ~ Z3

Ci — 64
5

51

0

If
,5

24-ci 
5

53

0
3-

I
I

-t

2^1 

C] 

0 
0
1

Cl 

0

51

0

-I
_ . 25 
64-cj

ci —64 
5.

[Tabla 13)

53

0
3

5 
24-cj

5

es la tabla simplex final correspondiente al programa lineal propuesto.

Veremos como calcular el intervalo de optimalidad para ci. Puesto que cq = 50 en 
la funcidn objetivo, reemplazaremos, en la tabla simplex, 50 por Ci como coeficiente 
de X\. La tabla (13) muestra dicho reemplazo.

No olvidara el lector que se reconoce la existencia de la solucion optima en el 
programa lineal cuando todos los elementos de la fila c3 — Zj son menores o iguales 
que cero. De tai modo que el intervalo de optimalidad para un coeficiente de la 
funcidn objetivo se determina mediante la desigualdad:

El lector puede comprobar que resolviendo ambas desigualdades se obtiene que
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La tabla (14) muestra que c7 — z, < 0 para todas las variables, en consecuencia la 
solucion

•52 
0 
0
1
0
0
0

12
8

30
1380

zi 
30 
0 
0 
1

30 
0

Base

■52

2-1

•51
0

I
¥

5

Cb
40
0
Cl

Z3

C3 ~ Zj

es decir, el valor

•53
0

"37 s 
25 
5

I
_JL

2^2
40
1-
0
0

40
_0

[Tabla 14]

Xi = 30 
x2 = 12 
6] — 0
52 = 8
53 = 0

sigue siendo optima, pero, el valor de la funcidn objetivo z, disminuyd a 1380 
dolares, como se esperaba. Tai como lo vimos en el estudio de sensibilidad de 
programas lineales con dos variables y en los analisis realizados con el paquete 
LINDO, este mismo fenomeno seguira ocurriendo cada vez que variamos el valor 
de ci en el intervalo [24,64]. Y debemos esperar que esto no ocurra si se considera 
un valor de Ci que este fuera del intervalo mencionado.

Efectuar el analisis de sensibilidad utilizando las tablas del simplex no tiene, en 
la actualidad, mucho sentido. Realizar este trabajo a mano resulta tan anacronico 
como querer calcular, por ejemplo, log 3, utilizando las viejas tablas de logaritmo.

Recordemos que si Ci varia en este intervalo, el valor de la funcidn objetivo varia, 
pero la solucion sigue siendo optima. Supongamos, por un instante, que las 
utilidades que aportan los Klones A, bajan de 50 a 30 dolares, esto es, = 30. 
Observe que 30 € [24,64]. De acuerdo a lo dicho la solucion que aparece en la 
tabla (12)

xt = 30 
x2 = 12
51 = 0
52 = 8
53 = 0

deberia seguir siendo optima pero el valor de las utilidades totales,
de la funcidn objetivo deberia disminuir. Para verificar esta suposicidn tenemos 
que calcular nuevamente la tabla, simplex para este nuevo valor de Cp En efecto, 
efectuando los calculos se obtiene la tabla (14)
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La dualidad4.2.2

50 jj] + 40z 2max :

Hallar el max:

sujeto a la restriccion:

sujeto a las restricciones: 

f i +

De tai modo que valga lo dicho, en este capitulo, para reafirmar los conceptos 
sobre sensibilidad expresados en los capftulos 2 y 3.

5^2 < 150 Tiempo de ensamblado 
a:2 < 20 Monitores Klone B 

5^2 300 Espacio de bodega

en que Xi, z? > 0. En su

En los inicios del desarrollo de la. Investigacidn de Operaciones se descubrio 
que para todo programa lineal, existe otro prograrna lineal asociado a el. Al 
programa original se la llamo Primal, y al programa asociado se le llamo el Dual.

• De hecho, si resolvemos el programa dual del dual obtendremos la solucion del 
primal. Puesto que la solucion de cada de uno de estos programas lineales conduce 
al mismo resultado resulta interesante preguntarse cual de ellos genera una ruta 
mas eficiente.

Hemos dicho quo el tiempo requerido para resolver un problema de progra- 
macion lineal depende mas criticamentc del numero de restricciones que del numero 
de variables. Si el problema original tiene m restricciones y n variables, entonces 
el problema dual tendra n restricciones y m variables. De esto resulta que siendo 
igual todos los demas elementos del programa, except© en el numero de variables 
y de restricciones, debemos escoger aquel que tenga menos restricciones. Si traba- 
jamos con un software, como el LINDO/PC por ejemplo, la eleccion del dual o del 
primal, cuando se trata de programas pequerios, el tiempo de computo no tiene 
importancia: por ejemplo cuando se trata de programas de cientos o de algunas 
miles de restricciones. La eleccion del programa adquiere real importancia. cuando 
se trata de muchos miles de variables y restricciones. Para ejemplificar el con- 
cepto de dualidad consideraremos el programa de la compariia B & M. Decimos 
entonces que el programa Primal de dicha compania es el siguiente:

8a:i +

forma matricial escibimos lo siguiente:

.= (5° 40).^;)
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mas sinteticamente aun, podemos esribir:

sujeto a la restriccion:
AX < B, 0

mm :

sujeto a las restriccioncs:

donde zzi, u25^3 > 0. Matricialmente escribimos lo siguiente:

sujeto a la restriccion:

mas sinteticamente aun, podemos esribir:

Hallar el min :

Ul

U-3

50
40

Ui

U'2

Us

Su!
5ui

Hallar el rain:

Hallar el max :

z — 150ui 4- 20u2 + BOOua

con B = (ui, U2, u3) > 0

z = ( 150 20 300 ) •

z = ■ U

z^CXx

con X

4- 0u2 + 81/3 50
+ u2 + 5u3 > 40

sujeto a la restriccion:

AlU > B,

A las variables Ui, u2, u3. se les llama variables duales. El analisis realizado en 
este ejemplo nos sugiere las siguientes reglas para hallar el dual del programa:

3 0 8
5 1 5

Observacidn. Cuando tengamos un programa lineal con restricciones del tipo 
", que deseamos maximizar, con requerimientos no negatives para las variables 

de decision, diremos que se trata de un programa expresado en su forma canonica. 
El programa del problema de la com pah fa B & Mesun problema de maximizacion 
en su forma canonica.

En lo que sigue veremos como hallar cl programa dual a partir del primal, 
y como se interpretan los resultados obtenidos. El problema dual del programa 
primal es, por definicion, el programa siguiente:
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del tipo ’> ’. (o bien <)

4.

5.

que se convierte en el vector fila [150,20,300], de la funcion objetivo z.)

6.

7.

del programa dual.)

Los coeficientes de las restricciones para la i-esima variable del primal, se 
convierten en los coeficientes de la i-esima restriccion del dual.

150
20

300

3 
0
8

y pasan a ser los coeficientes [3,0,8] de las variables duales de la
primera inecuacidn de restriccion)

Cuando el programa primal tiene n restricciones, entonces el dual tiene 
n variables de decision. (En nuestro ejemplo el programa primal tiene 3 
inecuaciones de restriccion, por lo tanto el dual tiene 3 variables de decision 
wi, u2 y u3.)

Los valores del lado derecho de las restricciones del primal se convierten en 
los coeficientes de la funcion objetivo del dual. (En nuestro ejemplo, los lados 
derechos de las restricciones forman el vector columna

2. Todas las restricciones del dual son

3. Si el programa primal tiene n variables de decision, entonces, el dual tiene n 
inecuaciones de restriccion. (En nuestro ejemplo hay 2 variables de decision, 
X} y x2, por lo tanto hay 2 inecuaciones de restriccion). A las variables Ui, 
u2, U3, de la primera inecuacidn de restriccion del dual, se le asocian los coe­
ficientes de la variable Xj, es decir, se le asocia el vector columna de la matriz 
A del programa primal. A la segunda inecuacidn de restriccion del dual se le 
asocian los coeficientes de la variable x2 del primal y asi sucesivamente. (En 
nuestro ejemplo los coeficientes de x-i estan en la columna

Los coeficientes de la funcion objetivo del primal se convierten en los lados 
derechos de las inecuaciones de restriccion del dual. (En nuestro ejemplo, el 
vector fila [50,40] de la funcion objetivo z, se convierte en el vector columna

/ 50 \\40 J

1. El dual es un problema de minimizacidn (maximizacidn)
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negatividad.

max :

Sujeto

donde x-i, X2, a13 > 0.

las reglas para formar el programa dual, se obtiene el siguiente

Hall ar min :

Sujeto a las restricciones:

2^!

donde t/i, u2, «3, > 0.

[Tabla 15]

+
+
+
+

+
+
+
+

3:3 > ‘20 
5j?3 > 30 
3z3 > 40 
4z3 > 50

+ 
+

< 5
< 2
< 1

2a;i
Oa?!

U3

3u3

14

-1980

Observe que la fila de evaluacidn neta contiene sdlamente numeros negativos o 
ceros, en consecuencia, se ha alcanzado la solucion final:

U4

'2u4
4u4

3x2
8x2
-C2

2x2

Base
U3

Ul

CB 
-300 
-150

Z3

C3 ~ ZJ

-20
_.ZT

_2i_ 
-12
-8

■S2 

0 ~ 
_3_ 

_2J_ 
__ 25_

12 
-12

-150 
0 
1

-150 
0

-300
1
0 

-300
0

51
’ 0 ‘

5
25 

_5_ 
25 
30
0

De acuerdo a 
nuevo programa:

8. Tanto el primal como el dual tienen restricciones de no

a las restricciones:

+ 7 U-3 + 
+ 
+

Reafirmaremos estas ideas hallando el dual del programa

z — 5^1 + 2x2 + 3:3

+ 6u2
< 3t/i + 81/2

+ 5u2

z — 20wi + 30u2 + 40w3 + 50u4

La tabla (15) muestra la ultima iteracion del algoritmo simplex, para el dual 
del programa lineal de la compania B & M.
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[Tabla 16]

a?! = 30
x-2 = 12
Si = 0

•S'2 = 8

S3 = 0

52 
0 
0 
1
0 
0 
0

x? 
40 

1 
0 
0 

40 
0

Base
X2

52
Xl

53
0

1

5

Xl 
50 
0 
0 
1 

50 
0

51 
0

285

-&

4

CB
40
0

50
Z3

CJ ~ ZJ

12
8

30
1980’

= T 
u2 = 0 

W3= f 
sj = 0 

s2 = 0

z =  (_ 1 980) = 1 980

El resultado que hemos obtenido nos sugiere que si si existe una solucion optima 
para el programa primal, tambien existe para el programa dual y las dos funciones 
objetivos tienen el mismo valor optimo

en la cual se ve claramente que el valor de la funcion objetivo es el mismo en ambos 
programas (1 980) y la solucion optima es el vector:

Observe que los precios sombra del problema de la compama B & M, que 
obtuvimos de la tabla simplex final, tienen el mismo valor que las variables duales 
u, = = 2,80, u2 = 0,00 y u3 = = 5,20.

Como se ha estado minimizando el negative de la funcion objetivo del dual, el 
valor maximo de la funcion objetivo del primal es:

For otra parte, recordemos que la tabla final de la solucion optima del programa 
primal es la siguiente:
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[Tabla 17]

Podemos preguntarnos, ahora, 4 Como identificar los valores optimos del pro- 
grama primario a partir de la tabla simplex final del problema dual ? La si'guiente 
propiedad da respuesta a esta pregunta.

Base 
u3

11 
-1980

-20 
__3_

25.
-12 
-8

U-L 

-150 
0 
1 

-150 
0

u3 
-300

1
0

-300
0

Ji_ 
0 

__ 5_ 

i5 
25 

'30
0

$2

0
in

__2 8_

25
12 

-12

Cb 
-300 
-150

Z3 

CJ ~ ZJ

De estos resultados se llega a la interesante conclusion de que los valores de las 
variables duales y los precios sombra son una misma cosa. Por esta razon los valores 
optimos de las variables duales identifican el precio de cada unidad de los recursos 
adicionales en la solucion optima.

Comentario. El programa de la compania B M, nos ha permitido ver que 
al resolver el programa primal, o el programa dual, se consigue de inmediato la 
solucion del otro. El hecho de resolver cualesquiera de los dos programas tiene que 
ver con la necesidad de obtener los resultados con el menor volumen de calculo 
posible. Sin embargo utilizando cualquier paquete, como el LINDO, por ejemplo, 
el convertir el programa primal al dual con el objeto de ganar tiernpo de calculo 
no tiene ningun sentido. Mas aun, la informacidn sobre sensibilidad aparece en 
forma de una tabla, en cualquier software de programacion lineal. Por esta razon 
no ahondaremos mas en el metodo simplex.

Dada la tabla simplex de la solucion optima del problema dual, los valores optimos 
para las variables de decision del programa primario estan dados por las variables de 
excedente de la fila Zj. Y los valores optimos de las variables de holgura del primario 
estan dados por las variables Uj de la fila Cj — Zj

Podemos ver en la tabla simplex final de nuestro problema que, efectivamente, 
en la fila z^ la solucion del programa primario se halla en las variables de holgura 
Sj = 30 y s2 = 12, esto es, xx = 30 y X2 — 12. Y, al mismo tiernpo, los valores de 
las variables de holgura del primario se hallan en la fila c3 — Zj. Considerando el 
cambio de signo se tiene:

ui — 51 — 0, u2 = $2 = 8, t/3 = s3 = 0
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[Tabla 18]

La tabla (19) entrega los resultados del programa dual.

I

[Tabla 19]

1

1
.1

Finalmente, y para terminal-, veremos como presenta LINDO/PC los resultados 
de ambos programas. La tabla (18) entrega los resultados del programa primal.

dos iteraciones (en

Objectiv function value 
1980.00000 

Value 
30.000000 

_ 12.000000 
Slack/surplus 

0.000000 
8.000000 
0.000000

Reduced Cost 
0.000000 
8.000000 
0.000000___

Dual Prices 
-30.00000 
-12.00000 •

Reduced Cost 
0.000000

___ 0.000000____  
Dual Prices 

2.800000 
0.000000 
5.200000

1) 
Variable 

ul 
u2 
u3

ROW
2)
3)

1) 
Variable 

xl 
x2

ROW 

T
3)
4)

Objectiv function value 
1980.00000 

Value 
2.8000000 
0.0000000 
5.2000000 

Slack/surplus 
0.00000’0 
0.000000

LINDO/PC realize los calculos en 
de las tablas.

0.0 segundos) para cada una
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4.3 Ejercicios propuestos
I

1. Considere el programa lineal

7.5a?i + 15rr2 + 10r3max :

sujeto a las restricciones

> 0. Utilice al algoritmo simplex para:

el dual.

2. Considere el problema de la compania Cueros S.A

max z — lOzi + 9^2

sujeto a las restricciones

+ 
+ 
+ 
+

b) Compare 
sensibilidad

en que a?i, x^, X3

a) Escriba los programas primal y dual y obtenga la solucion optima uti- 
lizando el LINDO/PC

los resultados en ambas tablas desde el punto de vista de la

+ 2a?3
^3
^3

2zi

en donde

^2I*2
F2.T]

Efectue el siguiente analisis en el primal y en

c) i Cual seria el efecto de un aumento en 2,5 unidades en q sobre la solucion 
optima en ambos programas ?

+ 2.12 +
+ ^2 d"

< 630 Tiempo de corte y tenido
< 600 Tiempo de costura
< 708 Tiempo de terminado
<135 Tiempo de inspeccidn y embalaje

= numero de guantes de primera 

x-2 = numero de guantes de segunda
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ambos la solucion

[Tabla 1]

Materia Prima
Materia I
Materia II
Materia III

Cantidad disponible para produccion
20 tone! ad as
5 toneladas

21 toneladas

a) Escriba el primal y cl dual del problema y halle en 
optima utilizando el LINDO/PC.

b) Haga el analisis de sensibilidad de ambos programas y compare los resul- 
tados.

En el programa dual: c) Calcule los intervalos de optimal'idad para los coe- 
ficientes ci y c2.
d) Suponga que debido a un aumento en los costos de produccion, se reduce 
a 30 dolares la utilidad por cada tonelada de aditivo de combustible, que 
efecto tiene esto sobre la solucion optima ?
e) i Cual es el precio sombra para la restriccidn del material I ?

3. Dante Carrete S. A es una empresa pequena que Fabrica diversos productos 
qufmicos. En un determinado proceso de produccion, se mezclan o combi- 
nan tres materias primas para fabricar dos productos: un aditivo para com­
bustible y una base disolvente. Cada tonelada de aditivo para combustible 
es una mezcla de | de toneladas de material I. y z de toneladas de material 
III. Una tonelada de base disolvente es una mezcla de | tonelada de material 
I, | de tonelada de material II, y de tonelada de material III. Despues 
de deducir los costos correspondientes la compania obtiene 40 dolares por 
cada tonelada de aditivo de combustible que se Fabrica y 30 dolares por ca­
da tonelada de base disolvente que se produce. La produccion de Dante 
Carrete S.A esta limitada por una disponibilidad restringida de las tres 
materias primas. Para el periodo de produccion actual tiene a disposicion 
las siguientes cantidades.

Efectiie los siguientes analisis en el primal

c) Si se disminuye la contribucion a las utilidades para el guante de primera 
a 7 dolares por unidad, Como se verfa afectada la solucion optima ?

d) Si se aumenta la contribucion a las utilidades de los guantes de segunda 
a 15 dolares por unidad, Cual seria, ahora, el plan optimo de produccion ?

e) En cuanto aumentanan las utilidades si se tuvieran 30 boras adicionales 
en el departamento de corte y tehido ?
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4.4 El uso de software en la 
programacion lineal.

^sta seccion fue escrita en base a la seccion 4.8, paginas 98 — 104 del libro Introduccion a 
la Investigacion de Operaciones de F. Hillier y G. Lieberman, traducido de la quinta edicion en 
ingles. Esto significa que parte de la informacion de esta seccion, relativa a software, ya este 
obsoleta. En todo caso, cuando parece conveniente, se hacen observaciones al respecto

Una gran dificultad que existe al resolver problemas de programacion lineal es 
la tremenda cantidad de datos que se utilizan. Asi, por ejemplo, un programa de 
100.000 restricciones y otras tantas variables, tendra 1.000.000 de coeficientes que 
deben especificarse. Y cuando el problema ha sido resuelto, los resultados deben 
imprimirse de manera que puedan ser claramente entendidos por las personas que 
deberan tornar las decisiones.

Existe en el mercado una gran cantidad de software de programacion lineal 
que utilizan los procedirnientos que hemos estudiado en las paginas anteriores. Es- 
tos paquetes fueron disenados en base al algoritmo del inetodo simplex, metodo 
simplex revisado y otras derivaciones del simplex y se usan actualmente en for­
ma rutinaria para resolver problemas extraordinariamente grandes; problemas que 
pueden Hegar a tener cientos de miles de variables y restricciones. Actualmente 
se han resuelto problemas de 100.000 restricciones y 500.000 variables; que estan 
lejos de ser los mas grandes.

En los paquetes que usan el metodo simplex el tiempo de calculo, que utiliza 
un computador, tiende a ser proporcional al cubo del mimero de restricciones. 
De tai modo que al duplicarse el numero de restricciones, el tiempo de calculo 
se multiplica por 8. En cambio el numero de variables es un factor de- menor 
importancia. Esto significa, por ejemplo, que aunque se duplique el numero de 
variables, ni siquiera se duplica el tiempo de calculo. Otro factor que incide, 
tambien, en el tiempo de calculo es la cantidad de coeficientes distintos de ceros 
de las restricciones.
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Nuevos poderosos algoritmos4.5

cortando la region de

En 1984, Narendra Karmarkar, cientifico de la AT & T Bell Laboratories, publico 
. un arti'culo anunciando el desarrollo de un nuevo algoritmo para resolver grandes 
problemas de programacion lineal. Al contrario del enfoque del metodo simplex 
que busca las soluciones factibles en los vertices de la frontera de la region factible, 
Karmarkar invento un algoritmo de puntos interiores que va 
soluciones factibles hasta alcanzar el punto de dptimo.

2En realidad este hecho puede coinpararse con otros similares que han ocurrido en la historia 
de la matematica. Recordemos que cuando se invento la solucion de las ecuaciones de tercer y 
cuarto grado en el siglo XVI, los grandes matematicos italianos sc trenzaron en una discusion que 
hizo historia. Tartaglia mantuvo en secreto su invencion durante varios anos hasta que Cardano, 
mediant e metodos no muy eticos, logro arrancarle el secrcto y publicaria en su gran obra A RS 
MAGNA. En el libro (de pronta aparicion, con el sello de la Universidad de Atacama), ’’Una 
historia dramatica para la resolucion de las ecuaciones de tercer y cuarto grado”, del profesor 

. Manuel Barahona, se analiza este extraordinario suceso

En un principio se anuncio que este nuevo algoritmo podia resolver problemas 
enormes de programacion lineal hasta 50 voces mas rapido que el metodo simplex. 
Este dramatico anuncio se convirtid en noticia al ser publicado en la primera 
pagina del New York Time. Sin embargo, por razones de propiedad intelectual solo 
se dieron a conocer muy superficialmente los detalles de como poner en practica 
el algoritmo y no fue posible que otros matematicos comprobaran la efectividad 
de la invencion de Karmarkar. Sin embargo para rnuchos matematicos fueron 
suficientes las ideas expuestas y se dieron a la tarea de replicar el algoritmo. De 
estos intentos se publicaron confusas ideas comparando el algoritmo simplex y el 
algoritmo desarrollado por Karmarkar. La cornunidad matematica de esos ahos se 
encontraba confundida por la emocion de la controversial

Ahos mas tarde, en 1988, la AT & T Bell Laboratories anuncio que daria a 
conocer una poderosa aplicacion para microcomputadoras de una variante del al- 

■ goritmo de Karmarkar: la instalacidn de este paquete, llamado AT <8z T KORBX 
Linear Programing System, costaria aproximadamente 9 millones de dolares. Al 
mismo tiempo, La AT & T Bell publico bastante material sobre su sistema hacien- 
do, incluso, comparaciones con el metodo simplex para demostrar la superioridad 
del nuevo algoritmo. La AT & Bell Laboratories informb detalladamente que habia 
resuelto con exito algunos problemas de decenas de miles de restricciones: proble­
mas demasiado grandes para el metodo simplex. Se dio a conocer, ademas, que el 
tiempo de calculo empleado por el nuevo algoritmo mejoraba en factores que iban 
desde 10 hasta 50 los tiempos del simplex.

Sin embargo, cuarito de eficiente resulto ser el algoritmo de puntos interiores 
de Karmarkar en comparacidn con el metodo simplex ? Esta es una pregunta que
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aun esta sin respuesta ya que responder a esta pregunta requiere comparar rnuchos 
problemas de programacidn lineal, de tamanos y clases diferentes. Es necesario, 
ademas, que la cornparacion sea hecha de la manera mas imparcial posible.

Toda esta discusion, y experiencia adquirida, permite realizar los siguientes 
pronosticos para los dos algoritmos conforme nos acerquemos al siglo XXI: el 
rnetodo simplex continuara siendo el algoritmo estandar para el uso rutinario de la 
programacidn lineal, sin embargo, cl algoritmo de puntos interiores de Karmarkar, 
6 alguna de sus variantes, se usara mas gradualmente en programas relativamente 
grandes.

Conviene decir que el algoritmo de Karmarkar converge a la solucidn optima sin 
siquiera haber llegado literalmente a ella, de manera. que. el procedimiento termina 
con aproximaciones a la solucidn exacta, tan cercana como uno quiera. Por lo tanto 
cuando se usa un algoritmo de puntos internos para aproximarse a una solucidn 
optima, la solucidn obtenida tai vez se convertira en la solucidn basica factible 
inicial, para que el rnetodo simplex termine de obtener la solucidn y se pueda 
realizar mas eficientemente el analisis postoptimal. Estas ideas nos sugieren que 
es posible que los dos algoritmos se conviertan, en el futuro, en un unico paquete 
que permita manejar mas eficientemente algunos problemas grandes. Dejando el

Sin embargo, por ahora, se puede decir lo siguiente: ambos algoritmos ban lle­
gado para quedarse, y se cree que jugaran papeles complementarios vitales dentro 
de la programacidn lineal primando los aspectos positives de ambos. Asi, por ejem- 
plo, el algoritmo simplex, se considera ideal para el analisis post optimal, mientras 
que el algoritmo de puntos interiores no puede realizar este analisis con eficiencia. 
Por otro lado, la mayor ventaja del algoritmo de puntos interiores es que su tasa 
de crecimiento en el tiempo de procesamiento, al aumentar el tamario del proble- 
ijia, es menor que el del algoritmo simplex. Por otra lado, segun la evidencia con 
que se cuenta, el tiempo de preparacidn del algoritmo de puntos evita que sea un 
competidor fuerte para el rnetodo simplex cuando se trata de problemas pequenos, 
esto es, de problemas de centenas o miles de restricciones.

Otra manera significativa de comparar los dos algoritmos es examinar sus 
propiedades teoricas en cuanto a complejidad computacional. Karmarkar demostro 
que la version original de su algoritmo es un algoritmo de tiempo polinomial. Es 
decir, el tiempo que se requiere para resolver cualquier problema de programacidn 
lineal se puede acotar por una funcion polinomial del tamano del problema. Sc 
han construido contraejemplos para demostrar que que el rnetodo simplex no posee 
esta propiedad y que es un algoritmo de tiempo exponencial, es decir, el tiempo 
requerido solo puede ser acotado por arriba por medio de una funcion exponencial 
del tamano del problema. La diferencia en el mejor de Jos casos es considerable, 
no obstante, nada se sabe sobre su desempeno en problemas reales.
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4.6

4.7 Las computadoras personales.

Mejoramiento de la eficiencia del metodo 
simplex.

Somos testigos privilegiados de la explosion en la capacidad para hacer pro- 
gramacidn lineal en las computadoras personales. En estas, se pueden resolver 
problemas que hasta hace muy poco requerfan por lo menos de una computadora 
mediana con todos sus inconvenientes y gastos. Actualmente existen muchisimas 
empresas que comercializan software de programacion lineal para computadoras 
personales basados en el metodo simplex. Al principio, los objetivos de estos soft­
wares era educativos, pero ahora, muchos de ellos, son adecuados para resolver

metodo simplex para los problemas de rutina.

Todo esto presagia que el estudiante seguira usando el metodo simplex mas que 
el algoritmo de puntos interiores. De hecho si usa el algoritmo de puntos interiores 

. lo que tendra sera una caja negra que genera rapidamente la solucion optima y 
despues tendra que usar el metodo simplex para realizar el analisis postoptimal.

Una de las consecuencias interesantes, producto de la aparicion del algoritmo 
de Karmarkar, ha sido la renovacion de esfuerzos por mejorar la eficiencia com- 
putacional del metodo simplex. Este esfuerzo ha sido llevado a cabo por empresas 
que tienen interes comercial en dicho programa. Por ejemplo, la IBM distribuye 
el MPSX/370, un sistema basado en el algoritmo simplex que se usa bastante en 
las computadoras IBM.

En el IBM Thomas J. Watson Research Center en Yorktown Heights, Nueya 
York, se esta desarrollando (hablamos del ano 1990) un nuevo programa experi­
mental, el YKTI.P, para la aplicacion del metodo simplex en computadoras IBM, 
en particular con el modclo 390 con instalacidn vectorial. Una caracteristica de 
este programa es el uso de harware vectorial para calcular de manera simultanea los 

■ nuevo coeficientes de las variables no basicas en la fila correspondiente de la tabla 
simplex para la iteracion actual. Cuando se tienen miles de variables no basicas, 
el beneficio de un procesamiento vectorial de este tipo puede ser sustancial. Tam- 
bien se estan investigando la posibilidad de aprovechar el procesamiento vectorial 
para acelerar cada iteracion. El paquete aludido muestra ya grandes mejoras, con 
factores que van desde 10 a 50, sobre la aplicacion del metodo simplex corriente. 
Este paquete mejorado fue el que se usd en la comparacidn que hizo la AT & Bell 
Laboratories con el algoritmo de Karmarkar.
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3En estos mementos circulan en el mercado versiones del LINDO que soportan hasta 100000 
variables, de tai modo que es de esperar que en los proximos anos las posibihdades del LINDO 
sean superiores aun

4 Actualmente, en 1994, ya estan a la venta, on el mercado, los computadores 486 que tienen 
incorporado el coprocesador matematico y la memoria BAM puede extenderse a limites muy 
grandes. Esto hace posible utilizar paquetes como el lindo de cientos de rnilies de variables

problemas comerciales de t am an os muy grandes.

For ejemplo, el popular paque LL\TDO puede manejar problemas de hasta 2000 
restricciones y 4000 variables, siempre y cuando el mimero de coeficientes diferentes 
de cero en las restricciones no exceda de 32000.3 La sol tic ion de problemas grandes 
por lo general requiere memoria adicional y las versiones mas completas del LINDO 
requiere de un coprocesdor matematico. 4

Por otra parte la forma conveniente de captura de datos y las caracteristicas 
de edicion de las hojas de calculo son muy utiles para la construccidn de modelos 
de programacion lineal. Muchos de los paquetes actuales tienen hojas de calculo 
compatible y varies de ellos, entre los cuales se halla el VINO, lleva a cabo la 
optimizacion dentro del programa de la hoja de calculo.

En definitiva, el metodo simplex es un rnetodo eficiente y confiable para resolver 
problemas de programacion lineal de pequeo y mediano tamaho. Los paquetes de 
software para computadoras personales basados en este algoritmo pueden resolver 
problemas de miles de variables y restricciones. Los programas para resolver prob­
lemas mas grandes requieren de computadoras de mayor poder y en estos casos es 
cuando el algoritmo de Karmarkar, de puntos interuiores, resulta ser una excelente 
herramienta.
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Las redes

k
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Deflnicion del modelo de transporte5.1

cada destino.

de las fuentes2. El costo de transporte unitario de la mercaden'a desde cada una 
a cada destino.

1. El nivel de oferta en cada fuentc y la cantidad de demanda en

El modelo de 
transporte 

y sus variantes

Este modelo tiene que ver con la determinacion de un plan de costo mmimo para 
transportar, por ejemplo, una mercaden'a desde varias fuentes (fabricas, bodegas, 
etc) a varios destines (almacenes, comercio, etc). El modelo se puede extender a 
otras situaciones practicas, en las areas de control de inventario, programacion de 
empleos, asignacion de personal, flujo de efectivo, etc. El modelo de transporte 
es un programa lineal que se puede resolver, por ejemplo, con el metodo simplex 
o cualesquiera de sus variantes, en particular con el software L1NDO/PC. Este 
modelo puede extenderse para cubrir varias otras aplicaciones interesantes, entre 
ellas los modelos de asignacion y de transbordo. Conviene precisar que estos 
problemas son casos especiales de modelos de redes.

El modelo de transporte consiste en hallar un plan que permita transportar 
una mercaden'a desde varias fuentes a varios destines. Los datos que entrega el 
problema se pueden resumir en dos:

Puesto que hay una sola mercaden'a, un destino puede recibir su demanda de una 
o mas fuentes. El objetivo del modelo consiste en determinar la cantidad que se 
enviara desde cada fuente a cada destino de tai manera que el costo del transporte 
total sea mmimo. La figura (1) representa el modelo de transporte como una red 
con m fuentes y n destines. Una fuente o un destino esta representado por un
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Nodox fuentes Nodox dextinox
cl 1 : xll

blal

a2 b2
figura (1)

i
cmn : xmn

bnam

i=1,2,...m

Unidades de oferta

minimizar

sujeto a:

i = 1,2,m

j = l,2,...,n

i 
i

i=1,2,...n

Unidadex de demanda

nodo. El arco que une una fuente con 
se transporta la mercadena.

un dcstino, respresenta la ruta por la cual

at,

m n

z = E E c'ixi>
i=l j=l

n

E
J=1

m

Xij — bj,

t=l

donde xzj > 0 para todas las El primer conjunto de restricciones senala que la 
suma de los envios desde una fuente no puede ser mayor que su oferta. El segundo 
conjunto rcquiere que las suma de los envios a su destino satisfaga su demanda. 
Este modelo implica que la oferta total debe ser, a lo menos, igual a la demanda 
total, es decir,

m n

Ea’ = E6.’
i=l j=l

En la realidad no neccsariamente la oferta es igual a la demanda, sin embargo, 
cuando esto ocurre, el modelo reci be el nombre de transporte balanceado.

Observe que la cantidad de la oferta on la fuente i es y la demanda en el 
destino j es bg. El costo de transporte unitario ent re la fuente i y el destino j es Ci}. 

' Si Xij representa la cantidad transportada desde la fuente i al destino j. entonces, 
el modelo general de programacion lineal que representa el modelo de transporte 
se expresa de la siguiente manera.

22
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5.1.1 El modelo de transporte estandar

'lot al

13500

La

Total

13500

La compama N & N debe transportar neumaticos desde 3 fabricas hasta 4 cen­
tres de distribucidn. N &: N tiene operaciones de produccion en Santiago, Copiapo 
y Arica. Las capacidades de produccion de neumaticos, de las tres fabricas, para 
los siguientes meses esta dada en la tabla (1)

Centro de
distribucidn
Argentina
Uruguay
Peru
Bolivia

Fabrica
Santiago
Copiapo
Arica

Destine
1
2
3
4

Origen 
T” 
2 
3

Capacidad de produccion 
en tres meses (unidades) 

5000 " 
6000

_________2500_________

[Tabla 1]

En lo que sigue ilustraremos estos conceptos con un problema que interpretaremos 
graficamente y a continuacidn escribiremos el programa lineal. La representacidn 
en forma de red hace que resulte sencillo observar la estrecha relacidn que existe 
entre los elementos que intervienen en el.

Prondstico de la demanda 
en tres meses (unidades) _____________

4000
2000
1500

[Tabla 2]

compama N & N distribuye sus neumaticos a traves de cuatro grandes 
centros de distribucidn ubicados en cuatro paises: Argentina, Uruguay, Peru y 
Bolivia. El prondstico de la demanda en los centros de distribucidn se muestra en 
la tabla (2)

La empresa esta interesada en saber que tanta produccion se debe envfar a cada 
centro de distribucidn desde cada una de las fabricas. El la figura (2) se muestra 
graficamente la red correspondiente a las 12 rutas posibles que N & N puede 
utilizar. A los circulos que encierran los nombres de las ciudades y los paises los
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[Tabla 3]

Xij = numero de unidades transportadas del origen i al destino j

donde i = 1,2,m y j = 1,2,..., n.

Nodos de destinoNodes de origen

6000

5000

4000

6000 Copiapo Figura 2

2000

2500

1500
Bolivia

DemandasOfertas

I 1 >
Argentina

(arcos)
Rutas de dislribucion

1 
Santiago

2
Uruguay

3
Peru

3 
Arica

Origen
Santiago
Copiapo 
Arica

Bolivia
T- 
3 
5

Destino
Peril 

7 
2 
4

Observe, en la red, figura (2), que cxiste una variable de decision para cada uno 
de los arcos. Por ejemplo, utilizando la notacidn convenida la expresidn = 500

Argentina Uruguay
3 2
7 5
2 5

llamaremos nodos y a las rectas que los unen las llamaremos arcos. Insistimos en 
que, para el problema de transporte, el objetivo es determinar las rutas que deben 
utilizarse y la cantidad que se debe enviar a traves de cada una de el las, de manera 
que el costo total del transporte sea minimo y al mismo tiempo se satisfagan las 
demandas de distribucion. La tabla (3) muestra el costo, en dolares, de transporte 
por unidad para el problema de la compama N N.

De acuerdo a lo dicho en la defmicidn 6.1.0, las variables de decision en un 
problema de transporte que tiene m on'genes y n destines son:

2
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4- 2rri2 + 4- 6^14

Costo de transporte <
4- 5.T22 4- 2.T23 4- 3224

2231 4- 0232 4- 4233 4- 52'34

Zu 4- 2'12 4" 2-13 4- 214

zn 4- 212 4- 213 4- 2Ji4 < 5000 (envio desde Santiago)

Z21 4- 222 4- 223 + 224 < 6000 (envio desde Copiapo)

calidad de destino,

211 4- 221 4- 231 = 6000
212 4- 222 4“ 232 = 4000
213 4- 223 4" 233 = 2000

214 4- 224 4- 234 = 1500

Uruguay) 
Peru) 
Bolivia)

1) para las unidades que 
se envian desde Santiago
2) para las unidades que 
se envian desde Copiapo
3) para las unidades que 
se envian desde Arica

7221

resulta que que la restriccion de oferta para esta fabrica es:

231 4- 232 4- 233 4- 234 < 2500

Por otra parte teniendo 4 centros en 
restricciones de demanda para asegurar que se 
destinos:

significaria enviar 500 unidades desde Copiapo a Bolivia; la expresion t23 — 200 
significaria transportar desde Copiapo a Peru 200 unidades de mercadcria.

Puesto que el problema consiste en minimizar los costos totales de transporte, 
utilizamos los datos de la tabla 3, (que son los mismos que aparecen escritos en 
la red), para escribir las siguientes expresiones de costos para las unidades que se 
envian desde cada una de las ciudades donde estan las fabricas de produccion.

La funcion objetivo z es 
igualdades anteriores, y las restricciones tienen origen en 
las fabricas y en la demanda correspondiente en cada destino. Consideremos, 
primer lugar, las restricciones generadas por las ofertas. La capacidad de produc­
tion de la fabrica de Santiago es de 5000 unidades. Puesto que el numero total de 
unidades que se envian desde Santiago a los cuatro destinos es:

igual a la suma de las expresiones del lado derecho de las 
las ofertas limitadas de

en

Teniendo en cuenta que son tres las fabricas y cuatro los destinos, se tendra en 
total 3 restricciones de oferta. Las otras dos son:

(demanda en Argentina)
(demanda en

(demanda en
(demanda en

(envio desde Arica)

se generan las siguientes 
satisfacen las deman das en los
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min :

Zn

Z34

5.1.2 Resolucion del programa de transporte 
utilizando el LINDO/PC

La resolucion por computadora del problema de la compania N & N, muestra 
la tabla siguiente:

En consecuencia se tiene el sigiuiente programa lineal que contiene 12 variables 
y 7 restricciones para el problema de N &: N:

3'33

3-24

< 5000
< 6000
< 2500
= 6000
= 4000
= 2000
= 1500

+
Z21

+
•^22

+
a?ii

313 

+
332 

+
312

+
323

+
321 

+
313

314 

+
333 

+
322 

+

324 

+
331 

+
3'23

314

332

+
+

312

+
331

z = 3a? 11 d-2x’i2+72:i3-t-62'i4d-7.r2i -F5a?22H",“323 4-32?24 + 2a?3i +5a;32 4-4a?33-|-5T34

Comentario 1. La mayoria de las personas que practican la toma de decisiones 
en problemas de transporte sugieren que, en primer lugar, es necesario construir 
un modelo de red. Hemos visto que se trazan nodos para representar los origenes 
y los destinos y arcos que unen tales nodos para representar las rutas factibles de 
transporte. Despues de esto no es dificil traducir el modelo de red a un modelo 
de programacion lineal, desarrollando una restriccion para cada nodo e incluyendo 
una variable para cada arco. En la practica los problemas de transporte que 
se resuelven conducen a problemas lineales muy grandes, no es raro encontrar 

• problemas que contienen miles de variables. Sin embargo, actualmente existen 
paquetes capaces de resolver programas lineales de cientos de miles de variables. 
Finalmente, hay que decir, que la solucion optima de un modelo de transporte se 
da con valores enteros, siempre y cuando los valores de la oferta y la demanda scan 
enteros.

3q- > 0 para todo i = 1,2,3 y j = 1,2, 3,4

+ 334



El problema. de transporte 129

[Tabla 4]

39 500

[Tabla 5]

La tabla (5) muestra una interpretation mas clara de la solucion del problema 
de transporte de la compania N &: N.

Desde
Santiago 
Santiago 
Cop i apo 
Copiapo 
Copiapo
Arica

Rut a 
llasta 
Argentina
Uruguay
Uruguay 
Peru 
Bolivia
Argentina

‘ env/an 
TsoT
1 500
2 500 
2 000
1 500
2 500

Costo 
total $

Costo 
por ruta 
T0'500 
03 000 
12 500 
04 000 
04 500 
05 000

Valor de la funcion objetivo
T) 39500.00000“'

Unidades que Costo por 
se envian unidad $ 

"3 
2 
5 
2 
3 
2

Valor 
3500.000'00 
1500.00000 
0000.00000 
0000.00000 
0000.00000 
2500.00000 
2000.00000 
1500.00000 
2500.00000 
0000.00000 
0000.00000 
0000.00000

Variable 
xll 
xl2 
xl3 
xl4 
x21 
x22 
x23 
x24 
x31 
x32 
x33 
x34

COSTOS REDUCIDOS
“Toooooo-
0.000000
8.000000
6.000000
1.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
4.000000
6.000000
6.000000

Por no ser de interes para el problema, eliminaremos de la tabla la information 
relativa a los tiempos de holgura/excedente y los precios duales de tai modo que 
veremos en ella, solamente, los valores de las variables de decision.

Se observa que el costo mfnimo total del transporte es de 39 500 dolares. Los 
valores de las variables de decision muestran las cantidades optimas que se deben 
enviar por cada ruta. Por ejemplo, Zn = 3 500 indica que se deben enviar 3 500 
unidades por la ruta Santiago — Argentina; T12 = 1 500, indica que se deben enviar 
1500 unidades por la ruta Santiago — Uruguay; ^34 = 0.00000 indica que por la 
ruta de Arica a Bolivia no debe enviarse unidad alguna.
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el problema de transporte.

Nodox de origen

6000I 2500

15005000

2500
4000r

figura 32000
6000 1

2000

2500
Demandas1500

Ofetlas
1500

4

Bolivia

1
Santiago

( 1 >
Argentina

(arcox)
Rotas de dixtribucion

2 
Copiapo

3
Arica

2 
Uruguay

3
Peru

Comentario 
oferta excede a '

La figura (3) muestra la red optima de distribucion para

Nodos de dextino 
3500

Si la oferta total es menor que las demanda total, el modelo no tiene una 
solucion factible. En esta situacion el administrador prefiere contruir un modelo 
de transporte de costo imnimo para la oferta disponible que indique que destinos 
tendrian demanda insatisfecha.' Para obtener esta solucion se modifica la repre- 
sentacidn de la red agregando un origen ficticio con una oferta igual a. la diferencia 
entre la demanda total y la oferta total. En este caso el modelo tiene una solucion 
factible. Se asigna un costo de cero por unidad a cada uno de los arcos que salen 

. del origen ficticio, de manera que el valor de la solucion optima para el problema 
rnodificado representa los costos de transporte para las unidadcs que en realidad se 
envian. Cuando se pone en prctica la solucion optima, los destines que muestran 
que reci ben envios desde el origen ficticio serian los destinos en los cuales no se 
satisface completamente la demanda.

Puede ocurrir tambien que no sea posible establecer una ruta desde cada uno 
de los origenes hasta cada uno de los destinos. Cuando esto ocurre, se elimina el 
arco y la variable correspondiente en la red.

• 2. Si la oferta total no fuera igual a la demanda, esto es, si la 
la demanda total, esta aparece como holgura en la solucion del 

problema y puede interpretarse como oferta no utilizada o que no se envfa desde el 
origen. El lector puede resolver riuevamente el problema utilizando el LINDO/PC 
y verificar que en este problema las variables de holgura son iguales a cero paret 
cada restriccidn.
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5.2 El problema de asignacion

[Tabla 6]

Jefe de Proyecto
Profesor NN
Profesor JV
Profesor SE

como la asignacion de tareas 
en determinados territorios.
trabajos (o trabaj adores)

Clientes
Turismo (1) Medio ambiente (2) Urbanismo (3) ___ ____________

9 18 '5
6 14 3

Jjl Departamento de Industria de la Facultad de Ingenieria de la Universidad 

de Atacama ha recibido, de la oficina de Planificacion de la Municipalidad de 
Copiapd, la solicitud de estudiar la factibilidad de tres proyectos en las areas de 
turismo, medio ambiente y urbanismo para la Tercera Region. El departamento de 
industria, en adelante DI, debe asignar jefes de proyectos a los profesores NN. JV 
y SE. El director del DI estima que el tiempo que cada profesor se demorara en 
estudiar cada uno de los proyectos dependera fundamentalmente de su experiencia. 
Supondremos que cada profesor debe servir a un cliente, por lo tanto tendremos 
tres clientes. La tabla (6) muestra una estimacion de los tiempos, en dias, que 
cada jefe de. proyecto se demoraria en el estudio de cada uno de ellos.

La tabla anterior significa, por ejemplo, que el profesor NN demoraria 10 dias 
en desarrollar el proyecto de turismo y 15 y 9 dias en desarrollar los proyectos de 
medio ambiente y urbanismo respectivamente. Significa, por ejemplo, que mientras 
el profesor NN se demoraria 10 dias en desarrollar el proyecto de turismo, los 
profesores JV y SE, se demorarian 9 y 6 dias respectivamente. De tai modo quo 
teniendo tres jefes de proyectos se ticnen nueve alternativas de asignacion posibles.

Este problema se presenta en situaciones tales 
a maquinas, a trabajadores, a personal de ventas 
Considerese, por ejemplo, la situacion de asignar m trabajos [o trabajadores) a 
n maquinas. Cuando un trabajo (? = 1,2, ..., m) se asigna a la maquiria (j = 
1,2, se incurre en un costo c-ij. El objetivo consiste en asignar trabajos a las 
maquinas (un trabajador por maquina) al menor costo posible. La formulacion de 
este problema puede considerarse como un caso particular del problema de trans­
porte. El problema general se conoce como problema de asignacion. En este 
caso los trabajos son los nodos de origen y las maquinas representan los nodos 
de destino. La oferta disponible en cada origen es 1 y la demanda requerida en 
cada destino, tambien es 1. El costo de transportar (asignar) el trabajo i (proyecto 
i) a la maquina j (cliente j) es Gy. Como ilustracion del problema de transporte 
analizaremos un caso de asignacion de proyectos que deben ser estudiados en tiem­
pos optimos.
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(Turismo)11

Figura 41 (Medio ambiente)1

(Uibanismo)1 1

DemandsOferta

=

Esta notacion

Cliente
1

Je(e« de pioyeclot
Nodos de destino

1

NN

3 
SE

2
JV

Asignaciones posible* 
arco*

Cliente
3

Cliente
2

La sirnilutud entre el modelo de redes para el problema de transporte y el 
modelo de redes para el problema de asignacion es evidente. De tai modo que el 
problema de asignacion no es mas que un caso particular del problema de trans­
porte en que la cantidad que se envia en cada uno de los arcos es cero o uno.

Intentaremos construir el programa lineal utilizando el modelo de red y los 
datos de la tabla (6). Nuevamente se necesita una restriccidn para cada nodo y 
una variable para cada arco. Tai como lo hicimos en en el problema de transporte, 
utilizaremos variables de decision con doble mdice. Asi, por ejemplo, Xn denota 
la asignacion del proyecto 1 al cliente 1, es decir, la asignacion del proyecto de 
turismo al profesor NN: .ti2 significa que le hemos asignado el proyecto 1 al cliente 
2, es decir, le hemos asignado el proyecto de medio ambiente al profesor NN; X32, 
significa que le hemos asignado al profesor SE el proyecto de Medio Ambiente, 
etc. Esta forma de asignar los proyectos a los clientes, nos sugiere la siguiente 
definicion de asignacion:

1 si se asigna el jefe de proyecto i al cliente j
0 si no es asi

es coherente puesto que. por ejemplo, si sc asigna el proyecto de 
turismo al profesor NN, esto es, sc le asigna el proyecto 1 al cliente 1, escribiriamos

’ La figura (4) muestra la representacidn del problema de asignacion del DI en forma 
de red. Los nodos corresponden a los jefes de proyectos y a los clientes. Los arcos 
representan las posibles asignaciones de jefes de proyectos a los clientes. La oferta 
en cada nodo de origen y la demanda en cada nodo de destino es 1, esto es, un 
proyecto de oferta y un proyecto de demanda. El costo de la asignacion de un jefe 
de proyecto a un cliente es el tiempo que se demoraria el encargado del proyecto 
en realizarlo.

Clientes
Nodos de origen
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requeririan para que cada profesor terminara dichos proyectos. En efecto:

•hallar min z = lOrrn 4- 15^i2 + 9^13 + 9t2i + 18.t22 + 5a?23 + 62:31 + 14;r32 + 3x33

sujeto a las restricciones:

Tn

^33

Tn

^33

Dias que se requieren si se asigna a 
Dias que se requieren si se asigna a 
Dias que se requieren si se asigna a

^ll + 212 + 2i3 
221 + 222 -I- t23 
231 + 232 + 233 
2’11 + 22i + Z31 
212 + T22 4- 233 
2!3 4- 223 4- 233

< 1
< 1
< 1
= 1
= 1 
= 1

NN
JV
SE

asignacion de NN 
asignacion de JV 
asignacion de SE 
cliente 1 
cliente 2 
cliente 3

I 
J 
1 
1 
1
1

= IOth 4* 15ti2 4" 9ti3
— 9t2i 4“ 18t22 4- 5t23
— 6t3i 4- 14t32 4- 3t33

223

4-
231 

+
223

4-
221

212 

+ 
231 

4- 
2’12

213

4-
232 

+
222

4-
232

4-

+
222 

4"
221

4-
213

2ii = 1, y en tai caso a los profesores JV y SE no se les podria asignar el 
mismo proyecto, debiendose escribir t2i = 0 y t31 = 0. De acuerdo a la notacion 
que hemos definido podemos expresar, en terminos de ecuaciones, los dfas que se

z — 10th 4- 15ti2 4- 9ti3 4- 9t2i 4- 18t22 4- 0223 4- 62:31 4- 14t32 4- 82:33

con 9 variables y 3 restricciones para el problema de asignacion de

La suma de los tiempos que requieren los tres jefes de proyectos proporciona el 
numero total de dias que se requieren para terminar el estudio de las tres asigna- 
ciones. Esta suma nos proporciona la funcion objetivo:

Por otra parte las restricciones deben reflejar el hecho de que a cada uno de los 
profesores puede asignarsele, a lo mas, un cliente y que a un cliente se le puede 
asignar, a lo mas, un profesor. En consecuencia tenemos el siguiente conjunto de 
restricciones.

Combinando la funcion objetivo y las restricciones, obtenemos el siguiente pro- 
grama lineal 
proyectos.
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Y J = 1,2,3

5.2.1

[Tabla 7]

Asignaciones optimas para el problema de asignacion de proyectos

Total de dfas

26

Tabla 8]

Resolucion del programa de asignacion 
utilizando el LINDO/PC

Valor de la funcion objetivo
1) 26.00000

Jefe de Proyecto
Profesor NN
Profesor JV
Profesor SE

Variable 
xll 
xl2 
xl3 
x21 
x22 
x23 
x31 
x32 
x33

Valor 
04)0000 
1.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
1.00000 
1.00000 
0.00000 
0.00000

COSTOS REDUCIDOS 
~ 1.000000“ 

0.000000 
4.000000 
0.000000 
3.000000 
0.000000 
0.000000 
2.000000 
1.000000

Dias 
"IF 

5 
6

Cliente asignado

3
1

La tabla (7) muestra la solucidn, utilizando el LINDO/PC, del programa lineal 
propuesto. Las filas 2, 6 y 7, (.T12 = 1, z23 = I, ^31 = 1) muestran claramente 
que al profesor NN se le ha asignado el cliente 2, es decir, el proyecto de medio 
ambiente. Al profesor JV se le asigna el cliente 3, es decir, se le asigno el proyecto 
de urbanizacion. Finalmente al profesor SE, se le asigno cl cliente 1, es decir, se le 
asigno el proyecto de turismo. Que el valor de la funcion objetivo sea 26, significa 
que el total de tiempo que se requiere para terminal’ los ties proyectos es de 26 
dias. La tabla (8) resume mas claramente estos resultados.

0 para todo i = 1,2,3
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de ellos

minimizar

sujeto a:

i = 1,2,m agentes

j = tareas

don de

m

5.2.2 El modelo general para el programa 
de asignacion

= i,

m n

l‘=l J=1

Comentario 1. Hemos visto que el problema de asignacion puede estudiarse 
como un caso particular del problema de transporte, por lo que debierarnos esperar 
que las dificultades que puedan surgir sean similares a las que aparecen en este 
ultimo. ^.Que ocurriria, por ejemplo, si el numero de profesores excediera al numero 
de proyectos?

Si esto ocurriera, es decir, si el numero de profesores excediera al numero de 
tareas, no habria problema. De hecho si hubieran 4 profesores uno de ellos se 
quedaria sin proyecto en la solucion optima.

En cambio, si el numero de profesores fuese menor que el numero de proyectos, 
digamos, por ejemplo, 3 profesores y cuatro proyectos, entonces, no habria solucion 
factible. Recordemos que una solucion para esta situacion, en el caso del problema 
de transporte, era incluir un agente ficticio. De tai modo que, en nuestro caso, la 
dificultad se resuelve incluyendo un profesor ficticio. Los coeficientes, en la funcion 
objetivo, de los jefes de proyectos ficticios, seran iguales a cero. En este caso la 
solucion optima indicaria la asignacion de encargados de proyectos solamente a 
tres profesores y un proyecto se quedaria sin encargado.

n

^2
;=i

m

E 
1=1

> 0 para todas las z, j.

Hemos dicho que el problema de asignacion implica n agentes y m tareas. Si 
se hace Xij = 1 o = 0, dependiendo de si se asigna, o no, al agente i a la tarea 
j, y si Cij denota el costo de asignar el agente ?’ a la tarea j, entonces, el modelo 
general de asignacion puede escribirse en la forma siguiente:

Si el numero de agentes m es menor que el numero de tareas n, es decir, si la 
oferta es menor que la demanda, sc deben incluir n — m agentes ficticios con el 
objeto de lograr una solucion factible.
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El modelo de transbordo5.3 x

/

200

Almncenei

150600

X 350400

300
rigura 5

La figura (5) representa la red del problema de transbordo de Chile Hardware.

4
C oldem

7 
Peru

Plantas

Nodos de origen

Nodes de 
Tlanibaldo

I

2 
Vallenar

5 
Argentina

6 
Uruguay

8

0 olivia

< 

/ '

Clientes 
Nodos de dcstino

< 1 X / 3
Concepcidnl----------( Valparaiso

Igual que en el problema de transporte, la oferta disponible en cada origen es 
limitada, y la demanda en cada destino es conocida. El objetivo del problema de 
transbordo es determinar cuantas unidades se deben enviar sobre cada arco de la 
red de manera que se satisfagan las demandas de todos los destines con el mmimo 
costo de transporte posible. Consideremos el caso de una empresa nacional que 
arma, y vende, computadores a algunos pai'ses de America Latina.

La empresa Chile Hardware es una compania (que arma y vende com­

putadores) que tiene instalaciones de produccion en Concepcion y Vallenar. Los 
computadores que se arman on ambas ciudades pueden enviarse a cualesquiera 
de los almacenes que se encuentran en los puertos de Valparaiso y Caldera. La 
compania abastece desde estos puertos a sus distribuidores en Argentina, Uruguay, 
Peru y Bolivia. A continuacidn se muestra la red con las caracteristicas basicas 
del problema.

El problema de transbordo es una extension del modelo de transporte en el que 
se agregan nodos intermedios; a estos nodos se les llama nodos de transbordo. 
La invencion de los nodos de transbordo tiene utilidad en los casos en que es nece- 
sario mantener instalaciones interrnedias antes de abastecer los nodos de destino. 
Esta distribucion, de tipo mas general, permite los envios entre cualesquiera de 
los tres tipos de nodos: a) nodos de origen, b) nodos de transbordo y c) nodos de 
destino. De esta forma el problema de transbordo permite enviar mercaderia desde 
una ubicacion de abasto (nodo de origen) a otra ubicacidn de abasto (almacenes) 
y luego a los nodos de dcstino.



ii w

I

El problema cle transbordo 137

I

[Tabla 9]

>

[Tabla 9]

Planta
Concepcion
Vallenar

. *

I

Caldera
3
1

Alm acenes 
Valparaiso 
Caldera

Distribuidores
Argentina Uruguay Perri

2 6 3“
4 4 6

Bolivia
“6

5

Almacenes 
Valparaiso

2
3

La tabla (10) muestra los costos de transporte por unidad desde los puertos 
(almacenes) hasta los parses donde se distribuyen los computadores.

Los costos, por unidad, leidas en UF, deben interpretarse de la manera siguiente. 
El costo de transporte por unidad desde Concepcion a Valparaiso es de 2 UF. 
El costo de transporte por unidad desde Concepcion a Caldera es de 3 UF. Los 
costos de transportar una unidad desde Vallenar a Valparaiso y Caldera, son de 3 
y 1 UF, respect! vamente.

Observe que en los margenes Izquierdo y derecho se hall an las ofertas y las 
demandas, respect!vamente. Los nodos 1 y 2 son los de origen y los nodes 3 y 
4 son los de transbordo. Los nodos 5, 6, 7 y 8 son los de destine. La tabla (9) 
muestra los costos de transporte, por unidad, para el problema de Chile Hardware, 
desde las plantas ensambladoras hasta los puertos de Valparaiso y Caldera.

A partir de la. representacion de red y utilizando las tablas 9 y 10 construire- 
mos el prograrna lineal del modelo de transbordo. Tai como en el problema de 
transporte se requiere una restriccion para cada nodo y una variable para cada 
arco. Para representar el numero de unidades que se envian del nodo i al nodo 
j, utilizaremos la notacidn Xij. Por ejemplo 2:13 = denota el numero de unidades 
que se envian desde la planta de Concepcion al almacen de Valparaiso; .xq.1 denota 
el numero de unidades que se envian desde la planta de Concepcion al almacen 
de Caldera; 2.35 denota el numero de unidades que se envian desde el almacen de 
Valparaiso a la distribuidora en Argentina, y asi sucesivamente.

La tabla debe interpretarse de la manera siguiente; los costos de transportar una 
unidad desde Valparaiso a Argentina, Uruguay, Peru y Bolivia son de 2, 6. 3 y 
6 UF, respectivamente; los costos de transportar una unidad desde Caldera a 
Argentina, Uruguay, Peru y Bolivia, son de 4, 4, 6 y 5 UF, respectivamente.
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Z13 + 214 < 600

^23 4" a:24 < 400

£35 + ^36 + ^37 + x 38

^13 + £'23

En consecuencia debe satisfacerse la igualdad:

£35 + £36 + £37 + £’38 — £13 4- £’23

£45 4- £46 4- £47 4- £48

£14 4“ £24

—£14 — 2:24 4“ £45 4- £46 4“ £47 4- £48 — 0

£35 4- £45 — 200

las

Analogamente, la planta de Vallenar puede mandar, a lo mas, 400 computadores, 
a los almacenes de Valparaiso y Caldera. La inecuacion que expresa esta idea es:

De manera similar se deduce que las restricciones para los nodos 6, 7 y 8 son 
siguientes:

y las unidades que entran al nodo 4 son:

o lo que es lo mismo

y las unidades que entran al nodo 3 son:

Por lo tanto la ecuacidn de restriccion correspondiente al nodo 4 es:

Puesto que la oferta de la planta do Concepcion es de 600 unidades, la cantidad 
que sc puede enviar, desde esta planta, a los almacenes de Valparaiso o de Caldera 
debe ser menor o igual que 600. La inecuacion que expresa esta idea es:

— £13 — £23 4- £35 4- £36 4- £37 4“ £38 — 0

Similarmente, el numero de unidades que se envian desde el nodo 4 debe ser igual 
al numero de unidades que se recibe. Se envian

Establecercmos, ahora, las restricciones correspondientes a los nodos de destino. 
Recordemos que, para cada nodo, la cantidad que se envia a ese destino debe ser 

• igual a la demanda. Por ejemplo, para satisfacer la demanda de 200 computadores 
en el nodo 5, es decir, del distribuidor de Argentina, resulta que:

Veamos, ahora, como son las restricciones de los nodos de transbordo. Para el 
nodo 3, esto es, el almacen de Valparaiso, se tiene que garantizar que el numero 
de unidades que se envian debe ser igual al numero de unidades que se reciben. 
Observcmos que el numero de unidades que salen del nodo 3 es:
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mm

sujeto a las restricciones

Restricciones de los nodos de origen

Restricciones de los nodos de transbordo

Restricciones de los nodos de destino

5.3.1

[Tabla 11]

— Tis — X23 + ^35 T ^36 + ^37 + ^38
— Zi4 — ^24 + £45 + x46 + ^47 4" ^48

^35 + Z45
x36 + ^46
^37 + Z47
^38 + ^48

> 0 para todo i, j.

Solucion del problema de transbordo 
utilizando el LINDO/PC

£13 + £14
£23 + £24

200 
150 
350 
300

600
400

£36 + £46
£37 + £47
£38 + £48

0
0

150
350
300

Variable 
xl3 
xl4 
x23 
x24 
x35 
x36 
x37 
x38 
x45 
x46 
x47 
x48

COSTOS REDUCIDOS 
o?oooboo” 
0.000000 
3.000000 
0.000000 
0.000000 
1.000000 
0.000000 
0.000000 
3.000000 
0.000000 
4.000000 
0.000000

Valor 
ooo’oooW 
000.00000 
000.00000 
400.00000 
200.00000 
000.00000 
350.00000 
050.00000 
000.00000 
150.00000 
000.00000 
250.00000

Valor de la funcion objetivo

T) 5 200

Z — 2^13 + 3 Zu + 3z23 + £24 + 2£35 + 6z36 + 3^37 + 6Z38 + 4z45 + 4z46 + 6z47 + 5z48

donde xZj

De todo lo dicho resulta que el programa lineal para el problema de transbordo de 
la compania Chile Hardware es el siguiente. Hallar:
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En la tabla (12)

5200
[Tabla 12]

5.3.2

min

todos los arcos

sujeto a las restricciones

EENodo de origen i Xij < Si

arcos que salen arcos que entran

ETransferencia de nodos

Nodos de destine j

arcos que salenarcos que entran

arcos que salen

E

El modelo general para el problema de 
transbordo

mas clara aun.

Desde 
Concepcion 
Vallenar o 
Valparaiso 
Valparaiso 
Valparaiso 
Caldera 
Caldera

Ruta
Hasta
Valparaiso 
Caldera 
Argentina 
Peru 
Bolivia
Uruguay 
Bolivia

Solucion optima para el problema de la Chile Hardware
Costo 
total

1200“
400
400

1050
300 
600 

1250

unidad 
F“ 
1 
2 
3 
6 
4 
5

-

Unidades que Costo por 
envian 

600 
400 
200 
350 
050 
150 
250

xij -

se resume la solucion optima en una forma

= d,

E xii =0

El problema que hemos resuelto nos sugiere el siguiente modelo general de 
’ programacion lineal para el problema de transbordo.

E

arcos que entran

con xtj > 0 y donde:
dj = costo por unidad de enviar del nodo i al nodo j.
Si = oferta en el nodo i.
dj = demanda en el nodo j.
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5.4 Ejercicios propuestos

1. Considere la siguiente representacion de red para

I 25

30

n 15 Figiira 6

B20

m 10

[Tablal ]

Planta
Pi
P2
Pt 

Demanda

Capacidad de las plantas
300 '
500
100

IVi 
20 
10 
12 
W

w3 
24 
8
10 

'300

un problema de transporte.

Se muestran en la red las ofertas, las demandas y los costos de transporte por 
unidad. a) Elabore un modelo de programacion lineal para el problema. b) 
Determine la solucion optima utilizando el LINDO/PC.

2. La compama Carrete Inc. fabrica un producto en tres plantas y los envia a tres 
almacenes. Los costos de transporte por unidad y la demanda de los almacenes 
se muestran en la tabla (1).

a) Elabore una representacion de red para el problema. b) Construya un modelo 
de programacion lineal para minimizar los costos de transporte. Resuelva este 
modelo y halle la solucion de cost© mmimo. c) Suponiendo que los elementos 
de la tabla (1) representan las utilidades por unidad al fabricar en la planta i y 
vender en la planta j, <_de que manera se modifica el planteamiento del problema 

con respecto al de la parte b)?

Almacenes 

W 
16 
10 
18 

400'
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problema de

[Tabla2 ]

Puertos de origen 
Valparaiso 

Caldera 
Chanaral 
Demanda

Panama
—20-”

10
12

300

Brasil
'24~

8
10

200

Oferta 
"300“ 

500 
100

Destino
Peru
"Tb"

10
- 18
200

3. Considere la informacion que contiene la tabla (2) respecto de un 
transporte.

4. La empresa Inca de Oro Chemicals, fabrica un material especial de base de 
aceite que escasea en estos mementos. Cuatro de los clientes de la compania han 
colocado pedidos que exceden la capacidad combinada de las plantas en Tierra 
Amarilla y Bahia Inglesa de Inca de Oro Chemicals. Los administradores 
de la empresa enfrentan el problema de decidir cuantas unidades deben enviar 
a cada cliente. Como los cuatro clientes pertenecen a industrias distintas, la 
estructura de precios permite cobrar precios diferentes a los distintos clientes. 
Sin embargo, algunas leves diferencias en los costos de produccion en las dos 
plantas y los distintos costos de transportes entre las plantas y los clientes hacen 
que la estrategia de vender a quien ofrezca mas sea inaceptable. Despues 
de considerar el precio, los costos de produccion y los costos de transportes, 
Inca de oro Chemicals ha establecido las siguientes utilidades por unidad 
para cada alternativa de planta y cliente.

a) Elabore una representacion de red para este problema. b) Elabore un modelo 
de programacion lineal para este modelo de transporte. c) Resuelva el programa 
lineal. ^Cual es la solucion de costo minimo?, ^cuantas unidades se envian por 
cada ruta de transporte?. d) Supongase que existe el requerimiento de enviar 100 
unidades en la ruta Valparaiso — Panama, ^de que manera se tendria que mod- 
ificar el modelo de programacion lineal para reflejar este cambio?, e) Suponga 
que una huelga de trabajadores maritimos deja temporalmente fuera de servi- 
cio, en Chile, los puertos de Chanaral y Caldera, y en el exterior, los puertos en 
Panama y Peru.(quedando fuera de servicio las rutas chanaral Panama y Caldera 
Peru). ^De que modo se tendria que modificar el modelo de programacion lineal 
para reflejar estos cambios? f) Resuelva, en primer lugar, el problema de trans­
porte con la modificacion del punto (d) y despues con la modificacion del punto 
(c). iQue efecto tiene cada uno de estos cambios sobre los costos totales de 
transporte y sobre el programa especifico de transporte? Utilice el LINDO/PC.
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[TablaS ]

los siguientesLas

5000

3000Bahia Inglesa

[Tabla4 ]

[Tabla 5]

a) i Cuantas unidades debe fabricar cada planta para cada cliente con el objeto 
de maximizar las utilidades ?
b) l La demanda de cual cliente no sera satisfecha ?

1,40
0,60
1,80

Capacid ad de las 
plantas en unidades 
Tierra Amarilla

Plantas
Tierra Amarilla
Bahia Inglesa

Centres de distribucion
Ciudad X Ciudad Y Ciudad Z 

f45 
1,10 
1,20

Ciudad Y

2,25
1,20

Fabricas
“A

B
C

C.
40
38

Clientes
Ci C2 C3
32 34 32
34 30 28

capacidades de las plantas y los pedidos de los clientes son

C2 
34 
30

Despues de considerar los precios de transporte, los administradores han decidido 
que en ninguna circunstancia utilizarian la ruta desde la fabrica en la ciudad B 
al centre de distribucion en la ciudad Y. Las capacidades de las plantas y los 
pedidos de los distribuidores son los siguientes:

Pedidos de distribuidores 
en unidades 
TT2000

D2 5000 
1)3 3000 

2000

5. Una compania de pelotas de futbol opera en fabricas ubicadas en las ciudades 
A, B y C. Los costos de transporte por cada unidad para los envies que se hacen 
desde las tres plantas a los centres de distribucion en las ciudades X, Y, Z son 
los siguientes:
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[Tabla 7]

[Tabla 8]

Pedidos (unidades) 
’ 400- 

400 
400

Jefe de proyecto
Salim
Milton
Vera

II
16
22
24

III
32
40
34
36

III 
32“ 

40 
34

II
16
22
24
18

Capacidad (unidades)
W~“ 

600 
300

Planta (Ciudad) 
A
B
C

Jefe de proyecto 
sTeiIi
M. Cortes
J. Vera
N. Nu ez

Clientes
T
10 
14 
22

Debido a diferencias en las escalas de salaries en las tres plantas, el costo unitario 
de produccion varfa entre ellas. Suponiendo que los costos son de 29,50 dolares 
por unidad en la fabrica de la ciudad A, de 31,20 dolares por unidad en la fabrica 
de la ciudad B y de 30,35 dolares por unidad en la fabrica de la ciudad C, obtenga 
el plan de produccion y distribucion que minimice los costos de produccion y 
transporte.

Clientes 
T 
io 
14 
22 
14

Distribuidor 
Ciudad X 
Ciudad Y 
Ciudad Z

[Tabla 6]

a) Desarrolle una rpresentacion de red para este problema
b) Escriba el programa lineal y resuelvalo. i Cual es el tiempo total que se 
requiere ?

6. La companfa Mena & Asociados es un despacho contable que tiene tres 
nuevos proyectos. Se asignaran a los tres nuevos clientes tres contadores jefes 
de proyectos: los senores Milton Cortes, Salim Elal y Julio Vera. La companfa, en 
base a la experiencia de cada uno de ellos, estima los tiempos que se demorarfan 
en desarrollarlos.

7. Suponga que la empresa contrata al senor Nelson Nunez, otro contador, al cual 
se le puede asignar uno de los proyectos. La tabla (7) muestra la estimacioh de 
tiempo para este nuevo empleado.
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[Tabla 9]

9. En las operaciones que realiza un taller,

Tarea

[Tabla 10]

la asignacion de secretarias

11
III
IV

Turismo 
10~ 

9 
6 
8

Urbanismo
9
5
3
6

Clientes
Medio ambiente__ _____

18
14
16

Jefe de proyecto
Profesor NN
Profesor JV
Profesor WW
Profesor JM

se pueden efectuar cuatro tareas 
cualesquiera de cuatro maquinas. En la tabla de mas abajo se 
que se requieren para cada tarea en cada maquina. i Cual 
tareas y maquinas que arroja el tiempo total minimo ?

en 
resumen las boras 

es la asignacion de

B 
18 
24 
30 
30

D
26
16
24
20

C 
32 
12 
26 
28

10. Existen disponibles cuatro secretarias para mecanografiar cualesquiera de tres 
reportes del Departamento de Matematicas de la UDA. En la tabla (11) se mues- 
tran las boras que requerin'a cada secretaria para efectuar esta tarea. Construya 
un modelo en red para este problema. L Cual es la asignacion de secretarias a 
cada reporte que minimiza el tiempo total ?

. 8. Resuelva el problema de asignacion del Departamento de Industrias de la Uni- 
versidad de Atacama (seccion 6.2.0, pagina 149) suponiendo que el profesor JM, 
ha estimado el mismo, que demorarfa 8, 16 y 6 boras en atender los proyectos 
de Turismo, Medio Ambiente y Urbanismo, respectivamente.

a) i Cual es la asignacion optima ?
b) L De que manera cambia la asignacion, en comparacion con la mejor asig­
nacion del problema anterior ?, se vieron ahorros al considerar al senor Nunez 
dentro de los jefes de proyecto ?

Maquinas 
T 
32 
22 
24 
26
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[Tabla 11]

Almacenes
Albany
Portsmouth

Plantas
Laja
Punta Arenas

Portsmouth
38
36

Boston
8
5

P h iladelfia
7

10

Distribuidores 
New York 

5 
6

Distri bu idor 
Boston 

New York 
Philadelfia

Plantas
Punta Arenas
Laja

B
12
11
16
14

Jefe de proyecto
Rosa
Nelly
Roxana
Darife

C
10
11
16
13

Capacidad 
~^00~

100

Demanda 
“150” 

100 
150

Almacenes
Albany 

45 
41

11. La compania manufacturera de papeles y cartones CMPC tiene fabricas de 
papel ubicados en Laja y en Punta Arenas. Envi'a parte de su produccion a 
almacenes, en Estados Unidos, a las ciudades de Portsmouth y Albany. Los 
distribuidores mas importantes de la compania se hallan en las ciudades de Boston 
New York y Filadelfia. Las capacidades de las plantas y las demandas de los 
distribuidores (en unidades) para el aho 1996 son los siguientes

A continuacion se muestran los costos unitarios de transporte para los envfos que 
se hacen desde las dos plantas a los dos almacenes, y desde los dos almacenes a 
los tres distribuidores.

a) Trace la representacion en red para el problema de la compania manufacturera 
de papeles y cartones CMPC.

b) Plantee el problema de la CMPC como un programa matematico.

c) Determine el programa de embarque de costo mi'nimo utilizando el software 
LINDO/PC.

Reportes 
T 
24 
19 
25 
25
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ExpenJins de venta
Plan taut

R 750

P1400

4
Fig'iira 7

6 R 250
600

4 3

W

Demands^AlmacenCapacidade*

10

8

a) Construya un

a Ri es de 500

P2

9
Loc co st os d«transportc 
se indican cobre los arcos

programa lineal para minimizar los costos de transporte
b) Determine la solucion optima para este problema
c) l Que cambios tendnan que hacerse en el modelo de programacion lineal si 
la cantidad maxima de articulos que se puede envfar desde PE 
unidades ?, de que manera cambiana esto la solucion optima ?

12. Una compania tiene dos plantas (Pi y P2) en Santiago, un almacen PE en la 
Tercera Region, y dos expendios, Ri y R2, de ventas al menudeo. En la figura 
siguiente se representan las capacidades de las plantas, las demandas en los 
expendios y los costos de transportes por unidad.
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5.5 El problema de la ruta mas corta

is

i

Oficinaj centrale* Jo
Figura 1

el origen al destino. 
constructora.

La compania Concretos S.A tiene varios proyectos de construccion distribui- 
dos en diversas comunas de Santiago ubicadas a decenas de kildrnetros de sus 
oficinas centrales. En un dia normal de trabajo deben efectuarse varios viajes 
al dia desde, y hacia, los lugares de construccion llevando hombres, equipos y 
suministros. Los costos relacionados con las actividades de transporte son impor- 
tantes. En la figura (1) se describen, mediante una red de calles y carreteras las

Hemos visto que los problemas de redes se presentan en una gran variedad de 
situaciones. Se ha utilizado la representacion de redes en problemas de distribu- 
cion, planeacion de proyectos, de transporte, etc. Laj?epresentacidn en red de 
un problema proporciona una vision general que ayuda a visualizar las relaciones 
ent re los di versos elementos que componen el sistema. Si consideramos una red 
con nodes de origen y de destino, de modo que a cada uno de los arcos se le ha 
asociado una~distancia, el problema de la ruta mas corta consiste justame^e en 
hallar la ruta mas corta (la trayectoria con la minima distancia total) que va desde 

En lo que sigue aplicaremos este concept© a una compania
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El algoritmo de la ruta mas corta5.6

17

Figura 2

32 indica la dutancia 
desde el no do 1 hasta 
el no do 7.

Fl 2 indie a el no do que precede 
al nodo 7 sob re la ruta que viene 
desde el nodo 1.
./

P2, 2] -------  Etiqueta 6 Rdtulo

alternativas de transporte entre las oficinas centrales y los lugares de construccidn. 
Los circulos o nodes de la red corresponden a los lugares donde se llevan a cabo 
las construcciones y los arcos simulan las calles y carreteras. Sobre los arcos se 
indican las distancias entre los lugares de construccidn. El problema de la com- 
pahia Concretos S.A consiste es determinar la ruta (o trayectoria) que minimice 
la distancia total recorrida entre las oficinas centrales y los lugares de construccidn

El lector habra notado, en la figura 1, que los arcos no representan propor- 
cionalmente las distancias que se indican. Asi, por ejemplo, las distancias desde el 
nodo 1 hasta los nodos 2 y 3 son diferentes, pero, en el grafico los arcos parecen 
tener la misma longitud. Esto ocurrira con frecuencia debido a la dificultad que 
significa realizar representaciones proporcionales en un grafico. En cualquier etapa 
del desarrollo del algoritmo un nodo puede estar, o no, rotulado (etiquetado). Con

De la notacidn. Antes de desarrollar el algoritmo conviene aclarar la notacidn 
que usaremos. A medida que se vaya estableciendo el posible camino mas corto, 
se fijara un rdtulo o etiqueta que se colocara en cada nodo y que indicara la 
distancia mas corta entre las oficinas centrales y los lugares de construccidn. Para 
simplificar la notacidn indicaremos con el numero 1 el nodo correspondiente a las 
oficinas centrales y con los siguientes numeros naturales a los nodos restantes. La 
etiqueta colocada sobre un nodo consta de dos numeros encerrados en un corchete. 
El primer numero del rdtulo colocado sobre el nodo indica la distancia desde el 
nodo (1) hasta dicho nodo. Y el segundo numero indica el nodo que precede al 
nodo actual. La figura (2) muestra una porcidn de la red de la companfa Concrete 
S.A y un rdtulo sobre el nodo 7.

215
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7

17Fi^ura 3 [15,1]

2
5

6
6

15

[0,1] 43
64

2
10 5

Oficinai centrales
43

rotulos tentativos debemos elegir aquel que indica la menor distancia.

7
Figura 4 17

5
66

15

43
64

2
10

/\C'Oficina, centrales

43

110,1]

Obviamente no existc ot.ra ruta mas corta que la que lleva al nodo 3. Cualquier

(15,1]

(2)

con la etique-

5 J

El rotulo [15,1] colocado en
1 al nodo 2 es de 15 kilometros y el nodo que precede al nodo 2 es el nodo 1. Y 
el rotulo [10,1] colocado en el nodo 3 significa quo la distancia desde el nodo 1 al 
nodo 3 es de 10 kilometros y el nodo que precede al nodo 2 es el nodo 1. Entre los 
nodos con

el nodo 2 significa que la distancia desde el nodo

Del algoritmo. El algoritmo se inicia rotulando el nodo 1 
ta [0,1]. Esto significa que la distancia entre el nodo 1, y el mismo, es cero. 
Para diferenciar los nodos con rotulos tentativos y permanentes, sombrearemos 
solamente los rotulos permanentes. Por otra parte, para identificar el nodo desde 
el cual se iniciara el paso siguiente, colocaremos un asterisco en.alguna parte visi­
ble cerca del nodo. La figura (3) muestra el estado del algoritmo despues de haber 
rotulado tentativamente los nodos 2 y 3.

frecuencia, tambien, nos veremos en la necesidad de rotular un nodo tentativa­
mente. Sin embargo cuando el algoritmo ha permitido estableccr definilivamente 
la ruta mas corta, el rotulo sera permanente.
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aun tiene vigencia.

Figiira 5 17

1
6

15 6
(0,U

3
6A

10
Oficinaa centrale*

4

[10,11

[13, 3]

otra ruta que se elija para Hegar al nodo 3 sera mucho mas larga que la que hemos 
elegido. De tai modo que la etiqueta que era temporal en el nodo 3, ahora, sera 
permanente. For lo tanto sombrearemos el nodo 3 y le colocaremos un asterisco 
para indicar que utilizaremos el nodo 3 para iniciar el siguiente paso en la iteracion. 
Ver figura (4).

5

Of

Cuales son los nodos a los que se 
figura 5 indica que desde 2 el nodo se 
colocamos etiquetas tentativas a dichos nodos. Veamos la figura

a) La etiqueta [30,2] en el nodo 7 esta indicando que la distancia desde el nodo 
1 hasta el nodo 7 es de 30 kilometros y el nodo que precede al nodo 7 es el nodo 2.

b) La etiqueta [19, 2] en el nodo 4 esta indicando que la distancia desde el nodo 
1 hasta el nodo 4 es de 19 kilometros y el nodo que precede al nodo 4 es el nodo 2.

puede acceder desde el nodo 2 ? La red de la 
puede llega^ a los nodos 7 y 4, por lo tanto

(6)

A continuacion observemos que los nodos que pueden alcanzarse desde el nodo 
3, son los nodos 2 y 5. La etiqueta tentativa del nodo 5 es [14,3] e indica que la 
distancia desde el nodo 1 al nodo 5 es de 14 kilometros y el nodo que precede al 
nodo 5 es el nodo 3. Al evaluar la distancia desde estos al nodo 3 se ve que la 
distancia mas corta entre el nodo 3 y los nodos 2 y 5 es la que va desde el nodo 3 
al nodo 2. En efecto, para ir al nodo 2 debemos recorrer 13 kilometros, en cambio 
para ir al nodo 5 necesitamos recorrer 14 kilometros. En consecuencia debemos 
modificar la etiqueta tentativa del nodo 2 y asignar la etiqueta permanente [13,3] 
para indicar que se ha encontrado una nueva ruta que va desde el 1 al nodo 2 que 
tiene una distancia de 13 kilometros y que cl nodo que precede al nodo 2, en la 
ruta, es el nodo 3. La figura (5) muestra los cambios en la red. Observe que hemos 
sombreado el nodo 2 para indicar que la etiqueta es permanente. Colocamos un 
asterisco en el nodo 2 para indicar que desde este nodo se iniciara la siguiente 
accion. Conviene tener en cuenta que el nodo 5 tiene una etiqueta tentativa que

7 J

2 

f 5 J 
[14,3]



M. Barahona D.152

iniciara la proxima busqueda.

Figuxa 6 17
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4 [14,3)

6 ) 
[16,51

[13, 31

[13, 3]

(10,11

[19,21

*4 r

no,2j
J

De entre todos los nodos (nodes 4, 5 y 7) 
exprese la menor distancia desde el nodo 1 
el nodo que satisface esta condicion es

[18,51

I 4 I

Se consideran ahora todos los nodos que
cuales se puede Hegar desde el nodo 5; estos

a) Tomando al nodo 5 como referente, la etiqueta del nodo 4 es ahora [18,5]. 
Esta etiqueta indica que la distancia desde el nodo 1 al nodo 4 es de 18 kilometros 
y el nodo que precede al nodo 4 es el nodo 5.

b) Tomando como referente el nodo 5, la etiqueta del nodo 6 sera [16,5] e 
indica que la distancia desde el nodo 1 al nodo 6 es de 16 kilometros y el nodo que 
precede al nodo 6 es el nodo 5. La figura (7) muestra la nueva red.

[19,11

Consideramos, ahora, la menor distancia en el resto de los nodos con etiquetas 
tentativas. Se observa que al nodo 6 debemos asignarle una etiqueta permanente 
puesto que dicha etiqueta muestra la menor distancia. A partir del nodo 6 se le

2

[14,3]

no tienen etiqueta permanente, a los 
son los nodos 4 y 6.

2

con rotulos tentativos, se elije aquel que 
a dicho nodo. Se ve claramente que 

el nodo 5 con la etiqueta [14,3]. Por esta 
razon se elige al nodo 5 para etiquetarlo permanentemente y se coloca un asterisco 
en dicho nodo para in di car que desde este nodo se 
La figura (6) muestra el cambio en la red.
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17Figura g
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4

, restan solamente dos nodos sin una marca perma-

prdxima iteracidn se iniciara en dicho nodo.

Figura9 17

5
6

15, 6
[0,1]

3
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OficiiiM centrales

4

el unicoes

[13, 3]

[13, 3]

[10,1]

K3M

[10,1]

[18,5]

08
[14,3]

[15,5]

[16,5]

[22,6]

L 7 J

[18,5]*

Finalmente como el nodo 7
pucde Hegar desde el nodo 4, comparamos

2
(||i[
[14,3]

Como el lector puede ver
nente. Puesto que la distancia que indica la etiqueta del nodo 4 es menor que 
la distancia que indica la etiqueta del nodo 7, la etiqueta de este ultimo nodo se 
convierte en permanente. Se coloca un asterisco en el nodo 4 para indicar que la 

La figura (9) muestra este cambio.

[22,6]

17 J

nodo con rotulo tentative al cual se 
> la distancia del nodo 7 con la distancia 

del nodo 4 mas la distancia desde el nodo 4 al nodo 7. La distancia del nodo 7 es de 
22 kilometres en cambio la distancia que se requeriria para pasar al nodo 7 desde 
el nodo 4 es de 18+5=23 kilometros. En consecuencia la etiqueta permanente del 
nodo 7 sera [22,6], que es la que tenia desde antes. La figura (10) muestra la red 
de la compania Concretes S.A

asigna la etiqueta tentativa [22,6] al nodo 7 puesto que la distancia desde el nodo 1 
al nodo 7 es de 22 kildmetros y el nodo que precede al nodo 7 es el 6. La apariencia 
de la nueva red es la de la figura (8).
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Fi^ura 10 17
[13, 3]

2 5
6

15 [18,516
[0,11

3
A4

2
[16,5110 5.Oficinax centrales

[14,3]4

[10,1]

[Tabla 1]

[22,6]

Oil

—3 —2
-3
-3 -5-4
-3 -5
-3 -5-6
-3 -5-6-7

Desde el nodo 1 
hasta el nodo 2 
liasta el nodo 3 
hasta el nodo 4 
hasta el nodo 5 
hasta el nodo 6 
hasta el nodo 7

Distancia en Km 
nj- 

10 
18 
14 
16 
22

forma permanente todos los nodos, significa que 
uno de los nodos de la red.

Ruta 
T 
1 
i 
i 
i 
i

Cuando se han etiquetados en 
se ha determinado la ruta mas corta a cada

Por ejemplo la etiqueta permanente [22,6] del nodo 7, indica que la distancia 
mas corta desde nodo 1 al nodo 7 es de 22 kilometros. Para determinar la ruta que 
permite llegar a dicho nodo recorriendo los 22 kilometros se observa que el nodo 
precedente al nodo 7 es el nodo 6. Volviendo hacia atras sobre la red para llegar 
al nodo 6 se observa que su etiqueta indica que se llego a dicho nodo a traves del 
nodo 5. Continuando cste proceso se ve que se llego al nodo 5 partiendo desde el 
nodo 3. Volviendo mas atras aun la etiqueta del nodo 3 muestra que se llego a 
cl desde el nodo 1. Por lq tanto la ruta mas corta desde el nodo 1 al nodo 7 es 
pasando por los nodos 1 — 3—5—6—7. La tabla (1) muestra las rutas mas cortas 
para la red de la compama Concretos S.A.
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5.7 Resumen de los pasos del algoritmo
eles

Comentario. Con frecuencia el algoritmo de la ruta mas corta se usa 
para resolver problemas de minimizacion de tiempos y costos en vez de dis- 
tancias. Observe que este algoritmo no tiene-sentido aplicarlo en problemas 
en los cuales primen criterios de utilidad. ,

1. Se le asigna al nodo 1 la etiqueta permanente [0, 1] que indica. que 1 
nodo inicial, y el 0 que indica que la distancia desde el nodo 1 a el mismo es 
0. '

■ 2. Se determinan rotulos tentativos para los nodos a los que puede llegarse en 
forma directa desde el nodo 1. El primer numero de cada etiqueta es la 
distancia directa entre el nodo 1 el nodo en cuestion. El segundo numero de 
cada rotulo (valor del nodo precedente) indica el nodo que le antecede on la 
ruta desde el nodo 1. En este primer paso todos estos numeros son unos.

3. Se identifica el nodo con la etiqueta t.entativa que muestre la menor dis­
tancia y se considera a esta como etiqueta permanente. Si todos los nodos 
tienen etiquetas permanentes se puede encontrar la ruta mas corta hasta un 
determinado nodo yendo hacia sus nodos precedentes.
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Servidor
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5.8 El problema del arbol expandido minimo. 
La red de comunicaciones.

Inca de Oro Bell debe instalar lineas especiales para una red de computo con 
el fin de conectar a 5 usuarios satelites con un servidor central. Con el proposito 
de minimizar los costos de instalacion, la gerencia desea que la longitud total de 
las lineas que unen el servidor con los usuarios sea lo mas pequena posible. Si se 
conectara directamente al servidor central con cada uno de los usuarios el costo 
de la instalacion seria maximo. Sin embargo se podria instalar una linea directa 
a algunos de los usuarios y colgar a otros de los usuarios ya conectados. la figura 
(11) muestra la disposicidn del servidor central y los cinco usuarios.

En la terminologfa de redes el problema del arbol expandido mi'nimo consiste en 
utilizar los arcos de la red para Hegar a todos los nodos de manera que la longitud 
total de sus rarnas sea minima. A continuacion analizaremos el problema de la 
compania Inca de Oro Bell que debe disenar una red de comunicaciones en la 

. Tercera Region.

Observemos que el nodo que se encuentra mas cerca del nodo 1 es el nodo 2, 
con una distancia de 20 metros. Para diferenciar los enlaces que nos interesen 
utilizaremos una linea mas gruesa que la linea habitual. Nos interesa, ahora, 
indicar la conexion entre el nodo 1 y el nodo 2.

La red muestra las alternativas de conexion posibles entre los nodos y las posibles 
distancias. En lo que sigue desarrollaremos el algoritmo que nos permitira Hegar a 
todos los nodos de la red de manera que la longitud total de las ramas sea minima.

\30

20 \
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una linea gruesa uniendo dichos nodos.
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Sezvidor 
central

( ! £
Seividor 
centra]

La figura (12) muestra la red con

proximo al conjunto de los nodos conexos 
Observe que hemos unido el nodo 3 con

A,

El siguiente paso del algoritmo consiste en precisar el nodo inconexo que este 
mas cerca de alguno de los nodos conexos. Observe que el nodo 4 es el que esta 
mas cerca del nodo 1; mas precisamente a 30 metros del nodo 1. De acuerdo a la 
convencion que hemos adoptado, la figura (13) muestra la red con una linea gruesa 
uniendo los nodos 1 y 4.

; I i

• •
------ ( 3

10/

4 1

Repitiendo el proceso de agregar siempre el nodo no conectado que este mas 
de la red, se obtiene la. figura (14). 

el nodo 4 mediante una linea gruesa.
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conectan los nodos 6 y 4, y los nodos 5 y 3.

40 5
2

5020 30

401 3
1030 40

304
20

40

6
Fi^ura 14

540 

2
50 3020

40 31
401030

304
20

40

6
Figura 15

Seividor 
central

Seividor 
central

Nodo inicial
1
1
4
4
3

Distan cia

30
10
20
30

Nodo final
2
4
3
6
5

Siguiendo el algoritmo se

Finalmente se obtiene la red de la figura (15). La menor longitud del arbol 
esta dada por la suma de las distancias de los arcos con linea gruesa. Observe que 
la distancia total minima es de 110 metros. Una tabla final con los resultados es 
la siguiente:
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5.9 El problema del flujo maximo

i
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Entrada Sur 
a Santiago

Capacidad de flujo 
8000 vehiculos por hora

Salida Norte 
de Santiago

0
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^8
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5.10 El Problema del flujo maximo 
vehiculos en la ruta 5: ano 2050

i

V
o

El Departamento de Ingenien'a de transito de la municipalidad de Santiago 
esta desarrollando un plan de vias, calles y carreteras alternativas, para el ano 
2050, fecha en la cual se estima que en ciertas epocas del ano, el flujo de vehiculos 
que vicnen del sur y pasan por Santiago hacia el norte llegara al nivel de 15 000 
vehiculos por hora. El plan contiene prograrnas de mantenimiento de calles que 
exigira el eventual cierre de algunas vias, disminucion de velocidad de los vehiculos 
al entrar a. la ciudad, etc. En la red de la figura (16) se describe una posible 
distribucion de las calles y carreteras con sus respectivos ftujos de vehiculos. Debido 
a la diferencia de velocidad de circulacion y a los patrones de trafico distintos para

En este problema hay un solo nodo fuente (nodo de entrada) y un solo destine 
(nodo de salida). El problema consiste en determinar la cantidad de flujo total 
(petroleo, vehiculos, mensajes, transito, etc) que puede circular a traves de la red en 
una unidad de tiempo. Se intenta transmitir flujo sobre todos los arcos de la red en 
la forma mas eficiente posible. Por otra parte la cantidad de flujo esta limitada por 
ciertas restricciones de capacidad. Asi, por ejemplo, los tipos de carreteras limitan 
el flujo de vehiculos en un sistema de transporte; el diametro de las tuberias de 
un oleoducto limitan el flujo de petroleo en un sistema de distribucion, etc. A la 
cantidad maxima sobre el flujo de un arco se le denomina capacidad

de flujo del arco. Asi, por ejemplo, en la figura (16), la capacidad de flujo del 
arco (5,7) en la direccidn 5 —> 7, es de 8 000 vehiculos por hora; la capacidad del 
arco (3,4) es de 3 000 vehiculos por hora en la direccidn 3 —> 4.

\3

0
A 7

5/

5
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Un algoritmo de flujo maximo.5.11

6

A continuacion se presenta un algoritmo de flujo maximo en 
utiliza solamente el sentido comiin.

2. Se incrementa, en la medida de lo posible, el flujo sobre ese camino.

cuyo desarrollo se

4. Detenerse cuando ya no sea posible encontrar un camino desde una fuente 
hasta un deposito que tenga capacidades de flujo superiores a cero en el 
sentido del flujo para todas las ramas del camino.

cada calle y carretera, se supone quo las capacidades de flujo variaran entre una 
calle y otra y entre las carreteras.

Observe que la capacidad de flujo en un arco se define en base a la direccion del 
flujo. Entenderemos que la seccion de carretera entre los nodes 1 y 2 muestra una 
capacidad de flujo de 5 000 vehiculos por bora en el sentido de 1 —> 2 y que existe 
una capacidad de 0 vehiculos en el sentido 2 —* 1. Esto significa que los ingenieros 
de transito, que planificaron la red, no desean que fluyan vehiculos del nodo 2 
hacia cl nodo 1. En realidad seria ildgico permitir flujo de vehiculos hacia el nodo 
de entrada. Podemos entendcr lo mismo suponiendo que la calle o carretera en 
cuestion tiene trafico en una unica direccion. Esto nos sugiere que las capacidades 
de flujos de las ramas (arcos) dependen de la direccion del flujo.

Podemos preguntarnos ahora, 4 la red del sistema propuesto seria. capaz de dar 
cabida a un flujo maximo, Norte Sur, de 15 000 vehiculos por hora ?, Cual seria 
el flujo maximo de vehiculos que permitiria la red cada hora ?, que tanto flujo se 
debe canalizar sobre cada rama ?

Comentario. Antes de presentar los detallcs del algoritmo, analizaremos 
brevemente un procedimiento que asegura que las etapas anteriores dan como. 
result ado una solucion optima para el problema de hallar el flujo maximo desdc 
un nodo de entrada a un nodo de salida. El procedimiento permite que un flu­
jo previamente asignado tome una ruta alternativa, perniitiendo flujos 
ficticios en el sentido inverso. Por ejemplo, consideremos la rama (3,6)

31_____ 0

1. Se busca cualquier camino del nodo de entrada al nodo de salida que tenga 
capacidades de flujo mayores que cero para todas las ramas del camino.

3. Se siguen buscando caminos que vayan de fuentes a depositos que tengan 
capacidades mayores que cero para todas las ramas, en el sentido del flujo, 
y se aumenta el flujo sobre esos caminos tanto como sea posible.
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el sen tide 3

I

3 6

-<

5.12

)

decide 
-* 3, se

Los pasos del algoritmo en el problema 
de flujo maximo de la ruta 5

Aqui se observa que la capacidad inicial d_e flujo en el sentido 3 —> 6 es de 7 000 
vehi'culos por hora, y que no se permite flujo en el sentido 6 --* 3. Si se 
permitir que fluyan, por ejemplo, 6 000 vehi'culos por hora en el sentido 6 - 
modificaria la capacidad de flujo de la siguiente inanera:

1 6

1. Se ubica cualquier camino que vaya del nodo origen al nodo de destino que 
tenga capacidades de flujo, en el sentido del flujo, mayores que cero para 
todas las ramas de dicho camino. Si no hubiera caminos disponibles significa 
que ya se ha llegado a la solucion optima. Por ejemplo, dos caminos posibles

A continuacion, de acuerdo a los analisis hechos en los parrafos anteriores, 
describimos los pasos que deben seguirse para hallar la solucion optima al problema 
de flujo maximo.

Observemos que se ha disminuido la capacidad de flujo en el sentido 3 6 en
6 000 vehi'culos por hora, y que se ha aumentado simultaneamente la capacidad de 
flujo en el sentido 6 —> 3 en la misma cantidad. La capacidad de flujo modificada en 
1 000 vehi'culos por hora en el sentido 3 —> 6 se interpreta como la capacidad restante 
de flujo en esa rama.

Sin embargo, observese que en el sentido 6 —> 3 que tenia una capacidad inicial 
de flujo cero muestra, ahora, una capacidad modificada de flujo de 6 000 vehi'culos 
por hora. En realidad esta capacidad modificada en el sentido 6 —> 3 muestra que 
se permite un flujo ficticio de hasta 6 000 vehi'culos por hora en dicho sentido. Pal 
flujo no han'a que se enviaran vehi'culos en el sentido 6 —* 3, sino que simplemente 
disminuin'a la magnitud del flujo que se comprometio originalmente en el sentido 
3 —> 6 de la rama. El flujo ficticio en el sentido 6 —> 3 dari'a como resultado la 
desviacion del flujo que originalmente se habia comprometidd en el sentido 3 —» 6, 
hacia otras ramas de la red.

Este proceso, el de rastrear las capacidades de flujo, es una. parte importante del 
algoritmo de flujo maximo. Por ejemplo, supongamos que en algun paso anterior 
se hubiera podido comprometer flujo sobre cierta rama. Postcriorrnente, y debido 
a flujos identificados en otras ramas, pudiera ser deseable dismiriuir el flujo sobre 
la rama original. El procedimiento que acabamos de describir permite identificar 
la medida en la que la decision original, de comprometer deterrninado flujo, debe 
modificarse para aumentar el flujo total que pasa por la red.
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2. Se ubica la rama que tenga la capacidad minima de flujo, (cm), en el camino 
elegido en el paso 1, y se aumenta el flujo sobre la red en la cantidad cm sobre 
dicho camino. Por ejemplo, si elegimos la rama del camino 1 — 3 — 6 — 7, la 
cantidad minima de flujo es de 6, (esto es de 6 000 vehiculos) en consecuencia 
se coloca en el nodo de origen dicha cantidad. La figura (17) muestra el 
aumento, en la red, de 6 000 vehiculos.

los que van

Puesto que en cada problema de flujo maximo podria existir mas de un

5

( 2
0/-

que satisfacen csta condicion son los que van por los nodos 1 — 3 — 6 — 7 y 
1 — 2 — 5 — 7. La figura (17) muestra cstos caminos con linea gruesa.

7)— 6

3. Por el camino elegido, reducir on cm todas las capacidades de flujo de las 
ramas en el sentido del flujo, y aumentar las capacidades de flujo de las 
ramas en el sentido contrario en la misma cantidad cm. Por ejemplo, si 
elegimos el camino 1 — 3 — 6 — 7, la menor capacidad de flujo cm = 6, por 
lo tanto se reduce la capacidad de flujo en la direccion del flujo en 6 y se 
aumenta el flujo, en sentido contrario, en las mismas ramas, tambien en 6. 
Esta es la primera iteracion. La figura (18) muestra estos cambios en la red.

reduce la capacidad de flujo 
en sentido contrario, en

la primera iteracion. La figura. (18) muestra estos cambios

0,^
1 f

3/

\3

\2

£-1 3

2 3/

’_<\3

Aumento del flujo

I
6------( 1
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• 4. Buscamos otro

obtiene la red modificada de la figura (19).
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6. Efectue la cuarta iteration si el camino seleccionado es 1 - 4 — 6 - 7 con 
cm — 1. - ’ '

7. Efectue la quinta iteration si el camino seleccionado es 1 - 4 — 6 — 5 - 7 con 
Cm — 1-

camino que vaya del nodo origen al nodo destino que tenga 
capacidades de Hujo inayores que cero para todas las ramas del camino. Uno 
de ellos es el que va por los nodos 1 - 2 - 5 - 7, cuya cm = 3, por lo tanto 
aumentarnos en 3 el flujo sobre la red. El fiujo total despues de la segunda 
iteration es de 6+3=9.

5. En los pasos siguientes no mostraremos la red*Tnbdificada despues de cada 
iteration. Se deja al lector que actualice las capacidades de flujo a medida que 
se vaya lealizando el analisis: Asi, por ejemplo, construya la red si el camino 
seleccionado es 1 —2 — 3 — 5 — 7 con cm = 2. Esta nueva red corresponderia 
a la tercera iteracidn.

1

5

Reduciendo todas las capacidades del flujo, en el sentido del flujo, en c 
aumentando las capacidades del flujo de las ramas en sentido contrario,

Flujo total despues de la 
segunda iteracidn

3

I 7
2 3/

VU
\3

camino cada vez, el procedimento ira dando redes distintas segun sean los 
(.aminos elegidos. Sin embargo, el algoritmo proporciona en algun momento 
la solution de flujo maximo.
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Figura 21

Observando la figura (21) se
nodo 1 hasta el nodo 7 que tengan capacidades de flujo mayores que 
las ramas del camino. Por esta razon el flujo maxi mo para esta red 
vehiculos por flora.

\4
6 ?

6_

Y 7

Determinaremos aflora la. cantidad y el sentido del flujo en cada rama do manera 
que se puedan lograr los 14 000 vehiculos de flujo total por flora. El flujo final de 
cada arco se determina comparando la capacidad final del arco con la capacidad 
inicial. Para cada arco la regia es la siguiente:

-3-2

14------ I 1

13----- II

7 7

,3

\ 0
\4- 

6

En este punto se tiene un flujo total de 13 000 vehiculos por flora y las capaci­
dades modificadas en la red se muestran en la figura (20)

Determinacidn de los flujos finales en el 
problema de la ruta 5

3^

puede ver que ya no hay mas caminos desde el 
cero en todas 
es de 14 000

6 ?

Nos preguntaremos aflora si existen otros caminos que vayan desde el nodo 1 al 
nodo 7 y que tengan capacidades de flujo, en el sentido del flujo, mayores que cero. 
Observando la red de la figura 20 se ve que aun queda la ruta 1—4 — 6 — 3 — 5 — 7, 
con un cm = 1 determinado por (3,5) en la direccidn de 3 —> 5, que aumenta el 
flujo a 14 000 vehiculos por flora. La figura (21) muestra la red modificada despues 
de la sexta iteracion

0 /

0/ 
0

0/ 
0

3
^\3
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y la red final actualizada del problema de fiujo niaximo, figura (23)
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Fiujo total despues de 
la sexta iteracion

Santiago 
Salida 
Norte

capacidad inicial : 3

0
' 4

0

0.

>0

que la capacidad inicial, i 
es la cantidad de fiujo a

kl 
0

\4
6 (14 —

2

Para aplicar la regia tengarnos a mano la red inicial, figura (22)

Aplicaremos la regia al arco 
de fiujo final e inicial que se

Si la capacidad final del arco es menor 
calculese la diferencia. Esta diferencia 
traves del arco 

3 -capacidad final • 0 --------------  o

Como la capacidad de fiujo final, en la direccion 3 -* 6, es menor que la capacidad 
inicial de fiujo en la misma direccion, la diferencia 7 — 2 — 5 es el fiujo final de ese 
arco en la direccion 3 —> 6.

f 2 
5>-

0/ 
0

7 _
’’V 7

\2 3

0(7)

3
(3,6) Consideremos la rama (3,6) con las capacidadcs 
desprcnden de las figuras (22) y (23) respectivamente:

7 0 „
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la rama (4,6). De acuerdo a las figuras (22) y

05
6

2 3
64

3 0
5

0

752

3
16 -> 531 76

r
3

4 3Figura 24

t

245/

Los resultados del analisis del problema de flujo maxirno muestra que la red 
de carretaras que se planea construir para el afio 2 050 no puede manejar un flujo 
de 15 000 vehiculos por hora. Los ingenieros de transito tendran que ampliar la 
red de carretaras y calles o deberan prepararse para enfrentar series problemas de 
embotellamientos. Si se modifica la red, insisitiendo en un flujo maxirno de 15 000 
vehiculos por hora, debera iniciarse otro analisis similar al que hemos desarrollado.

Apliquemos nuevamente la regia a 
(23) se tiene:

Flujo maxirno de 
14000 vehiculos 
por hora

7^ --- 1

5capacidad final : 3

Como la capacidad de flujo final en la direccion-^—> 5 es menor que la capacidad de 
flujo final en la misma direccion, la diferencia 3 — 0 = 3 es el flujo final del arco 
(3,5) en la direcccion 3 —» 5.

Comparando las capacidades final e inicial de fiujos para todas los arcos de la 
red, se puede determinar el patron final de flujo del problema de la carretera 5. 
La figura (24) muestra la red solucidn.

Apliquemos nuevamente la regia a la 
(23) se tiene:

capacidad inicial : 3

rama (3,5). De acuerdo a las figuras (22) y

capacidad inicial : 4

capacidad final :

Como la capacidad de flujo final, en la direccion 4 —> 6, es menor que la capacidad 
inicial de flujo en la misma direccion. la diferencia 5 — 2 = 3 es el flujo final de ese 
arco en la direccion 4 —> 6.
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5.14 Ejercicios propuestos

Figiira 1

I

Figura 22 5
7

3
4

691 3
2

7
18

334 6

1. Halle la ruta mas corta desde el nodo 1 hasta cada uno de los nodos de la 
red de transporte de la figura (1)

3. En el problema original de la compania Concretos S.A se encontro la dis- 
tancia mas corta desde el nodo 1' hasta cada uno de los demas nodos. Como 
algunos de los caminos son carreteras y otros son calles de ciudades, las dis- 
tancias para las rutas entre las oficinas centrales y los sitios de construccion

2. Considere el problema de la compania Concreto S.A (pagina 179) y supon- 
ga que el nodo 7 es el centre de abastecimiento y almacenamiento de la 
compania. Con frecuencia se realizan viajes diarios desde el nodo 7 hasta 
los demas nodos o sitios de construccion. Utilizando el nodo 7 como nodo 
inicial, obtenga la ruta mas corta desde este nodo a cada uno de los demas 
nodos de la red. Ver figura (2)

2 5

5

3
2

18
3

6
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Tiempo nwumo de viaje 42
Figura 453

25 7 2 3 512 3
2(1 11 412 818 4. 2

1 2,5 244
2

16
8 6 63S 5

3 715 53

5. Halle la ruta mas corta entre los nodos 1 y 10

5 Figura 534
9 8

52

10 10651

1
4 8 2

9
2 7 1011

4*

12

14

6
. 5

en la red de la figura (5)

13/

4. Considere la red de la figura (4') y determine la ruta mas corta entre los 
nodos 1 y 8.

pueden no necesariamente recorrerse en los menores tiempos. En la figura (3) 
se muestra la red de caminos de la companfa Concretes S. A con los tiempos 
de viaje, en vez de las distancias, hasta cada uno de los lugares de constru'C- 
cion. Obtener la ruta mas corta desde las oficianas centrales de Concretos 
S.A hasta cada uno de los lugares de construccidn para minimizar el tiempo 
de viaje en vez de las distancias.

6

7X—

6. La companfa Copiapo Mail empezd a operar un servicio de entregas y 
recolecciones rapidas en 10 comunas y ciudades cercanas a Santiago. Cuando 
la companfa recibe una solicitud de servicio envfa un vehfculo desde sus 
oficinas centrales hasta una oficina subsidiaria en la comuna desde la cual se 
le solicita el servicio. La Copiapo Mail esta interesada en que los servicios 
que presta scan rapidos y los costos de viaje scan mfnimos, de tai modo 
que los vehfculos deben operar por las rutas mas cortas. Suponga que la
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kilo metros,

1 70 Figura6

35.
5040 75220

2030
35

20
60

3 9
30

6 10

4

10

55

93
41 4

106

1122 1034
2 77 41

Figura 7 104
2

_5J
40

Oficinai 
centnde*

4 Y
12

9 /

15

30

40^-

1

.1

U 8

60

40

figura (6) (que no esta. trazada a escala), con distancias dadas en 
representa la red para el problema.

a) Obtenga las distancias para las rutas mas cortas desde las oficinas centrales 
en Santiago hasta cada una de las comunas (o ciudades)
b) Cual es la ruta mas corta desde las oficinas centrales en Santiago a la 
ciudad correspondiente al nodo 7.

7. Cuando la compania distribuidora de gasolina Salfa S.A era pequena los 
choferes de sus camiones tem'an libertad para elegir las rutas al realizar sus 
entregas. Sin embargo al progresar el negocio los costos de transporte y de 
entrega se han vuelto considerables. En un esfuerzo por mejorar la eficiencia 
de la operacion de entregas, los administradores de Salfa, interesados en 
determinar las rutas de entregas mas cortas, han construido la siguiente red 
de distribucidn. Ver figura (7)

3

6
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8.

2 1261
5. 123 3

858 154
11 72 69

64 24 I 21 4
■149 8 36 5 103

4
73 5 42 3

 13Figura8 9 6

9.

Distancia en Km
6

35
41  2 7

22 3

43 5 2

5

2 3

Figura 9 8

4 7

desarrolle la solucion del arbol de extension minima para la siguiente red de 
comunicaciones de emergencia. Figura (8)

Recientemente, la Corporacion Nacional Forestal, identified las ubicaciones 
ideales para construir refugios en el parque Pan de Azucar en la Terccra 
Region. Dichos lugares estan representados mediante los nodos de la red 
de la figura (9). Las ramas de la red representan las posibles alternativas 
de caminos en el parque. Si los disehadores desean minimizar el total de 
kildmetros de caminos que se deben construir y al mismo tiempo ofrecer 
acceso a todas las instalaciones (nodos), que caminos de alternativa deben 
construirse ?

iiY-t 
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5.15 Problemas de flujo maximo

2
50 6

2

Figuia 1

2. Si

2
0,

2
0

3

Figuia 2

4Capacidai de flujo 
de 2000 vehiculof 
por Kora x

4_
X.1

4
^2

3

__g
o_

se modifican las

Salida Sur 
de Copiapo

xl

4
3/

capacidades del sistema de carreteras de la ciudad de 
Copiapo, tai como muestra la figura (2), cual es el flujo maximo de vehiculos 
que puede pasar por hora en dicho sistema ?

'T 6
0“

1. De acuerdo al desarrollo que se espera tendra la Terccra Region cuando 
se abra al mercado de paises del Pacifico, y de la creciente integracidn de 
las economfas de America Latina, los ingenieros de transito de la Tercera 
Region estan planificando una posible red de carreteras, para el ano 2 056\ 
que pasaria por Copiapo. Las capacidades de dicha red se muestran en la 
figura (1). t

3. La compania de telefonos Inca de Oro Bell tiene pensado utilizar una red 
de lineas subterraneas de comunicacion para ofrecer servicios de audio de al- 
ta calidad entre Inca de oro y Coopiapd. El trafico de Hamadas se realizarfa

0/

3/
"X 3 
i 
-X 6

Entrada Norte 
a Copiapo

o’

2^
70.
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2
0, 6 3

0
2

5 0

Figura 3

3
52

0

0

36

0
Figuia 4

2

los diversos diametros de los ductos, las capacidades de flujos

J.
4

6

7)

Capacidad de flujo de
5000 galone* por hora

1
2,

3

4

2 
2

2
2

Debido a los diversos diametros de los ductos, las capacidades de ilujos son 
variables. Al abrir y cerrar selectivamente las diversas secciones de la red 
de oleoductos, la empresa puede abastecer cualesquiera de los almacenes. 
a) Si la empresa desea abastecer el almacen 7 y utilizar en forma completa 
la capacidad del sistema, 'b cuanto se necesitara para satisfacer la demanda

3 )

3 
2^

sistema de pozos de 
> una red de oleo- 

fuente de produccion a diversos lugares de almacenamiento.

4

1) 2^
___1

0
A 7

\ 2

0 ('

4. Petroleos de Inca de Oro es propietaria de un 
petroleo, en el Desierto de Atacama, que esta construyendo 
ductos desdc su 1
Una porcion de la red se muestra en la figura (4)

4 5

2/

2 2,

°J-3(4 Y-^' 5

mediante diversas lineas de cable y nodos de conexidn en la red, tai como se 
muestra en la figura (3). En los arcos se indica el numero de Hamadas tele- 
fdnicas, en miles, que pueden ocurrir simultaneamente en cualquier. instante 
de tiempo. a) b Cual es el numero de Hamadas telefdnicas que se pueden 
transmitir simultaneamente entre las dos ciudades ? b) Determinar los flujos 
sobre los arcos cuando el sistema opera a toda su capacidad ?

o
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2
0

0

2

Figure 50

10

0

8
90

60
Figure 6

2^

I

4
2

J
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1?
4

2

(5

Z 

2

10

-.6

1

43

x0

0/-

^5 
tT”

2

15

0

46

3 3__

del arco (3,4) para permitir un 
recomendan'a para la rama

2/-

tio

de 100 000 galones para el almacen 7 ?, /, cual es el flujo maximo para este 
sistema de oleoductos ? b) Si se presenta una ruptura en la linea (2,3) y se 
cierra dicho arco, cual es el flujo maximo para el sistema ?

5. Para el sistema de red de carreteras de la figura (5) determinar el flujo 
maximo de vehiculos por flora que soporta el sistema.

6. Una planta procesadora de productos quimicos tiene una red de ductos que 
utiliza para transportar productos quimicos desde una parte, a otra, de la 
planta. La red de ductos y las capacidades de flujo se muestran en la figura 
(6). i Cual es la capacidad maxima de flujo para el sistema si la compania 
desea transportar toda la cantidad posible de liquidos quimicos desde el nodo 
1 hasta el nodo 9 ?, ^ que cantidad de los productos quimicos fluiran sobre 
el arco (3,5) ?

10

io\

2 z-
4 **

Los ingenieros que disenaron el sistema estan considerando la ampliacidn 
flujo de 2 000 vehiculos por flora. Qua 

(3,4) de la red ?

\3^

6 \3

2

4/

2"

____  Capitidad de flujo de
\ 5000 veKiculo* por hora

SA6
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Introduccion6.1

i

z

4 1
I

I

Administracion 
de proyectos 

Pert/Cpm/Pert Cost 
I

En proyectos de gran envergadura, los administradores deben coordinar las 
diversas tareas y actividades de las cuales consta el proyecto, con el propdsito de 
terminar el proyecto completo on las fecha fijadas por la empresa. Uno de los

El problema de administrar proyectos tai como lo conocemos actualmente sur- 
gio como respuesta al proyecto de arrnamentos Polaris del Ejercito de los Estados 
Unidos durante la guerra fria en la decada de los anos 60. El Proyecto Polaris es- 
taba compuesto por una serie de subproyectos realizados por diversos fabricantes, 
de tai modo que se necesitaba una herramienta que permitiera prograrnar y con- 
trolar este gran proyecto. El PERT, que es la sigla de Evaluacion de Programacion 
y Tecnica de Revision fue desarrollado por los cientfficos de la Oficina Naval de 
Proyectos Especiales del Ejercito Norteamericano. La tecnica demostro ser tan 
efectiva que fue aceptada por todas las oficinas del gobierno y posteriormente por 
las empresas privadas. Poco tiempo despues la compania Dupont y la Remington 
Rand desarrollaron el metodo de Ruta Critica, cuyas siglas en Ingles son CPM. 
Critical Paht Metod, para controlar el mantenimiento de proyectos de las plantas 
qufmicas de la DuPont.

Sabemos que los administradores tienen la rcsponsabilidad de planificar, pro- 
gramar y controlar proyectos que constan de nurnerosos tareas separadas que son 
llevados a cabo, a veces, por oficinas de la misma empresa, y otras, por Departa- 
mentos de Empresas ajenas, otras personas etc. Con frecuencia los proyectos son 
tan grandes y complejos que es practicamente imposible que se pueda tener en 
mente la informacion y los avances relatives a dicho proyecto. En estos casos es 
que las tecnicas del Pert y Cpm demuestran ser extremadamente valiosas.
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1.

2.

3.

4.

Las redes en Pert/Cpm6.2

[tabla 1]

B
A, 0

Actividad
A
B
C
D

I Cual es el tiempo total que se

4 Cuanto se pueden demorar las actividades no criticas antes de que ocasionen 
demoras en el proyecto total ?

La primera fase del proceso de programacion de un proyecto utilizando PERT/(1PM 
consiste en determinar claramente las actividades especificas que conforman el 
proyecto. Asi, por ejemplo, si quisieramos llevar adelante el proyecto de adquirir 
un negocio, necesitariamos previamente defniir una serie de actividades. En la 
tabla (1) se describen algunas de estas.

requiere para terminar el proyecto ?

Cuales son las fechas programadas de inicio y de termino para cada una 
de las actividades del proyecto ?

Que actividades son criticas y dcben terminarse exactamente segrin lo 
programado para mantener el proyecto segun lo establecido.

Hemos dicho que el Pert y Cpm se desarollaron on forma independiente. El 
primero con la tarea especifica de planear, programar y controlar el proyecto de 
los misiles Polaris, para manejar las incertidumbres en los tiempos de terminacion 
de las diversas actividades constitutivas del proyecto. En cambio el segundo surgio 

' para desarrollar y controlar proyectos industriales en donde se consideraba que se 
conocian los tiempos de las tareas y se trataba de reducir los tiempos de dichas 
actividades. Actualmente las diferencias entre estas tecnicas, practicamente, han 
desaparecido. Los procedimientos modernos de planeacidn, de programacion y de 
control de proyectos han combinado las caracteristicas de ambos.

factores que complica la realizacion de cada una de las tareas del proyecto es la 
interdependencia de las actividades, esto es, cuando el inicio de algunas actividades 
dependen de la terminacion de otras. De lo antes dicho, los administradores deben 
preocuparse de responder a preguntas como las siguientes:

Descripcion de la actividad Antecedente inmediato
Elaborar list a de fuentes de financiamiento
Analisis Financiero del negocio
Plan futuro
Estudios de creditos
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*

>

A1 D3

B C
2 Figura 1

7

/

Lot arcot tenalaji lat 
actividader del proyecto

Lot iwdot corietponden al 
inicio o termino de lat actxvidadet

historial del 
elaborar

0

2. Los circulos o nodos de la red, corresponden al inicio o terminacidn de las 
actividades. Asf, por ejemplo, el nodo 2 corresponde al evento de la termi­
nacidn de la actividad B y el nodo 3 corresponde al evento de la terminacidn

1. Las actividades se muestran sobre las ramas o arcos de la red. Observe las 
letras A, B, C y D sobre dichos arcos.

Observe que la tabla (1) contiene una columna encabezada con la frase an- 
tecedente inmediato. Los antecedentes inmediatos de una actividad especifica, son 
las actividades que cuando terminan permiten el inicio de la siguiente actividad. 
Por ejemplo la tabla (1) muestra que se puede comenzar el trabajo correspondi- 
ente a las actividades A y B en cualquier momento. ya que no tienen antecedentes 
inmediatos. Sin embargo no puede realizarse la actividad C basta que haya termi- 
nado la actividad B, y no se puede iniciar la actividad D hasta que hayan terminado 
las actividades A y C. De tai modo que es necesario conocer la informacion sobre 
la actividad predecesora inmediata de cada actividad con el objeto de describir 
claramente la interdependencia entre las diversas actividades del.proyecto.

La red de la figura (1) muestra no solo las actividades enlistadas en la tabla 
(1) sino, ademas, las relaciones de interdependencia entre dichas actividades. En 
efecto:

La actividad A consiste en elaborar una lista de las fuentes de financiamiento 
en la adquisicion del negocio. La actividad B consiste en realizar un 
estado actual financiero de dicho negocio. La actividad C consiste en elaborar un 
plan relacionado con las proyecciones de ventas, flujo en efectivo, etc. Y la activi­
dad D consiste en la elaboracidn de una propuesta crediticia a la institution que 
ayudara a financiar la compra del negocio. Se supone que todas estas actividades 
han sido planeadas cuidadosamente.
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3.

4.

6.3 La red Pert / Cpm para el proyecto de la 
compania Astilleros S.A

Observe que la red muestra que para que sc inicic la actividad C es necesario 
que haya concluido la actividad B.

La red muestra, ademas, que no puede iniciarse la actividad D sin que hayan 
concluido las actividades A y C.

Actividades Antecedentes inmediatos

B
C
D
E 
F
G

B
Ay C 

C 
C

D, E y F

[Tabla 2]

la compania Astilleros S.A esta desarrollando el proyecto de construccion de 
un astillero en el puerto de Caldera. En la tabla (2) se presenta un listado de 
actividades, con sus respectivos antecedentes, estudiados por los administradores 
e ingenieros de la compania.

Para iniciar el trazado de la red completa del proyecto, elaboraremos primero, 
por motivos didacticos, la red Pert/Cpm teniendo en cuenta, sdlamente, las cua- 
tro primeras actividades. La construccidn de esta porcion de la red no ocasiona 
ningun problema para la cuarta actividad, puesto que las unicos antecedentes in­
mediatos para dicha actividad son las actividades A y C. Sin embargo cuando 
anadimos la siguiente actividad a la red, es decir, cuando anadimos la actividad 
E, se presentaran problemas. La figura (2) muestra la porcion de la red con las 
cuatro actividades. En la red se puede apreciar claramente que las actividades

de las actividades A y C. LLamaremos evento a la terminacidn de todas las 
actividades que conducen a un nodo.

A esta representacidn grafica se le denomina Red PERT/CPM para el proyecto en 
cuestion.
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Ant/inmediatos
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I 1 4
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B

2 Fi^ura 2
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3
D

A

41

5 E
B
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2 Figura 3

utiliza para

B
Ay C -

C
C

D, E, F

x

Actividades
A
B
C
D
E
F
G

La actividad ficticia no tiene requisite de tiernpo, porque solo se

A y B no tienen antecedentes inmediatos y que la actividad 0 tiene como an- 
tecedente a la actividad B. Finalmente la red muestra que La actividad D tiene 
como antecedentes a las actividades A y C.

. Al seguir la construccidn de la red, observamos que la actividad E tiene como 
antecedente inmediato solamente a la actividad C. Podriamos tentarnos a agregar 
la actividad E a partir del nodo 3, sin embargo, esto seria incorrecto. porque 
significana poner a las actividades A y C como antecedentes inmediatos de la 
actividad E. No debemos olvidar que el unico antecedente inmediato de la actividad 
E es la actividad C. Para evitar esta dificultad inventaremos una actividad ficticia, 
que no es una actividad real, y que sirve para ilustrar en la red la precedencia 
correcta de las diversas actividades. De tai modo que ahadiremos el nodo 5 para 
insertar la actividad E despues de la actividad C. Note que hemos relacionado 
el nodo 5 con el nodo 3 mediante una linea punteada. La figura (3) muestra 
la actividad E comenzando en el nodo 5. Ahora, se ve claramente que el unico 
antecedente de la actividad E es la actividad 0.
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las actividades F y G trazamos la siguiente red tentativa para el

Fignra 4
D3

A
CE 4

1
5

CB F
2

Ant/inmediatosFigura 5
D3

A
G4

E1

5
C FB

2 7

i

/ >

B
A y C

C
C

D, E, F

XZ)

Siguiendo con 
proyecto. Figura (4)

Actividades
A
B
C
D
E
F
G

La red de la figura (5) identifica correctamente las relaciones de precedencia asi 
como tambien, elimina la posible confusion entre las actividades E y F. Vemos que 
se pueden utilizar actividades ficticias para identificar correctamente las relaciones 
de precedencia y al mismb tiempo eliminar las confusiones que puedan surgir entre

La ampliacion de la red nos muestra que se identifica correctamente que las 
actividades D, E y F son los antecedentes inmediatos de la actividad G. Sin em­
bargo, las actividades E y F comienzan ambas en el nodo 5 y terminal! en el nodo 
4. Para evitar confundir las actividades E y F‘y en sentido de considerarlas como 
la misma actividad, puesto quo tienen el mismo nodo inicial y final, anadiremos 
una nueva actividad ficticia como muestra la figura (5)

conservar las relaciones adecuadas de precedencia en la red. Observe, ademas, que 
la inclusion de la actividad ficticia muestra correctamente que las actividades A y 
C son antecedentes inmediatos de la actividad I).
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f

[Tabla 3]X

6.4 Programacion del proyecto: ampliacion 
del Restaurante Pellos S.A, utilizando 
Pert/Cpm.

Antecedente 
inmediato

A
A
A
E

Dy F
B y C 
G y II

A
B
C
D
E
F
G ,
H
I

Tiempo de 
terminacion

6
4
3
1
4
14
12

_______ 2_______
Total 51 semanas

La informacion de la tabla senala que el tiempo total que se requiere para 
terminar todas las actividades del proyecto de ampliacion del restaurante a un 
complejo de restaurantes es de 51 semanas. Sin embargo en la red de la figura 
(6) se ve que varias de las actividades pueden realizarse simultaneamente (por

La firma Pellos S.A propietaria del Restaurante Pellos, esta considerando la 
ampliacion de su actual Restaurante. Se esta en conversaciones con inversion- 
istas extranjeros para la construccion de un complejo de restaurantes ubicados en 
diversos lugares de la ciudad de Santiago que serian dados en administracion a 
personas de diferentes pafses que introducin'an en sus menues las comidas de sus 
lugares de origen. En la tabla (3) se muestra una lista de las actividades especificas 
que conforman cl proyecto de ampliacion. La tabla muestra no solo el antecedente 
inmediato de cada actividad, sino que, ademas, el numero de semanas que se 
requieren para terminar la obra.

Actividad Description de la actividad
Elaboration de pianos de la obra
Identification administradores extranjeros 
Elaborar material para administradores 
Election de contratista
Preparar permisos de Construccion
Aprobacidn para permisos de construccion
Ejecutar la construccion
Finiquitar contratos con administradores 
Instalacion efectiva de administradores

dos o mas actividades que tengan el mismo nodi initial y final. Con frecuencia los 
grandes proyectos requieren la introduccion de actividades ficticias en la red.
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2

Figura 6
G14

41 C
4

66B

3

Observe que para facilitar los
*

La ruta critica6.5

i
212

H

. 1
E '

4/
/F

D

3

calculos de Pert./Cpm le henios agrcgado, ademas 
de la letra que identifica cada actividad, el tiempo de actividad que indica la tabla 
(3)-

AX
/ 5

Una vez que se tiene la red y los tiempos de las actividades, clararnente es- 
tablecidas, efectuaremos los calculos necesarios para determinar el tiempo total 
que se requiere para terminar el proyecto. Para evaluar el tiempo de terminacidn 
del proyecto sera necesario analizar la red e identificar la ruta critica. Heinos visto 
que una ruta es una secuencia o sucesidn de actividades conectadas que van desde 

. el nodo inicial (1) al nodo terminal (7). Por ejemplo, las actividades enlazadas, 
definidas por los nodos 1— 2 — 3 — 6 — 7, forman un trayecto que consta de las 
actividades A, C, H e I. Por otra parte, los nodos 1— 2 — 5 — 6 — 7, definen 
la ruta correspondiente a las actividades A, D. G e I. Como es necesario pasar 
por todas las rutas para terminar el proyecto, se requiere analizar el tiempo que 
toman las diversas rutas. En particular, lo que interesa es el camino mas largo a 
traves de la red. Puesto que, la duracion de las demas rutas es inferior, la mas 
larga determina el tiempo total que se requiere para terminar el proyecto. Si las 
actividades que estan en la. ruta mas larga se demoran, entonces se demora la to-

ejemplo las actividades A y B). Esto signitica que se puede abreviar el tiempo 
de terminacidn del proyecto a menos de 51 semanas. Es claro que el tiempo de 
terminacidn del proyecto no se puede deducir deirectamente do la tabla 3. Se invita 
al lector a verificar que la siguiente es la red del problema que estamos analizando.

X 7
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1

a

I

tCT = tCI + t

k

i

Figure 7

* de la actividad

\

f

I X

talidad del proyecto. Por esta razon, las actividades que se encuentran en la ruta 
mas larga, son las actividades de la ruta critica del proyecto. A tai camino mas largo 
lo denominaremos ruta cn'tica

Tiempo ma* cercano 
de iermino

0 A 
Actividad

c)

actividad
una actividad

La actividad A tiene un tCI (tiempo mas cercano de inicio) igual a cero. El 
tierapo t, esperado para esta actividad. es 5 (esto es t=o). Por lo tanto el tCJ1 (el 
tiempo mas cercano de terminacion) es:

ICT = 0 + 5 = 5

en los nodos 1 y 2 de la red del 
la figura (7).

. 5
Tiempo esperado

Veremos cl significado de estos conceptos 
proyecto. Consideremos la actividad A en

Si estamos interesados en reducir el tiempo total del proyecto. tendrfamos que 
reducir la longitud de la ruta critica, disminuyendo los tiempos de duracion de 
las actividades sobre dicha ruta. En lo que sigue analizaremos el algoritmo para 
determinar la ruta critica de la red de nuestro proyecto.

Tiempo mas cercano de inicio y tiempo mas cercano de 
terminacion. Si empezamos nuestro analisis en el nodo de origen (1) y con- 
sideramos cero como tiempo de iniciacion de las actividades. se calcula, en primer 
lugar, un tiempo mas cercano de inicio y un tiempo mas cercano de terminacion para 
cada actividad de la red. La sfguientc os la notacidn que usaremos:

) tCI = Tiempo mas cercano de inicio para una
b) tCT = Tiempo mas cercano de terminacion para 

t = Tiempo esperado para la actividad

Tiempo ma* cerva.no I 
de Inicio----------------- |

[0,5]

Si quererrtcTs evaluar el tiempo mas cercano (mas proximo) de terminacion de 
una determinada actividad, se efectiia la operacion siguiente:

2

cerva.no
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porcion de la red

2
Figura 8

1

6
H[9,21]

123

ICT = 5 + 4, de donde resulta el corchete, [5, 9]

AM
--^5

B[0,6]

6"

C[5,9]

4\

Los corchetes 
dades A y B son

Aplicaremos esta regia a una porcion de la red quo incluye las actividades A, 
B, C y H. La figura (8) muestra una porcion de la red con las actividades antes 
dichas.

El tiempo mas cercano de inicio (de comienzo) para una actividad 
que sale de un nodo determinado es igual al mayor de los tiempos 
mas cercanos de terminacion de todas las actividades que entran 
en ese nodo

en las actividades A y B parecen claros. Los tCI para la. activi- 
ambos ceros, por lo tanto los tCT son 5 y 6 respectivamente. 

Al Aplicar la regia del tiempo mas cercano de inicio para la actividad C que sale del 
nodo 2, nos damos cuenta primcro que la actividad A es la unica que llega al nodo 
2. Como el tiempo mas proximo de terminacion para la actividad A es 5, el tCI (el 
tiempo mas cercano de inicio) para la actividad C, es tambien 5. Para determinar, 

• ahora, el tCT (el tiempo mas cercano de termino) para la actividad C ocupamos 
la formula tCT = tCI + i, donde t = 4 es el tiempo esperado para la actividad C. 
En suma:

. La notacion que usaremos esta indicada sobre el arco de la red. El primer numero 
del corchete indica el tiempo mas cercano de inicio. El segundo numero del corchete 
indica el tiempo mas cercano de terminacion. El tiempo esperado para cada ac­
tividad se anota bajo el arco de la red.

Como no es posible empezar las actividades que parten de un nodo hasta 
que finalizan todas las actividades inmediatamente precedentes, utilizaremos la 
siguiente regia para evaluar los tiempos mas cercanos de inicio para las actividades.
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ICT = 9 4- 12 = 21, de donde resulta el corchete, [9,21]

•X

Figura 92 5

(6,101
4 41

B[ 0,61
kC{5,9]

7
6

3

1

t

Para calcular el tCT (tiempo mas cercano de termino) de la actividad H debe- 
pros ocupar la formula tCT = tCI + t donde t = 12. En efccto:

El lector puede verificar que los tiempos mas proximos de inicio y de termino para 
cada una de las actividadcs de la red.

A[ 10,5]

HP,21] 

^12

0(10.24]

14'\

I 185

£(5,61
1\

Tiempo mas lejano de inicio y tiempo mas lejano de termi- 
nacion. Continuaremos, ahora, con el algoritmo para determinar la ruta critica. 
Para desarrollar esta idea definiremos la siguiente notacion.

0(5,8]
3

4

se muestra la red PERT/CPM del proyecto de ampliacion del

es de 26 
requiere para terminar el proyecto

1(24,26]

2

i Cuales son los tCT y tCT de la actividad H ?

Observe que la actividad H se inicia en el nodo 3 y las actividades que began 
a dicho nodo son las actividades B y C. Los tCT (tiempos ccrcanos de termino 
de ambas actividades) son 6 y 9 respect!vamente, de los cuales el mayor es 9. 
Apljcando la regia del tiempo mas cercano de inicio a la actividad H, se observa que 
el tiempo mas cercano de inicio para esta actividad debe ser 9, ya que 9 que es 
el mayor tiempo mas cercano de termino de las dos actividades que entran en el 
nodo 3. Por lo tanto el tCI (el tiempo mas cercano de inicio) de la actividad H es 
9.

En la figura (9)
Restaurante Pellos S.A, que incluye los valores de tCI y tCT'de cada actividad. 
Notese que el tiempo mas proximo de terminacidn para la. actividad I 
semanas. Por esta razon el tiempo total que se 
es de 26 semanas.
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iCTiCI

2
5

tLTtLI

1 4

6 7

3
Figura 10

HP,21]_

12 [12,24]

[a , H 

(c , d]

Notese la aplicacion de la regia del tiempo mas lejano de termino para la 
actividad A, que llega al nodo 2. El tiempo mas lejano de termino para la actividad

tLI 
tLT 

•t

BJ 0,6]
6 fem

a)
b)
c)

Tiempo mas lejano de inicio para una actividad
Tiempo mas lejano de termino para una actividad
Tiempo esperado para la actividad

1 (24,26)
2 [24,26]

C'{5,9]
4 [il2]

FJfcToi 
<[6,10|

A[ 0.5J

.G[10.24]
1^10,24]

Comenzando en el nodo 7 y utilizando el tiempo mas lejano de termino, que es 
26 para la actividad I, se va hacia atras en la red, calculando un tiempo mas lejano 
de inicio y un tiempo mas lejano de termino para cada actividad. Para realizar 
esto utilizaremos la expresion:

La regia anterior establece que el tiempo mas lejano en el que se puedc terminar 
una actividad es igual al valor mas cercano (menor) para el tiempo mas lejano 
de inicio de Jas siguientes actividades. La figura (10) muestra la red completa 
incluyendo los tiempos mas lejanos de inicio y mas lejanos de termino sehalados 

‘ entre corchetes, directamente debajo de los tiempos mas cercanos de inicio y mas 
cercanos de termino.

tLI = tLt — t i?

De tai modo que el tLI (tiempo mas lejano de inicio) para la actividad I se puede 
calcular en dicha forma. En efecto, tLI = 26 — 2, donde tLT = 26 y el tiempo 
esperado para esta actividad es 2. La siguiente es una regia para calcular el tiempo 
mas lejano de termino para una actividad cualesquiera de la red.

__ D[5,8]
3 IT1 

^[5,6]

El tiempo mas lejano de termino para una actividad que llega a 
un nodo especifico es igual al menor de los tiempos mas lejanos de 
inicio para todas las actividades que salen de ese nodo
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ILI — tCI = 5 — 5 = 0 semanas

si

SI

SI 

si 
si

Holgura (TLI-tCI) R.uta cntica 
0“ 

6 
3 
2 
0 
0 
0 
3 
0

cada una
puede demorar

tCl 
0 
0 
5 
5 
5 
6 
10 
9

24

tLI 
0
6
8
7
5
6
10
12
24

tCT
5
6
9
8
6
10
24
21
26

tLT
5
12
12
10
6
10
24
24
26^

[Tabla 4]

Act! vid ad
A
B
C
D
E
F
G
II
I

Holgura = tLI — tC I = tLT — tCT

Por cjemplo, Observe que la holgura correspondiente a la actividad C es:

tLI — tCI = 8 — 5 = 3 semanas

Por esta razon la actividad E no puede retrasarse sin afectar el proyecto completo. 
En general las actividades de la ruta critica son aquellas que tienen holgura cero. 
Los ticmpos deTnicio y de termino quo se muestran en la figura (10) proporcionan 
un programa detallado para las actividades, es decir, se puede saber, a partir de 
ell a, cuales son los tiempos mas cercanos y mas lejanos de inicios y de terminos 
para las actividades. A continuacion pondremos la misma informacion en forma 
de una tabla con el fin de ver mejor estos hechos.

despues de obtenidos los tiempos de inicio y de termino de las actividades que se 
resumen en la figura (10), puede determinarse el tiempo de holgura correspondiente 
a cada una de las actividades. Se define la holgura o margen comp el tiempo que 
se puede demorar una actividad sin afectar el tiempo total que se requiere para 
terminal- el proyecto. La holgura para cada actividad se calcula de la manera 
siguiente:

Esto significa que la actividad C puede demorarse hasta 3 semanas (iniciandola 
en cualquier momento entre las semanas 5 y 8) y aun es posible terminar todo 
el proyecto en 26 semanas. Por ello la actividad C no es una actividad de ruta 
critica. Observe que para la actividad E no hay holgura, en efecto:

A es igual a 5 (tLT=5); en efecto, el menor de los tiempo mas lejanos de inicio 
para las actividades que salen del nodo 2, es decir, para las actividades C (cuyo 
tLI=8), E (cuyo tLI=5) y D (cuyo tLI=7) es igual a 5.
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6.6 Analisis de la red Pert/Cpm de Pellos S.A,

i.

26 semanas si se terminan las actividades

2.

3.

criticas antes de que ocasionen4. Cuanto se pueden demorar las actividades no 
retrasos en la terminacion d los proyectos ?

La tabla (4) muestra las actividades que presentan tiempos de holgura. Di- 
chos tiempos son los permitidos antes de ocasionar retrasos en la terminacion 
del proyecto.

Hemos dicho que los administradores buscan metodos que les ayuden a resolver 
problemas de planeamiento, programacion y control de proyectos. hemos visto que 
la tabla (4), producto de la red Pert/Cpm, entrega importante informacion sobre el 
desarrollo del proyecto. Reconsideremos estas cuestiones a la luz de la informacion 
que nos entrega la red Pert/Cpm sobre el proyecto de ampliacion de la firma Pellos 
S.A.

requiere para terminar el proyecto de am-

Se observa que las actividades A, E, F, G e I, tienen holgura cero, por lo tanto, 
dichas actividades son las que conforman la ruta critica en la red de la ampliacion 
de Pellos S.A. Notese que la tabla indica, tambien, la holgura o demora para las 
actividades no criticas.

Cual es el tiempo total que se 
pliacion del restaurante ?

El proyecto puede finalizar en 
segun lo programado.

I Cuales son los tiempos prograriiados de iniciacion y de terminacion de cada 
actividad ?

En el programa de actividades de la tabla 4 se muestran los tiempos mas 
cercanos y mas lejanos de inicio, y mas cercanos y mas lejanos de termi no 
para cada actividad.

I Que actividades son criticas y deben finalizar exactamente segun lo progra­
mado para mantener el proyecto dentro del programa ?

Las actividades que pertenecen a la ruta critica son A, E, F, G e I y por lo 
tanto deben finalizar en el tiempo previsto.



Administracion de proyectos — Pert/Cpin 189

1. Se elabora

3. Se estima el tiempo de terminacidn de cada actividad.

4. Se traza

8. Las actividades de la ruta crftica

El sistema Pert/Cost6.8

6.7 El algoritmo de la ruta crftica Pert/Cpm

una red que ilustre las actividades y los antecedentes inmediatos 
que se enunciaron en los pasos 1 y 2.

son las quo tienen holgura cero.

El siguiente cs un resumen del algoritmo de camino critico Pert/Cpm que puede 
utilizarse para planear, programar y controlar proyectos.

6. Utilizando el tiempo de terminacidn del proyecto que se obtiene en el paso 5, 
como el tiempo mas lejano de termino para la ultima actividad, se efectua un 
paso hacia atras sobre la red para evaluar los tiempos mas lejanos de inicio 
y de termino para cada actividad. . ,

9. Utilizar la informacidn de los pasos 5 y 6 para elaborar el programa de 
actividades del proyecto.

2. Se determinan las actividades inmediatamente precedentes para cada una de 
las actividades

Heinos visto que el Pert/Cpm se concentra en el tiempo de un proyecto y pro- 
porciona informacidn que puede utilizarse para programar y controlar actividades 
individuales, de manera que un proyecto pueda terminarse a tiempo. Aunque 
el tiempo del proyecto es una consideracidn primordial, en muchas situaciones el 
costo del proyecto es tan importante como el tiempo.

5. Se utiliza la red y las estimaciones de los tiempos de las actividades para 
determinar el tiempo mas cercano de inicio y el tiempo mas cercano de 
termino para cada actividad, realizando el paso hacia adelante en la red. 
El tiempo mas cercano de termino para la ultima actividad del proyecto 
establece el tiempo que se requiere para terminar el proyecto.

7. Utilizar,la diferencia entre los tiempos mas lejano y mas cercano de inicio 
para cada actividad con el objeto de obtener la holgura disponible para esa 
actividad.

una lista de las actividades que conforman el proyecto.
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6.9 Planificacion y programacion de los costos 
de un proyecto

Costo presupuestado 
por mes 

" 0^000“ 
10.000 
03.000 
02.000 
10.000 
05.000 
08.000

Actividad
A
B
C
D
E
F
G

Costo 
presupuestado 

ioTo'oo- 
30.000 
03.000 
06.000 
20.000 
10.000 
0.8000 
87.000

Tiempo esperado 
on meses 

2 
3 
1 

( ' 3
2 
2

__________ 1__________  
Costo total del proyecto

[Tabla 5]

1
*

En lo que sigue mostraremos la forma de utilizar la tecnica conocida como 
Pert/Cost para ayudar a plancar, programar y controlar los costos de los proyectos. 
El objetivo final de un sistema de Pert/Cost es ofrecer informacion que sirva para 
mantener los costos del proyecto dentro del presupuesto que ha sido especificado.

El primer paso de un sistema de Pert/Cost consiste en dividir el proyecto total 
en actividades componentes cuyos costos scan faciles de controlar. Aunque una 
red Pert/Cpm ya contiene las actividades claramente definidas, estas pueden ser 
demasiado detalladas y difiles de controlar desde el punto de vista de los costos. 
En estos casos conviene agrupar las actividades que estan, por ejemplo, bajo un 
Departamento, bajo contratistas, etc, formando lo que llamaremos paquetes de tra- 
bajo. Identificando claramente estos paquetes, el administrador del proyecto puede 
utilizar el sistema Pert/Cost para sus costos. Para ilustrar cl Pert/Cost consider- 
aremos la siguiente tabla que reune los resultados de una red de un proyecto de 
investigacidn. Supondremos quo cada actividad es un paquete de trabajo y que se 
ha realizado un analisis detallado de costos.

Cuando se calcula el presupuesto de un proyecto por lo general se identifican 
los costos correspondientes, y despues se programa un itinerario que muestra los 
momentos en que se ejecuten dichos costos; teniendose la oportunidad, en las diver- 
sas etapas de desarrollo del proyecto, de comparar los costos reales con los costos 
presupuestados. Si los costos reales exceden a los costos presupuestados, pueden 
emprenderse acciones tendientes a corregir el costo total del proyecto dentro de los 
margenes presupuestados.
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Ruta crftica

si

si

SI

1

/

I

los costos de cada columna se obtiene cl costo total pre­
del proyecto. Finalmente, acumulando los costos mensuales,
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tLT
5
3
6
6
7
8
8

tCI 
0 
0
2
3
3
6 
5

tLI
3 
0
5
3
5
6
7

Holgura
3
0
3
0
2
0
2

Actividad
““A

B
C
I)
E
F
G

tCT
2
3
3
6
5
8
6

[tabla 6]

Utilizando el tiempo esperado d las actividades puede calcularse la ruta cn'tica 
para el proyecto. La tabla (6) muestra un resumen de los calculos de la ruta crftica 
y el programa de actividades. Las actividades B, D y F determinan la ruta cn'tica 
y consideran un tiempo esperado de terminacion del proyecto de 8 meses.

Observe que al surnar 
visto para cada mes

Consideremos, por ejemplo, la actividad A. Utilizando como 0 la fecha mas 
proxima de inicio, se espera que tai actividad, que tiene una duracion de 2 meses, 
muestre un costo de 5.000 en cada uno de los dos primeros meses del proyecto. 
La actividad C se inicia en en tercer mes y el costo presupuestado es de 3.000 por 
mes. La actividad F se inicia en el septimo mes y el costo presupuestado se reparte 
entre los meses septimo y octavo.

La tabla (5) muestra las estimaciones de los costos junto con los tiempos es- 
perados. Observe que la tecnica Pert/Cost supone que los paquetes de trabajo sc 
han definido de tai manera que sus costos ocurran a un ritmo constante a lo largo 
de la duracion de la actividad. Asf, por ejemplo, la actividad B, que tiene un costo 
estimado en 30.000 dolares y una duracion esperadci de 3 meses, tiene una tasa de 
10.000 por mes. Esto mismo ocurre con todas las actividades.

Estamos en condiciones, ahora, de desarrollar un presupuesto para el proyecto 
que muestre los momentos en que deben presentarse los costos durante los 8 meses. 
Conviene precisar que todas las actividades comienzan en su tiempo de iniciacion 
mas proxima posible. Utilizando las tasas de costos mensuales de las actividades 
que se muestran en la tabla (6) y los tiempos mas prdximos de inicio, se puede 
preparar el prondstico de costos mes por mes. Los siguientes analisis nos conducen 
a la tabla (7) que muestra el programa de costos totales presupuestados cuando se 
inician todas las actividades en los tiempos mas prdximos de inicio.
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•I

3 6 7 8

2

5 5

[tabla 7]

6 7 81 2 3
V

10 10 10

2 2 /

[tabla 8]

10 
3

2
10

10
5

3 
2 
10

2
10

La tabla (8) muestra el programa de costos totales presupuestados cuando 
comienzan todas las actividades en sus tiempos mas lejanos de inicio.

10
10

1
5
10

10
20

1.5
30

13
43

10
30

7
37

4 
y

7
44

12
67

15
59

5
82

15
74

8
13
87

5
87

2
5
10

8
10
77

Actividad
A
B
C
D
E
F
G

Costo mensual
Costo total

Actividad
A
B
C
D
E
F
G

Costo mensual
Costo total

meses
5
5

12
55

15
15

Si suponemos que el proyecto avanza dcntro de 
las acticidades comenzarfan en algun punto entre sus 
lejanos de inicio. Esto significa que el costo total del proyecto debe darse

su programa Pert/Cpm, todas 
tiempos mas cercanos y mas 

en los

se llega al programa de costos totales presupuestados, suponiendo que se inician 
todas las actividades en sus tiempos mas cercanos de inicio

Que ocurre cuando las actividades se empiezan en sus tiempos mas lejanos 
de inicio ?

meses
4 5
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100.000

80.000

60.000

40.000

20.000
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Figura 11
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Pro grama de coster toteler 
con tiempo cert ano de inicio

La region so mb re da er la region de lor 
piesupuerter factibler para lor coster 
to tales delproyecte.

Cotto total 
del 

proyecto

Sin embargo J a informacidn que hemos acumulado, en terminos de planear y 
programar los costos totalcs del proyecto no nos garantiza su efectividad. En 
efecto, para tener un sistema efectivo de control de costos, es necesario identificar 
dichos costos de forma mucho mas detallada. Asi, por ejemplo^tendrfa muy poco 
valor saber que el costo real esta excediendo al costo presupuestad.o, si no podemos 
identificar las actividades que estan ocasionando los excesos de costos.

Pro grama de costos to tales 
con tiempo lejano de inicio

-------- 1-------- 1---------1-------- 1—-
4 5 6 7 8

niveles previstos dentro de los programas de costos mas cercanos de inicio y mas 
lejanos de inicio. Veamos un ejemplo, analizando las tablas (7) y (8) se observa 
que hacia el tercer mes, los costos tot ales del proyecto deben estar entre 30.000 
(tiempo lejano de inicio) y 43.000 (tiempo cercano de inicio). Por ello se esperana 
un costo de entre 30.000 y 43.000 en el tercer mes. La figura (11) muestra los 
costos totales pronosticados para el proyecto tanto en sus tiempos de inicio mas 
cercanos y lejanos. La region sombreada entre las dos curvas de costos muestra 
los posibles presupuestos para el proyecto. Con base en los analisis anteriores, el 
presupuesto tendria que estar dentro de la region factible (region sombreada)

El sistema Pert/Cost, ofrece la posibilidad de controlar los costos al presupues- 
tar y despues registrar los costos reales en base a cada actividad o paquete de 
trabajo. A lo largo de la duracion del proyecto, en forma periodica, se comparan 
los costos reales de todas las actividades que se han terminado, y las que. estan 
proceso, con los correspondientes costos presupuestados.
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[Tabla 9]

[Tabla 10]

La evaluacion que se ha hecho del proyecto, resumida en la tabla (10), muestra 
que ya han finalizado las actividades A y B; que las actividades C, D y E estan 
en proceso; y que las actividades F y G aiin no han comenzado. Para elaborar un

Costo real 
12.000 ’ 
30.000 
01.000 
02.000 
10.000 
00.000 
00.000

Avance porcentual de la actividad 
"100
100
050
033
025
000
000

Costos presupuestados
10.000
30.000
03.000
06.000
20.000
10.000
0.8000

Actividad
A
B
C
D
E
F
G

Actividades
A
B
C
D
E
F
G

avance a la fecha

Si en cualquier punto del tiempo los costos reales exceden a los costos pre­
supuestados se ha incurrido en una elevacion de costos. Por otro lado, si los costos 
reales son inferiores a los costos presupuestados, se dice que tenemos un aba- 
timiento de costos. Si somos capaces de identificar las fuentes de alzamiento o de 
abatimientos, se pueden iniciar las acciones correctivas que correspondan. La tabla 

• (9) muestra los costos presupuestados para las actividades de la red del proyecto 
de investigacidn que estarnos analizando.

Por otro lado, podemos querer saber como avanzan los costos a partir de un 
determinado mes. Un sistema PERT/Cost requiere de una recopilacidn periodica, 
quizas quincenal o mensual de la informacidn sobre:

a) Costo real a la fecha
b) Porcentaje de

Supongamos que estarnos al final del cuarto mes del proyecto y que se tienen 
los datos de los costos reales y cle avance porcentual de cada actividad. La tabla 
(10) muestra estos supuestos costos y el avance porcentual respect!vamente.
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c

(1)

VA = ■ 10 000 = 10 000

Vc =

Si Di

Da = Ca - VA = 12000 - 10000 = 2000 0

100
100

Pi
100

Por ejemplo, el valor del trabajo terminado para la actividad A. Aplicando la 
formula (1) y los dates de la tabla (9) se obtiene que:

a) ACi = costo real para la actividad i a la fecha.
b) Dt = diferencia entre el costo real y el valor del trabajo realizado para

la actividad i

Utilizaremos los valores de trabajo efectuados para las actividades A y C para 
calcular sus abatimientos o elevaciones. En efecto:

Trataremos, ahora, de hallar las elevaciones o alzamientos de costos y los abatimientos 
de costo comparando el costo real de cada actividad con su valor presupuestado. 
Notaremos con:

De tai modo que:

El valor del trabajo terminado para la actividad C es:

reporte sobre el estado de los costos y calcular el valor del trabajo efectuado hasta 
la fecha definiremos lo siguiente para cada actividad i = A,

Para calcular el valor del trabajo realizado hasta la fecha para cada actividad 
usaremos la siguiente relation:

a) Vi = valor del trabajo para cada actividad i
b) Pl = avance porcentual para la actividad i

) — presupuesto para la actividad i

(— -3000 = 1 500
\100 J

Di = ACi - K

0, entonces la actividad tiene una elevation de costo.* Si < 0, entonces, 
la actividad tiene un abatimiento de costos. Finalmente, si Dt = 0, entonces los 
costos reales corresponden a los costos presupuestados.
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Dc = 1 000 - 1 500 = -500 0

ahorro de costos, de 500.

Elevacion

los costos nos esta indicando

completo de los costos del proyecto de inves-

Costo real
12.000
30.000
01.000
02.000
10.000
00.000
00.000
55.000

La tabla (10) muestra 
tigacion, al cuarto mes.

Diferencias 
■” 2.000 

0.000 
-500 
0.000 
5.000 
0.000 
0.000 
6.500 
6.500

Actividad
A
B
C
D
E
F
G

Totales

Puesto que Da > 0, entonces, la actividad A, que ya ha terminado, tiene un exceso 
de costos de 2 000. Por otra parte:

Valor del trabajo terminado 
iOo(T 
30.000 
01.500 
02.000 
05.000 
00.000 
00.000

_________ 48.500
a la fecha on el costo total del proyecto

[Tabla 11]

un analisis

por lo tanto la actividad C muestra un abatimiento, o

Este porcentaje de aurnento en 
extrema graved ad.

una situacion de

Una mirada atenta a la tabla muestra que las actividades A y E son las que 
estan ocasionando el exceso de costos. Puesto que la actividad A ya ha terminado, 
no es posible corregir su exceso, sin embargo la actividad E se encucntra en proceso 
y ha avanzado solamente un 25 %. Una accidn correctiva sobre la actividad E puede 
ayudar a acercarnos al costo real presupuestado del proyecto. El administrador 
puede, tambien, evaluar las posibilidadcs de bajar costos en las actividades C, D, 
Fy G.

La tabla (11) muestra al administrador del proyecto que los costos a la fecha 
estan sobrepasados en 6 500 por encima de los costos presupuestados. Desde el 
punto de vista porcentual, diriamos que el proyecto esta experimentando, hasta la 
fecha, una elevacion en los costos de

6 500
™-100=13’4%
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6.10 Ejercicios propuestos

Antecedente inmediato

[Tabla 1]

2. Considere la red PERT/CPM que se muestra a continuacidn:

D X3A 2 F
E

J6B 4
1

HC
I

Figura 1 6

Diagramar una red PERT/CPM para este problema. No realice ningun otro 
anal i sis.

A
A y B
Ay B

C
D y F
Ey G

Actividad
A
B
C
D
E
F
G
H

a) Agregue las actividades ficticias que eliminen el problema de las activi- 
dades que tienen el mismo nodo de inicio y de tcrminacion. b) Agregue las

1. El departamento de Matematica de la universidad de Atacama esta dise- 
nando un programa de capacitacion para los asistentes administrativos que 
trabajan en los Programas Temporales Descentralizados (PTD). Se pretende 
disenar la capacitacion de manera que pueda efectuarse lo mas pronto posible. 
Existen importantes relaciones de precedencia que deben mantenerse entre 
las actividades de capacitacion. For ejemplo, un asistente do PTD, debe 
conocer el funcionamiento complete de un PTD antes de saber tramitar una 
solicitud de autorizacion de viaticos (SAV). A continuacidn se muestran las 
actividades que cada asistente administrative debe llevar a cabo.

G -----
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[Tabla 2]

proyecto que tiene las siguientes

Antecedente inmediato

[Tabla 3]

El proyecto termina cuando finalizan las actividades F y G.

(Tabla 4]

4. Supongamos que el proyecto del problema 3 tiene los siguientes tiempos de 
actividad:

Considera usted que pueda 
cl limite de tiempo ?

A
A

C y B
C y B 
Dy E

Antecedente inmediato
B y C-
B y C
Dy E

Tiempo (en meses)
4
6
2
6
3
3
3

Actividad
A
B
C
D
E
F
G

Actividad
TT" 

i 
G

Actividad
A
B
C
D
E
F
G

3. Construir una 
actividades:

actividades ficticias que satisfagan los siguientes requisites de antecedentes 
i limed iatos.

red PERT/CPM para un

a) Determine la ruta cn'tica.
b) El proyecto debe concluirse en 18 meses. 
haber alguna dificultad para cumplir con
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Antecedente inmediato

[Tabla 5]

Const, ruya

2 5

1
3 64

3 Figura 2

G
10

B 
A 
B

Q y D
B y E 
Fy G 

H

C
7

Actividad
A
B
C
D 
E
E -
G, 
H .
b
J '

5. El area de Industria del Departamento de Matematica y Ciencias de la Com- 
putacion de la Universidad de Atacama disend un un PTD, llamado UDA- 
GESTION para apoyar la toma de decisiones. Actualmente obtuvo un 
contrato para desarrollar un sistema de computacidn de apoyo al Gobierno 
de la Tercera Region. El Director del PTD establecid la siguiente lista de 
actividades, con sus antecedentes inmediatos.

una red PERT/CPM para cste problema.

6 x

7

A /
/5

6. Considere la siguiente red de proyecto, cuyos tiempos estan dados en sem- 
anas:

\H
8 X

a) Identifique la ruta crftica
b) l Cuanto tiempo se requerira para terminal- el proyecto ?
c) Se pue.de demorar la actividad D sin retardar el proyecto complete ?. si 
es asf, i en cuantas semanas ?
d) 4 Puede demorarse la actividad C sin retardar el proyecto complete ?, si

F/
/ 3

\3
B -

pue.de
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tiempos de inicio

7.

[Tabla 6]

'I

8.

A y B
C
C

D y E 
E

Fy G

Descripcion
Levantarniento topografico 
Ejecucidn del disefio inicial 

Aprobacion de la Municipalidad
Eleccion del arquitecto

Fijacion del presupuesto
Finalizacion del discno 

Obtencion del financiamiento 
Contratacion del constructor

Actividad
A
B
C
D
E
F
G
H

es asi, i, en cuantas semanas ?
e) i Cual es el programa para la actividad E, es decir, sus 
y de termino ?

La Universidad de Atacama esta evaluando la posibilidad de construir edi- 
ficaciones para la Escuela de Derecho, de reciente inauguracion. La nueva 
construccion debera poseer un gimnasio, espacio de oficinas, salas de clases, 
areas verdes, etc. Las actividades que habria que emprender antes de comen- 
zar la construccion se muestran en la tabla (6). Los tiempos estan dados en 
semanas.

a) Cual es la ruta critica para la red ?. b) Muestrese el programa de. activi­
dades para el proyecto. c) El director del proyecto pretende abrir el parque

Antecedente inniediato Tiempo 
“6 

8 
12 
4 
6 
15 
12 
8

La empresa constructora Elal & Elal esta planeando la construccion de 
un nuevo parque y areas recreativas en un terreno de 100 hcctareas. Las 
actividades que conforman el proyecto incluycn la adaptacion de las areas 
de campings, cabanas, construccion de caminos, etc. Se esta utilizando la 
red PERT/CPM de la figura (3) como ayuda para planear, programar y 
controlar el proyecto.

a) Desarrolle una red PERT/CPM para este proyecto.
b) Identifique la ruta critica.
c) Desarrolle el programa de actividades para el proyecto.
d) i Parece razonable que pudiera comenzarse la construccion un ano despues 
de haberse tornado la decision de comenzar el proyecto con la investigacidn 
sobre el sitio y los planes de diseno iniciales ?, cual es cl tiempo esperado 
de terminacion para el proyecto ?
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Tiempo de actividad en semanas
2 4

A
9

6 71
53 Figura 3

Antecedente inmediato

[Tabla 7]

Elabore la red PERT/CPM para este proyecto.

J
3

F 
3

B 
6

6
H'

A y B
Ay B

B
C
D '

D y F
E, G, H

G-
2

D
3

meses desde el momento en que se inicie el trabajo 
I Parece factible t.al fecha de apertura ?, explique.

Actividad
A
B
C
D
E
F
G
H
I

al publico antes de 6 
sobre el proyecto.

E'O

9. El profesor Nunez ha decidido construir una piscina en su casa de campo. 
El inismo disend el proyecto con las siguientes 9 actividades inmediatas.
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Introduccion

Los inventarios
Los modelos 

determimsticos

^Que son los inventarios? Los inventarios son cantidades de artfculos tales 
como materias primas, productos terrninados, dinero en efectivo, etc. almacenados 
en espera de ser utilizados.

2,Por que se mantienen los inventarios? Se conservan inventarios por jnuchas 
razones, por ejemplo, algunos distribuidores los tienen para surtir con rapidez 
los pedidos de sus clientes, de no ser asi, los clientes harian sus pedidos a los 
competidores. Los inventarios minimizan el tiempo de conipra comprendido entre 
la demanda de los consumidorcs y la oferta de los distribuidores o fabricantes. 
Por ejemplo, las cosechas de granos sc realizan en determinadas epocas del ano, 
pero la demanda de los consumidores cs uniforme durante todo el tiempo. De 
tai modo que la cosecha debe almacenarse en inventario para ser utilizada en 
cualquier instante. De hecho lo que ocurre, es que los usuarios pagan a otros 
para que almacenen los productos que ellos desean tener disponibles cuando lo 
necesiten. Los inventarios contribuyen a veces a bajar los costos de produccidn. 
Con frecuencia resulta mas barato producir artfculos en grandes cantidades aun 
cuando no haya pedidos inmediatos de ellos: En esta situacidn se los almacena on 
inventarios en vez de producitlos on forma mas costosa posteriormente. En suma, 
el inventario permite proporcionar al consumidor un servicio oportuno del articulo 
que necesita, y dicho consumidor esta dispuesto a pagar por esa comodidad.

No escapara al lector que hay costos asociados a los inventarios, esto es, hay un 
costo por mantener dicho inventario. En la mayor parte de las organizaciones, los 
gastos correspondientes al fmanciamiento y la conservacidn de los inventarios son 
una parte importante del costo del negocio, costos que pueden Hegar a los millones 
de ddlares, dependiendo de la magnitud del negocio. Los costos asociados a la
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15 000 ■ 3 000 = 45 000 000 pesos

actividad de inventarios se clasifican en costos de mantencion del inventario, costos 
de pedidos o de orden del inventario y costos de agotamiento.
Costos de mantener el inventario. La empresa Mena &: .Cuadra que dis- 
tribuye zapatos de seguridad para los mineros de la I, II, III y IV regiones del pais 
tiene por lo regular 3000 pares de zapatos en sus almacenes. Cada par de zapatos 
le cuesta a la empresa 15 000 pesos, en consecuencia Mena & Cuadra tienen:

asociados al inventario. Supongamos que Mena Cuadra reducen este inven­
tario a solo 1 000 botas. De esta accidn resultaria que la inversion seria solamente 
de 15 000 000 en vez 45 000 000 de pesos. Este dinero ’’sobrante” se podria utilizar 
perfectamente en otras inversiones. Este costo, llamado tambien costo de oportu- 
nidad es el que mas contribuye al costo de mantener el inventario. Cuanto mayor 
es el inventario, mayor es el costo de mantencion.
Costos de pedidos o de orden. Cada vez que Mena Cuadra ordenan un 
pedido estan incurriendo en gastos, es decir, cada vez que la compania reabastece 
sus inventarios se origina un costo de pedido. Este costo es independiente de 
la cantidad de zapatos ordenados; su costo esta relacionado con la cantidad de 
tiempo que se requiere para efectuar el trabajo de papeleria, tramites afines al 
proceso, trabajo en contabilidad, etc. Es decir esta relacionado. directamente con 
los salaries del personal que realiza el pedido.
Costos de agotamiento. Cuando Mena & Cuadra no tiene existencia de 
zapatos, decimos que la compania esta trabajando sin inventarios. Tecnicamentq 
esta ocurriendo que los pedidos estan llegando despues que las existencias se han 
agotado. En esta situacidn hay un costo por carecer de existencias, que incluye, 
por ejemplo, la perdida de la venta, perdida de clientes, perdida de prestigio. Para 
expresar esta idea se usa el termino costo por ventas perdidas.

La compania tiene el problema de administrar correctamente el inventario de 
modo de garantizar los pedidos de los clientes sin conservar existencias que im- 
pliquen un costo excesivo de mantenimiento. Por otra parte, conservar un inven­
tario pequeho puede implicar aumentar los costos en los pedidos y al mismo tiempo 
incurrir en costos por agotamiento, esto es, por falta de existencia. En suma, los 
administradores de Mena & Cuadra deben atender dos cuestiones importantes 
para administrar en forma eficiente sus inventarios:

a) ^Que cantidad (cuanto) deben pedir para reabastacer el inventario?
b) ^En que momento (cuando) deben reabastacer el inventario?
En lo que sigue mostraremos la forma en que los modelos de inventario pueden 

ayudar a tomar decisiones de esta naturaleza a los administradores.
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7.2
J

El modelo deterministico de la Cantidad 
Economica de Pedido (CEP)

Garrafas de dem and a 
2’000 
2 020 
1950 
2 000 

_______ 2 100 ___ 
Total de garrafas

Garrafas de demanda 
~2050“ 

2 000 
1970
1 900
2 000 
20 000

Semana
~1

2
3
4
5

Semana
T-

7
8
9
10

En realidad la demanda semanal no muestra una tasa constante, pero para los 
efectos del problema la diferencia entre las distintas semanas es muy pequena. De 
hecho rara vez encontraremos tasas de demanda exactamente ignales cuando quer- 
amos aplicar el modelo de tai modo que cl administrador que ponga en practica el

VinosTacam es una compania distribuidora de vinos chilenos que tiene sus 
almacenes principales on el Parque Industrial de la ciudad de Tacna desde el aho 
1990. El desarrollo minero del sur del Peru ha hecho que la compania tenga 
inventarios de gran magnitud de vinos de diferentes marcas, en garrafas de cinco 
litros. La compania espera distribuir vinos en el norte de Chile, el sur del Peru 
y Bolivia. El inventario de la compania es de 5'0 000 garrafas do 5 dolares cada 
una, por lo tanto su valor asciende a 250 000 dolares. El gerente de Operaciones ha 
recibido la orden de realizar el estudio de costos de dicho inventario cuyo proposito 
es deterrninar cuanto y cuando ordenar pedidos a Chile con el fin de optimizar los 
costos de dicho inventario. Desde 1992 las ventas se ha mantenido estable en 
aproximadamente 2 000 garrafas semanales. La siguiente es la demanda semanal 
durante los ultimos 4 meses.

El modelo de la cantidad econdmica de pedido (Economic Order Quantity), el 
mas conocido e importante de los modelos de inventarios es un clasico modelo de 
naturaleza deterministica que se aplica cuando la demanda de un articulo tiene una 
tasa constante (o casi constante) de demanda, o cuando la cantidad que se pide 
llega al inventario en un instante determinado. La suposicidn de tasa constante de 
demanda significa que se extrae del inventario el misino niimero (o casi el mismo 
mimero) de unidades en cierto periodo de tiempo.

7.2.1 El modelo CEP aplicado a la Compania 
distribuidora de vinos VinosTacam
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0, 25 • 5 = 1, 25 do!ares por ano

250 000 • 0, 25 = 62 500 dolares por ano

Los administradores de VinosTacam han llegado a la conclusion de la iinport.ancia 
' de mantener inventarios adecuados en dicha ciudad. Observan que el costo de una 
garrafa de vino es de 5 dolares y el costo de mantenerla on inventario es de 25% 
es decir, el costo de mantenerla en inventario es de

CEP debera considerar estos hechos. En nuestro problema una demanda constante 
de 2 000 garrafas semanales parece una hipotesis razonable.

Hemos dicho que los costos de mantener el inventario dependen del volumen del 
inventario. Si se utilizan fondos de la empresa para mantener dichos inventarios se 
incurre en el costo de oportunidad, esto es, on no poder utilizar, eventualmente, 
efectivos comprometidos en el inventario para realizar otras inversiones. Si la 
empresa tuviera que obtener credito se incurre en un cargo por interes, esto es, el 
interes que tendria que pagar la empresa de tener que conseguir el capital a traves 
de un prestamo. En general dicho costo es de un 18% anual. De tai modo que el 
costo de capital de VinosTacam es de

0.18 • 250 000 = 45 000 dolares por ano

Otros costos de tenencia de inventarios son: Los seguros, irnpuestos, merrnas, 
deterioros, gastos de almacenaje, etc, que dependen en su mayor parte del valor 
del inventario. VinosTacam estima que estos costos son de alrededor 7% anual. 
Sumado este porcentaje al costo de capital resulta un costo de 25% de mantencion 
de los inventarios. Esto es:

Hemos dicho, tambien, que otro costo importante que surge cuando se quiere 
mantener un inventario es el costo de pedido, en que estan comprometidos los 
sueldos del personal, las horas que se invierten en el tramite de cada pedido, los 
gastos de papelerfa, telef’onos y transporte, etc. El analisis del proceso de efectuar 
un pedido, que realizaron los administradores, cualesquiera que fuera la cantidad 
de garrafas que se este solicitando, dio un tiempo de 45 minutos aproximadamente. 
Por otra parte, los empleados de VinosTacam son chilenos, cuestion que se tra­
duce finalmente en mayores gastos en sueldo. Se calcula que el costo por hora, 
en promedio, de cada pedido es de 12 dolares. Finalmente el costo por gastos en 
telefonos, transporte, gastos en la reccpcidn, descarga de vehiculos, etc, es de 8 
dolares. En consecuencia el costo por pedido es aproximadamente 20 dolares. En 
suma, VinosTacam esta gastando 20 dolares por cada pedido, cualesquiera que 
sea la cantidad de garrafas que se solicite en cada uno de ellos.

En lo que sigue veremos como utilizar estos conceptos en la construccidn del 
modelo CEP, teniendo en cuenta que lo que se quiere es minimizar la suma de los 
costos de la mantencion del inventario mas los costos de pedidos.
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7.2.1.1

Figura 1

T
Q(T) = 2000 - 2000T

La decision de cuanto pedir en la 
compania distribuidora de VinosTacam

Tieapo s« reqaiere _ ...
para agotar •> iaTeatario
d« Q aaidadcs

Nivel pro medio 
de inventario

Q
2

Tiempo en fracciones de semana
Si T = 0
Si T= \

Si r = ISiT = | 
___________ Si T = 1___________  

Promedio semanal

Si llamamos Q al volumen, o cantidad de pedido, la decision de cuanto pedir 
esta relacionada con minimizar Q. De tai modo que el nivel de inventarios de 
VinosTacam tendra un maximo de Q unidades cuando se recibe la cantidad Q 
de garrafas del proveedor chileno. Con esta cantidad Q de garraf’as, VinosTacam 
satisface la dernanda de los clientes hasta que este inventario se agota; obviamente, 
cuando el inventario se agota se recibe otro embarque de Q garrafas. Como la 
semana de trabajo es de 5 dias la tasa constante de dernanda de 2 000 garrafas 
sernanales, se traduce en una dernanda de 400 garrafas diarias. La figura (1) 
muestra el grafico del nivel de inventario para la cantidad Q de pedido.

Si el maximo del inventario es de Q garrrafas, el nivel minirno es cero y la tasa de 
decrecimiento es constante, se puede ver que el nivel promedio de inventario (para 
el periodo de tiempo que se requierc para agotar el inventario) es de y garrafas. 
En efecto, la figura (1), muestra que lagrafica de la funcidn Q(T) = 2 000 — 2 000 T 
se repite cada T periodo de tiempo. En nuestro problema el periodo es de I' = 1 
semana. Si T = 0, entonces, Q = 2 000, en cambio si T ~ 1, entonces, Q = 0. Una 
tabla aclarara mejor esta idea:

cantidad de garrafas
Q^2'000
Q = 1 500
Q = 1 000
Q = 0 500
Q = 0 000
^^ 1 000 

Si el inventario promedio para cada intervalo [T, T 4- 1], (donde T es un en­
tero positive o cero) es de y, podemos inferir que el inventario promedio para

Nivel maximo 
, . . . Qde uiventano
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Nivel de inventario

Q

Tiempo
0

Figura 2

el costo anual de mantencion

Nivel promedio 
de inventario

ch = I • cu

el nivel promedio de inventario y es

cualquier cantidad de intervalos sera tambien de y. Podemos calcular, ahora, el 
costo de mantener este inventario utilizando el promedio del inventario. Esto sig- 
nifica multiplicar el costo del inventario promedio por el costo de mantener una 
unidad inventarial en un tiempo unitario. El tiempo que se considere depende 
del problema que estemos analizando. Normalmente los modelos de inventarios 
se analizan con costos anuales. La figura (2) muestra el grafico de las funcidn

• Q(T) = 2 000 — 2 000T en diferentes intervalos de tiempo.

CAT =1-Q-Ck
Lj

El costo de pedidos. Puesto que el costo de mantencion lo consideramos anual- 
mente, debemos hacer lo mismo con los costos de pedidos. La primera pregunta 
que tenemos que respondernos es, ^cuantos pedidos se tienen que efectuar al ano?
Si denotamos con D la demanda anual del producto, que en el caso de la com- 
pania de VinosTacam es de 104 000 garrafas (es decir, 2 000 garrafas durante 52

El costo Anual de Tenencia. Calcularemos en primer lugar el CAT, es decir, el 
costo anual de tenencia, esto es, el costo de mantener el inventario por un aho. Para 
esto llamemos I a la tasa del costo anual de tenencia de una unidad inventarial, 
que en nuestro caso es de 0,25 y llamemos Cn al costo unitario del articulo, que 
en nuestro caso es de una garrafa. En consecuencia, el costo Ch de mantener una 
unidad inventarial (una garrafa) durante un ano es:

donde y es
de una unidad inventarial.

En nuestro problema dicho costo de mantencion es de Ch = 0,25 • 5 = 1,25. En 
consecuencia la ecuacion que describe el costo anual de mantencion del inventario 
es la siguiente:
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de:

i goal

= 0,625 Q-L

Cost©

Costo anual total

Figura3

Cantidad de pedido Q
(^= 1824

0,625Q2 - 2 080 000 = 0[GT(Q)]'= 0,625 - = 0

el intervalo

Si llamamos Co al costo de efectuar un pedido, la ecuacion que describe el 
costo anual de pedidos es:

semanas), el numero de pedidos anuales es
D 
Q

concava hacia arriba en

CT = CAT + CAP = ^Ch + -Co

Si queremos que la ecuacion de costo total se exprese en funcion de Q, es decir, en 
funcion de cuanto debemos pedir, se obtiene la ecuacion general de costo total: 

CT(Q) = ^Ch + ^Co

E/stanios en condiciones, ahora, de escribir la ecuacion que modela el Costo Total 

del inventario de la compania VinosTacam. En efecto, reemplazando los valores 
de Ch = 1,25, Cq = 20 y D = 104 000, en la funcion C7’(Q), se obtiene:

2 080 000
Q

que llamaremos ecuacion general de los costos totales para el inventario de 
la compania de VinosTacam. El grafico de esta funcion es el de la figura (3).

CAP = ^ • Co

Puesto que el Costo Total de mantencion del inventario es 
ambos costos, resulta:

Observemos que el minimo 1 de esta funcion se produce en Q 1 824. En efecto, 
derivando la funcion C7’(Q) con respecto a Q, e igualandola a cero, resulta:

2 080 000

*£1 lector puede comprobar que la funcion CT{Q) es

a la suma de
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lo misnio:

CT(Q) = 0,625(1 824) +

CAT = CAP

Resulta que
Q2 = 2 328 000(20)77 0(1,25) =

CAT = CAP = Q « 1 824

Cost©
Cost© anual total

3000 -

2000 -Figura 4

1000-

(CT)" =

—•—
4000

I
I

Costo anual de tenencia 
de inventarios

I
I

4----------
<^=1824

Costo anual de pedidos 

---------------- Cantidad de pedido Q

104 000 
Q

o lo que es

HJna cuestion interesante de haccr notar es que la igualdad entre los costos anual 

de pedidos (CAP) y de tenencia anual do inventario (CAT) se produce justamente 
en el valor de Q que minimiza el CT(Q), esta es una propiedad del modelo CF2P. 
En efecto, haciendo

2 080 000 .
—1 ~ 2 280.35 dolares aproximadamente

]0,Q[, y en consecuencia debe tener un punto de mi'nimo on dicho intervaio. En efecto, puesto 
que D, Co y Q son mayores que cero, la segunda derivada de esta funcion es mayor que cero

2D Co
Q3

El grafico de la figura (4) muestra que la recta C AT = Ch intersecta a la
curva CAP = Co en el punto Q = 1824 que es el valor de Q que minimiza a la 

funcion CT(Q).

\QCh = ~C0

Q = 160 \/130 <=> Q % 1 824

Este resultado muestra que una politica de inventarios de costo minimo significa 
mantener 1 824 garrafas semanales con un costo anual de

1
2

En consecuencia
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I

7.2.1.2

= 57

4

A

250
57

D

Q
Y puesto que cl ano tiene aproximadamente 250 dfas habiles deberan efectuarse 
los pcdidos cada

\r =

104 000
1 824

2DC0
Ch

Cuando, y con que frecuencia, realizar 
los pedidos en la compania VinosTacam

= 4,4 dias

1 alta, responder la pregunta de la frecuencia de los pedidos. Si D es la demanda 

anual del producto y Q la cantidad de pedidos, cntonces el numero de pedidos que 
VinosTacam debe hacer a los fabricantes en Chile es igual a 57. En efecto:

Podemos obtener directamente una formula para determinar la cantidad Q 
que minimiza el inventario efectuando los calculos para cualquier D, y C70. En 
efecto, derivando CT{Q\ igualando a cero esta derivada y despejando Q, resulta:

dm^==> r = 400 • 2 = 800 garrafas

Lo anterior significa que debemos efectuar un nuevo pedido cuando el inventario 
este en 800 cajas.

Determinada la cantidad Q de garrafas que tenemos que pedir, debemos res- 
pondernos, ahora, la pregunta de cuando pedir. Llamaremos posicion de in­
ventario de un articulo a la cantidad inventarial que se tiene disponible mas la 
cantidad de inventario que se ha pedido.

Cualquier pedido que solicite VinosTacam, a los surtidores fabricantes de 
vino en Chile, tiene una demora de 2 dfas. Observe que que durante los dos dfas 
que se demora el pedido se espera vender 800 garrafas de vino. El tiempo que 
dicho pedido se demora en llegar se llama tiempo de adelanto del pedido, y a 
las 800 garrafas se le llama demanda del tiempo de adelanto. No esacapara al 
lector, entonces, que VinosTacam debera realizar un pedido a sus fabricantes en 
Chile cuando el nivel de inventario llegue a las 800 cajas. La decision de cuando 
pedir se expresa en terminos del punto de renovacion de pedido, que para los 
sistemas de tasa constante y tiempo fijo de adelanto, es el mismo que la demanda 
del tiempo de adelanto. Si denotainos con r el punto de renovacion de pedidos, 
con d la demanda diaria y rn el tiempo de adelanto para el nuevo pedido, resulta 
que el punto de renovacion de pedidos es:
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expresion general para calcular el

T =

7.3

7.3.1

La compama Bahia Blanca del Puerto de Caldera, que cultivay procesa mariscos, 
tiene una capacidad anual de produccidn de 60.000 frascos de locos. La demanda

La determinacion del tamano economico 
del lote de produccidn de la compama 
envasadora de mariscos, Bahia Blanca

250 Q
D

T_ 250 
1 ~ D

Q

Este modelo, similar al modelo CEP, esta disehado para situaciones de pro- 
duccion. Se intenta determinar tambien, el cuanto del pcdido y el cuando tomar 
la decision de pedir. Se supone tambien una tasa constante de demanda, sin em­
bargo, en vez de pedir una cantidad Q de bienes como ocurre on el modelo CEP 
se considera que se colocan en un inventario, a una tasa constante, las unidades 
que se producen durante varies dias. Asi, por ejemplo, si se tiene una linea de 
produccidn en la cual se fabrican 200 unidades diarias de un producto y se decide 
programar 5 dias de produccidn, el tamano economico del lote de produccidn es 
de 1 000 unidades. Si utilizamos Q para representar el tamano economico del lote 
de produccidn, la manera de abordar las decisiones sobre el inventario es similar 
a la del modelo CEP. Se trata de construir un modelo de Costos de Tenencia 
y Costos de Pedido que exprese el costo total como una funcidn del tamano 
del lote economico de produccidn. A continuacidn hallar el tamano del lote que 
minimiza los costos reales que permita determinar el valor del costo total anual de 
tenencia del inventario.

De acuerdo a lo dicho podemos obtener una 
tiempo del ciclo. En efecto, resulta quo

El modelo determimstico del tamano 
economico del lote de produccidn x

El lector habra observado que una variacidn en los decimales provoca cambios 
insignificantes en los resultados, de tai modo que el administrador encargado de 
tomar las decisiones debe tener en cuenta esta situacidn. De hecho, una carac- 
terfstica del modelo CEP es que es insensible a las pequenas variaciones en las 
estimaciones de los costos; de lo cual se desprende que si se tienen estimaciones ra- 
zonables de estos pueden lograrse buenas aproximaciones a la verdadera cantidad 
de pedido y al tiempo de ciclo.
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Nivel de inveniario

Figura5 Inventario pro medio

Tiempo
*3

IkTCBtario d«<aate la fase 
e» qve >o se prodace

Observe que a medida que transcurre el tiempo el nivel del inventario sube 
continuamente durante la fase de produccidn, alcanzando su nivel maximo en el 
instante Zj. Al cesar la produccidn el inventario empieza a decrecer hasta el momen- 
to /25 instante en cl cual se inicia otra fase de produccidn que levanta el inventario 
hasta su maximo nivel en el instante Este proceso se repite continuamente tai 
como muestra la figura (5).

anual de frascos de locos de sus clientes de Bolivia y Argentina, ha si do constant e 
y alcanza a 26 000 frascos por ano. Los costos de la preparacidn de la linea de 
produccidn para estas exportaciones, esto es costos por extraccidn del marisco. 
acondicionamiento de maquinarias. costos de mano de obra, etc, para cada corrida 
de produccidn (que en el caso del modelo CEP corresponden a los costos de los 
Pedidos), cuesta 135 ddlares. El costo por frasco es de 4,50 ddlares y su costo 
anual de tenencia es de 24%. El problema de la compahia es determinar el tamaho 
econdmico del lote de produccidn Q, que minimice el Costo Total de mantencidn 
del inventario

Antes de resolver la situacidn particular de la compahia Bahia Blanca analizare- 
mos el problema desde un punto de vista mas general. Digamos antes, que una 
condicion que debe satisfacer el modelo es que la tasa de produccidn debe ser 
mayor o igual que la tasa de demanda. Asi, por ejemplo, si la tasa de demanda es 
de 1 200 frascos de locos por semana, Bahia Blanca debe producir, a lo memos, 
esta misma cantidad semanalmente.

El lector observara que, mientras Bahia Blanca esta en cl proceso de pro­
duccidn, esto es, durante la corrida de produccidn, la demanda provocara una dis- 
minucidn del inventario. Sin embargo como estamos suponiendo que la tasa de 
produccidn es superior a la tasa de demanda, el exceso de produccidn ocasionara 
un aumento gradual en los inventarios durante el periodo de produccidn. Cuando 
termina la produccidn, esto es, cuando tormina la corrida de produccidn, la accidn 
continuada de la demanda reducira gradualmente el inventario hasta que se inicie 
otro periodo de produccidn. El grafico de la figura (5) muestra esto hecho.

iBTcatario d<r»»te 
la fase de prodaccioa

/hz 
tj t.
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NM1 = (p — d) t (articulos)

Q = p • t

d
P 
t

Hjn lo que sigue construiremos el modelo del tamano econdmico del lote de 

produccion escribiendo el Costo de Tenencia cn funcion del tamano Q del lote 
de produccion. Tai como lo hicimos con el modelo CEP desarrollaremos una 
expresion para el inventario promedip y despues escribiremos el costo de tenencia 
anual correspondiente a dicho nivel de inventario.

La figura (5) muestra que cl inventario se acumula mediante una tasa constante 
durante la corrida de produccion y se agota con una tasa constante cuando no hay 
produccion (ver las rectas Ly y L2 respect!vamente), de tai modo que| tai como 
en el modelo CEP, el inventario promedio podemos tomarlo como la mitad del 
maximo inventario que se alcanza en un determinado periodo. Pero, ;,cual es ese 
nivel maximo de inventario? Para determinar este nivel maximo debemos buscar 

. una relacidn entre las tasas de produccion y de demanda y el numero de dias en 
los cuales ocurre la produccion. Denotemos con d,p,t, los siguientes conceptos:

Recordemos que los costos del modelo CEP son los de Tenencia y de Pe- 
dido. En el modelo actual los costos de tenencia siguen siendo los mismos, sin 

• embargo los Costos de Pedido en un caso de produccion seran, ahora, costos 
de preparacion de la produccion. Este costo, como hemos dicho, incluye los 
costos de horas de mano de obra, costo de materiales, los costos de preparacion del 
sistema para iniciar las operaciones de produccion, etc. Los costos de preparacion 
de la produccion son fijos, se presentan en cada corrida productiva y son indepen- 
dientes del tamano del lote de produccion.

Ya que la tasa de produccion es mayor que la tasa de demanda, resulta p — d > 0. 
Si diariamente se colocan p — d articulos en el inventario, entonces, durante t dias 
de corrida de produccion se colocaran (p — d) t articulos. De tai modo que al final 
de la corrida de produccion el Nivel Maximo de inventario sera:

El lector puede observar que este nivel maximo se alcanza. al final de la corrida 
de produccion, en los tiempos Zi, t27 etc. Sin embargo seria conveniente poder 
expresar el nivel maximo de inventario en funcion de Q, esto es, en funcion del lote 
econdmico de produccion. Si suponemos que se fabrica un lote de produccion con 
un tamano de Q unidades a una tasa de produccion de p unidades diarias,.entonces 
la cantidad Q de unidades producidas en el tiempo de la corrida t de produccion

■ sera de:

tasa diaria de demanda del producto 
tasa diaria de produccion del producto 
numero de dias de una corrida de produccion
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En consecuencia la duracion de la corrida de production sera de

QNMl =

Y,

Q

CAT = (Nivel promedio de inventario) • (Costo

De tai modo que

QCh <

I

d
1 - - 

p

d
1 - - 

p

anual eje tenencia por unidad)

es
de preparation para
preparacion CAP, es:

De esto se desprende que el nivel maximo de inventario NM en

i-d-
p

en consecuencia, el nivel promedio del inventario esta dado por la expresion:

NPl =

d
1 - - 

p
Por otra parte, si D es la demanda anual y Q es el tamano del lote de produccion, 
entonces, § es el numero de corridas de produccion al ano. Y si C'o es el costo 

una corrida de la produccion, entonces el costo anual de

o lo que es lo mismo

NMI = (P-d)- 
P

funcion de Q es:

Observemos que on esta expresion la demanda esta expresada en funcion de una 
tasa diaria de demanda ’’d”, y la produccion esta expresada en funcion de una tasa 
diaria de produccion ”p”, cuando.lo ideal seria tener una expresion en funcion de 
la demanda y produccion anual.

CAT = 1
2

la demanda anual y Q

Si el costo de mantener una unidad en inventario durante un ano os es igual al 
costo unitario del articulo en inventario multiplicado por la tasa de costo anual de 
tenencia, es decir, si Ch IC, entonces la ecuacion que expresa el costo anual de 
tenencia es:

CT = |

t = — (dias) 
P

CAP = ^C0
Q

En consecuencia el modelo de Costo Total anual, que denotaremos con CT, se 
expresa mediante la ecuacion:
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El lector puede

d

P

En consecuencia el modclo de Costo Total anual

CT(Q) =

y despejando Q resulta:

Q2 = Qo —

0, para todo Z), Co y Q

d
dQ

la expresion quo:
/

^Cual es el tamano del lote economico de produccion que minimiza 
el Costo Total anual, la demanda en el tiempo de adelanto, el punto 
de renovacion del pedido y el tiempo de ciclo entre las corridas de 
produccion, de la companfa Bahia Blanca?

1
2

D
~P

Calcularemos la primera y segunda derivada de la funcion CT(Q) para hallar 
el valor de Q que minimiza la funcion de costo total. Igualando a cero la primera 
derivada tenemos:

2 Wp
(1 - ^Ch

2DCQ 
(i - li)ch

ch -

2DCo
Q3

comprobar facilmente, reemplazando p y d en

o lo que es

D
1 “ P

D

se expresa mediante la ecuacion:

P = a-p,

d= - 
a

^(TC}=

(TC) = |

Supongamos que se operan solamente ”a” dias al ano, si D es la demanda anual, 
entonces, la demanda diaria ”d” es:

Debemos probar que este valor de Q, que llamaremos Qo, minimiza la funcion 
CT(Q). Se puede ver facilmente que la segunda derivada de CT(Q') es:

For otra parte si llamamos P a la produccion anual del articulo, entonces:

. . Plo mismo, p = — 
a
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(TC) 0

= 3 387 (frascos)Qo =
(1-

)

d =

igual a:

= 33 (dias habiles)

2-26 000 ■ 135
S)(W)

Y el Costo Total anual es: 
(77(3387) = |(1 -0,43) -3387 ■ 1.08 +

Zu

I^ecordemos, por otra parte, que el tiernpo de adelanto en el modelo CEP 

es el numero de dias que se demora en Hegar el pedido. Pero, en este caso, es el 
numero de dias que se demora. la preparacion de la corrida de produccidn. Si la 
empresa prograrna un tiempo de adelanto ”m’: de una semana para preparar 
la corrida de produccidn, podernos calcular la demanda semanal ’’d” en el tiempo 
de adelanto. Puesto que el ano tiene, aproximadamente, 52 semanas, la demanda 
semanal sera de:

26 000——— — 500 (trascos)

Por lo tanto el punto de renovacidn de pedidos r = d ■ m es

r = 500 • 1 = 500 (frascos)

Esto significa quo se debe iniciar la corrida de produccidn cuando el inventario 
este on 500 frascos. ^Cada cuantos dias debera dcbera iniciarse la corrida de 
produccidn?, dicho de otro modo, ;cual es cl tiempo de ciclo entre las corridas 
de produccidn? Suponiendo que el ano tiene 250 dias habiles, aplicamos la formula 

 250  250 
— ~ 26000

Q 3 387

De esto se desprende que se debe planear la corrida de produccidn de 3 387 frascos 
cada 33 dias habiles.

en consecuencia la funcidn CT(Q) es cdncava hacia arriba en todo su dominio y 
por lo tanto tiene un minimo en dicho intervalo. Probaremos ahora que la funcidn 
CT(Q) tiene un minimo en Qo- Aplicando el criterio de la segunda derivada, 
puesto que Qo > 0 resulta que 

 
dQV ' QI

y en consecuencia Qo es un punto de minimo de la funcidn CT(Q). Puesto que 
la capacidad anual de produccidn de la compahia Bahia Blanca es de 1} = 60 000 
frascos, la demanda D = 22 000 frascos, la preparacion de la linea de produccidn 
Co = 135 ddlares, el costo de frabricacidn C = 4,5 ddlares, cl costo anual de 
tenencia del inventario por unidad a una tasa de 24% es C\ — I (■ = 0, 24 • 4, 5 = 
1,08, resulta que

x _______________

- ■ 135 ~ 2 079 (ddlares
3 387



218 Modelos de Inventario

7.4

Costo anual de tenencia del inventario
Costo por cada pedido
Demanda anual en unidades

El descuento por cantidades en el modelo 
de la Cantidad Econdmica de Pedido.
El caso de la compania importadora de 
mariscos Piurlmport

20%
49%

5 000

Porcentaje
0%
3%
5%

Costo unitario
5,00 dolares
4.85 dolares
4,75 dolares

■2DC0 
Ch

Q = ■/

Tipo de descuento Tamano del pedido
A desde 0 liasta 999
B desde 1000 hasta 2499
C desde 2500 o mayor

Debemos respondernos, ahora, la pregunta de que cantidad de pedido debe realizar 
Piurlmport. De hecho PI tiene la posibilidad de realizar tres pedidos distintos 
de acuerdo a las posibilidades de descuentos. LLamaremos Qi, Q2 y Qs, a los 
pedidos con descuentos de categoria A, B y C respectivamente. Rccordemos que 

. la formula para la Cantidad Economica de Pedido del Modelo CEP es

No escapara al lector que un descuento de 5% por 2 500 frascos o mas, parece 
tentador, pero, por otra parte, esto significara mayores costos de tenencia en el 
inventario. Imaginaremos que hemos estudiado el modelo CEP para PI y el resul- 
tado de los analisis muestran lo siguiente:

Con frecuencia los proveedores industriales ofrecen descuentos para motivar a 
sus clientes a realizar pedidos de gran tamano. Hemos visto que mantener inven- 
tarios de gran magnitud tiene un costo quo, sin embargo, podria ser disminuido 
considerablemente por los descuentos. Al aumentar el inventario aumentan los cos­
tos, pero, ^los descuentos por el pedido mayor, logra disminuir dichos costos? En 
lo que sigue veremos como podemos utilizar el modelo CEP para enfrentar esta 
compleja situacion.

La compania chilena Piurlmport esta iniciando operaciones desde HongKong 
importando piures desde Chile. Un estudio de mercado demostro que este mo- 
lusco tiene gran aceptacion en los pai'ses asiaticos. Su proveedora desde Chile, la 
compania Bahia Blanca exportadora de mariscos cnvasados en frascos, ofrece 
importantes descuentos por cantidades de pedido. La tabla siguiente muestra la 
oferta de la compania envasadora Bahia Blanca a su cliente Piurlmport (PI)
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el costo anual

Para la categorfa de descuento A

= 700

Para la categorfa de descuento B

Q2 = = 711

Para la categorfa de descuento C

= 718

2 (5 000) (49)
1

2 (5000) (49)
0.97

D = 5 000
Co = 49
Ch = (0,20)(5,00) = 1

2 (5 000) (49) 
0,95

D - 5 000

Co = 49
Ch = (0,20)(4,85) = 0,97

D = 5 000

Co = 49
Cfl = (0,20)(4,75) = 0,95

donde D es la demanda, Co es el costo por pedi lo y Ch = I • C es 
de tenencia por unidad.

Observe que ninguna de las cantidades de pedido es del tainano necesario para 
aplicarle el descuento correspondiente. Para Q15 que es mayor que cero y menor 
que 999, no hay descuento, y Qi y Q2 estan lejos de satisfacer las condiciones de 
tamaho. Cuando esto ocurre, es decir, cuando se tiene una serie de cantidades 
que no caen dentro de los tamanos para los cuales se hacen descuentos/se recurre 
a una regia, que no es evidente, pero que es una propiedad del modelo CEP con 
descuentos: los Qz que no caen dentro de los descuentos se ajustan hacia arriba hasta 
la cantidad de pedido mas proxima. Si Qi alcanzo el tamano conveniente, se ajusta 
Qi+l hasta el tamaho siguiente, y asf sucesivamente. Aplicando esta regia se tiene 
que: Q2 — 711 sc ajusta hasta 1000; Q3 = 718 sc ajusta al tamaho siguiente que 
es 2 500

Recordemos, por otra parte, que la ecuacidn de Costo Total, en funcion de la 
cantidad de pedido Q, es

CT{Q) = ^Ch + 2Co

Un hecho nuevo, que hasta ahora no habfamos considerado, es el concepto de 
Costo Anual de compra del articulo; porque este era constante y no afectaba las
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49 + 5 000-5,00

0 < Qi < 999(1) CT(QX) = 0,500 2 + + 25 000,

CT(Q2) 49 + 5 250-4,85

(2) CT(Q2) = 0,485 2 + 1 000 < Q2 < 2499+ 21250,

CT(Q^ = ^-0,95 + 49 + 5 000-4,75

Q3 > 2 500(3) CT(Q3) = 0,475 2 + + 23 750,

Qx = 700= 0

5 000 
Qi

de las funciones (1), (2) 
tin a de las curvas nos

5 000

245 000
Qi

245 000
Qi

245 000
Qi.

245 000
Ql

lo mismo

o lo que es lo mismo:

o lo que es

decisiones sobre la politica de inventarios y pedidos. Sin embargo vemos que en 
este modelo el costo total depende no solo de la cantidad del pedido, sino ademas, 
de su correspondiente precio unitario; que van'a de acuerdo a la variation de Q. 
Esto nos obliga a agregar a CZ’(Q) el costo anual de compra del articulo, que 

■ es igual a la Demanda Anual ”D”, multiplicada por el Costo unitario ”C”. En 
consecuencia se tiene que

Se trata, ahora, de determimar el minimo de cada una 
y (3), en los intervalos considerados. Un grafico para cada 
ayudara bastante a resolver el problema.

El grafico de la figura (6) muestra que el minimo de la funcion CT(Qi) se halla 
en el punto de extreme donde la pendiente de la recta tangente tiene pendiente cero. 
En efecto, derivando la funcion C’71(Qi), y resolviendo la ecuacion [CT(Qi)] = 0, 
resulta que Q\ = 700

CT(Q1) = V-l,00 +

o lo que es lo mismo

cr((?) = ^-ch + ^Co + DA

Utilizando esta expresion, para cada una de las cantidades de pedido ’’ajustadas”, 
se puede determinar la cantidad optima de pedido para el modelo CEP con des- 
cuentos. Las siguientes son las ecuaciones que resultan de efectuar los reemplazos:

^0,97 + ^ 
q/2

Q
2
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Cost* total

Cviti de la citegen'a de descaeato 1(1.000 24.980)
I

Carva de (a categorfa de descaeato 2

Carva de la categoria de descaeato 3Ilf-

Figura 6
Cantidad de Pedido Q

dominio. El lector

[C'1\Q3)]' = 0,475 - 0, para todo Q3 > 2 500

25000-

24980 -

Categoria de 
defcaeato 2Categoria de 

descaeato 1

Q5 999
-------- d-------------

700

Categoria de 
descaeato 3

Q>2500

(TOO 25.700)

-- 1-

Descuento
0%
3%
5%

Costo unitario Cantidad de pedido
5,00 delates 0 700
4,85 dolares 1 000
4,75 dolares 2 500

Costo Total anual
25700“
24 980
25 036

245 000

~qT

245 000

~qT
For lo tanto el mi'nimo de la funcidn 
Izquierdo del intervalo, es decir,

Al comparar I os 
de 24 980 dolares y se 
tabla resume nuestros calculos

i

in
I (2.500 25.036)
i
i
i

Analogamente, la funcidn CT^Q^ es creciente en todo su 
puede verificar facilmente que:

El lector puede observar que el valor minimo se obtiene cuando el descuento 
es de 3% y no de 5%, como podria esperarse. Aunque para Piurlmport parece 
atractivo un 5% de descuento, sus Costos Totales aumentaran por tenet (pie man- 
tener un inventario mas grande.

Se observa que 700 pertenece al dominio de la funcidn. En consecuencia el Costo 
Total anual para este valor de Qi es CT(700) = 25 700. Por otra parte, se puede 
ver que que la funcidn CT{Q2} es creciente en todo su dominio. En efecto:

I
aescvcBto c :

I 1000=: QS 2499 |

-1-----------
1OO0 2500

en dicho intervalo se halla en el extreme 
en Q3 = 2 500 y por lo tanto C7’(2500) = 25 036. 

tres mfnimos” se ve que el Costo Total anual mas bajo es 
produce cuando el pedido es de 1 000 frascos. La siguiente

[CT((?2)]' = 0,485 - 
*

Y en consecuencia su minimo esta en el extreme izquierdo del intervalo, esto es, 
en Q2 = 1 000 y por lo tanto CT(1 000) = 24 980

> 0, para todo 1 000 < Q2 < 2 499
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7.5

considerable parte de los rnercados 
los progresos que han logrado en la 

halla el sentido nipdn de la adminis-

1 David R. Anderson at all, Introduction a los metodos cuantitativos para la administracion, 
Grupo Editorial Iberoamericano, Mexico, 1993. (Nota textual pag 516)

Los japoneses 1 se han apoderado de una 
mundiales para muchos productos debido a 
manufactura. Entre las razones de esto sc ! 
tracion, el desarrollo de nuevas tecnologias y el uso de nuevos metodos de adminis- 

' tracion y control de materiales. Un nuevo metodo que ha llamado la atencion en 
los ahos recientes es lo que se conoce como Justo a Tiempo (JAT) o JIT (de just 
in time).

El metodo Justo a Tiempo representa una filosofia cuyo objetivo es eliminar 
todas las fuentes de desperdicio, incluyendo los inventarios innecesarios. El prin- 
cipio fundamanetal del JAT consiste en fabricar las unidades apropiadas, en la 
cantidad apropiada y en el momento apropiado.. Con el JAT se fabrican unidades 
solo cuando se las requicre. Idealmente, el numero de partes que se fabrican o 
se adquieren en cualquier momento debe ser justo el suficiente para fabricar una 
unidad del producto terminado. No se requieren inventarios o cuando menos se 
minimizan. Para que el JAT funcione de manera eficaz, deben realizarse cambios 
fundamentales en los sistemas tradicionales de produccion. Tales cambios exigen 
modihcaciones en el diseno de las plantas de produccion y del proceso de flujo de 
materiales debiendo reducirse, ademas, los tiempos de preparacidn.

La distribucion deficiente del equipo es una de las principales causas de la inefi- 
ciencias en la manufactura . En un entorno fabril o manufacturero cstadounidense 
tfpico, los materiales se transportan desde el proveedor hasta el almacen, y despues 
a la planta. Dentro de la planta es posible que se transporten de un Departamento 

. a otro. Cuando termina la produccion quizas se devuelvan los artfculos terminados 
al almacen, en donde se les guarda hasta su distribucion posterior a los clientes. 
Ann con modelos dptimos de inventarios los costos de manejo de materiales y de 
inventarios pueden ser considerables. El modelo JAT ayuda a reducir los costos 
de manejo de materiales y de inventarios al ofrecer un flujo de materias primas 
y de artfculos terminados en cl que los materiales se introducen en un extreme 
del proceso de manufactura, desde donde se trasladan sin demora hasta que se 
convierten en productos terminados.

La fuerza motrfz en que se basa la produccion con el JAT es la coordinacidn de 
las sucesivas actividades de produccion. Un componente clave de esta coordinacidn 
es un sistema de informacidn al que se denomina tarjeta (Kanban en japonez). 
Se anotan en la tarjeta el tipo y el numero de unidades que se requieren en el 
proceso de produccion, y sc utilizan dichas tarjetas para iniciar la extraccidn y

El metodo ’’Justo a Tiempo’5 en la 
administracion de inventarios
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la production de unidades en todo el proceso de production. Al comenzar con el 
ensamble final la tarjet a ”atrae” las partes y com ponentes desde las estaciones 
de trabajo precedentes. Asi, cntonces, la operation completa de manufactura se 
sincroniza con la etapa final de ensamble. De esta manera el JAT evita que las 
fuentes previas de abastecimiento y production ”empujen,: unidades hacia adelante 
y que acumulen inventarios innecesarios y excesivos.

Es importante advertir que el concepto de calidad total cs crucial para la 
puesta en marcha de la filosofia del .JAT. Como los tamanos de Jos lotes son 
pequenos y los niveles de inventarios son minimos, no se mantienen existencias 
de seguridad para reernplazar unidades defectuosas o unidades que no se ajustan 
enteramente a las normas o estandares. Cualquier problema en la calidad altera 
el flujo de materiales en la planta y puede resultar desastroso para el sistema del 
JAT.

Finalmente, la coordination del flujo de materiales desde los proveedores hasta 
el fabricante es otro componente crucial del JAT. La filosofia del metodo JAT no 
permite el envio de lotes grandes desde los proveedores que aumentarfan innece- 
sariarnente los niveles de inventarios y los costos. Para mantener el flujo uniforme 
que se requiere on el JAT, los proveedores deben realizar entregas justo a tiernpo. 
En vez de los envios grandes que deben contarse, inspeccionarse y almacenarse, los 
proveedores hacen entregas mas pequefias, en forma diaria, o con una frecuencia 
aun mayor, para cumplir con el programa diario de produccion del fabricante. El 
JAT requiere de una asociacion de confianza. cntre provedores y fabricantes para 
obtener los materiales a tiernpo con cero defectos.

El beneficio del JAT es un mejorarniento en las utilidades, que sc logra debido 
a reducciones en los costos de los inventarios y a una mejor calidad. En el area de 
la administration de inventarios, el beneficio mas evidente del JAL son los mcnores 
niveles de inventarios, la mayor rot ation de los misrnos y los menores costos globales 
de tenencia. Aunque estas ventajas son importantes, las diferencias culturales y 
de conducta entrc el pueblo japonez y el pueblo estadounidense, tanto a nivel de 
los administradores como al nivel de la fuerza laboral, hacen que resulte poco claro 
si es posible reproducir el exito japonez del JAT en los sistemas estadounidenses 
de production. Unas cuantas companfas estadounidenses estan intentando aplicar 
la filosofia del JAT, pero la mayoria sigue utilizando los sistemas tradicionales de 
manejo o administration de inventarios.
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7.6 Ejercicios propuestos

5

un refresco cuya tasa anual constante de dernanda es 
una de las cajas le cuesta 3 ddlares a la compama. Los 
de 20 ddlares por pedido, y los costos de tenencia

3. El punto de renovacidn de pedidos (r = dm) se define corno la demanda del 
articulo en el tiempo de adelanto. En los casos en que se tienen tiempos de 
adelantos prolongados. la demanda en el tiempo de adelanto, y por ello, el 
tiempo de renovacidn, pueden superar a la cantidad econdmica de pedido Qo- 
En tales casos la posicidn de inventarios no sera igual al inventario disponible 
cuando se coloca un pedido, y el punto de renovacidn puede ser expresado 
en terminos de la posicidn de inventario, o alternativamente, en terrninos de 
los inventarios disponibles. Considerese el modelo de la cantidad econdmica 
de pedido con D = 5 000, Co = 32 ddlares, Ch = 2 ddlares y 250 dias habiles 
por anos. Identifique el punto de renovacidn de pedido en terminos de la 
posicidn de inventarios y en terminos del inventario disponible, para cada 
uno de los siguientes tiempos de adelanto. a) 5 dias b) 15 dias c) 25 dias d) 
35 dias.

4. Dante y Compania adquiere directamente del proveedor un componente 
que se utiliza en la fabricacidn de generadorcs para automdviles. La opera- 
cion de produccidn de los generadores de la compania, que se da a una tasa 
constante, requiere de 1 000 componentes al mes, en todo el ano (12 000 
unidades anuales). Supdngase que el costo de los pedidos es de 25 ddlares 
por cada uno, el costo por unidad es de 2, 50 ddlares por componente, y que

1. Una compania vende
de 3600 cajas. Cada
costos de pedido son de 20 dolares por pedido, y los costos de tenencia se 
consideran el 25% de los costos por unidad. Si suponemos que existen 250 
dias habiles en el ano y el tiempo de adelanto es de 5 dias, identifique los 
siguientes aspectos de la politica de inventarios. a) Cantidad econdmica de 
pedidos. b) Punto de renovacidn del pedido. c) Tiempo de ciclo. d) Costo 
anual total.

2. Una propiedad general del modelo de inventarios de la CEP es que los costos 
totales de tenencia de inventarios y de los pedidos son iguales en la solucidn 
optima. Utilice los datos del problema anterior para mostrar que en este 
problema se observa dicho result ado. Utilice tambicn las ecuaciones a) Costo 
Anual de Tenencia=|QC\ b) Costo Anual de Pedidos=^) Co y c) Costo 

Anual Total-lQC/, + %C0 para mostrar que, en general, el Costo Total de 
Tenencia y el Costo Total de Pedidos son iguales en los casos en los que se 
utiliza el Qo que da el mmimo del Costo Anual Total.
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a) 2,Cual

b) ^Cual

c) ;Cual

6. supongase que es apropiada la siguiente escala de/descuentos por cantidades

7. Aplique el modelo CEP a la siguiente situacion de descuento por cantidad

Cos to unitario 
30,00 dolares 
28,50 dolares 
27,00 dolares-

Descuento
“W”

3%

Costo unitario
10 dolares ■

9,9 dolares

Descuento
0%
5%
10%

Categorfa del descuento Tamafio del pedido __________________

2 100 o mas

Tamano del pedido 
0 a 49 

50 a 99 
100 o mas

los costos anuales t ot ales de tcnencia y de los pedidos corres- 
la CEP que se recomienda?

5. Supongase que los administradores de la ernpresa Dante y Compama 
aprueban la eficiencia de la operacion que se logra al hacer pedidos en can­
tidades de 1 000 unidades, haciendo pedidos cada mes. ^.Que tanto mas 
costosa seria esta polftica que la recomendada con la CEP? ^Estaria a favor 
de recomendar la cantidad de pedido de 1 000 unidades? Explique, ;.Cual 
seria cl punto de renovacion de pedido si la cantidad de 1 000 unidades fuera 
aceptable?

d) ^Cuales son 
pondientes a

D = 500 unidades al ano, C = 40 dolares, y se da una tasa anual de costo 
de tenencia de 20%. /.Quo cantidad de pedido se recomienda?

es el tiempo de ciclo?

se cargan los costos anuales de conservation al 20 por ciento. Hay 250 di'as 
habiles por ano, y el tiempo de adelanto es de 5 dias . Conteste las siguientes 
preguntas sobre la polftica de inventarios de Dante y Compania.

es el punto de renovacion de pedidos?

es la CEP para este componente?

Si la demanda anual es de 120 unidades, cl costo de los pedidos es de 20 
dolares y la tasa anual del costo de tenencia es de 25% , ^que cantidad de 
pedido se recomendaria?
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mas

los ahorros

8. La empresa de zapatos Calzado Plumita maneja un tipo de zapatos para 
caballeros que se vende a una tasa constante de demanda de 500 pares cada 
tres meses. Su politica actual de compras consiste en pedir 500 pares cada 
vez que se Race un pedido. Si le cuesta 30 dolares colocar un pedido y la tasa 
anual de costo de tenencia es de 20%, Calzados Plumita obtiene el calzado 
al menor costo posible de 28 dolares el par con su cantidad de pedido de 500. 
El fabricante le ofrece ademas los siguientes descuentos por cantidad.

0 a 99
100 a 199
200 a 299
300 o

^Cual es la cantidad de pedido de costo minimo? ^Cuales son 
anuales de la politica de inventarios que se recomienda con respecto a la 
politica que actualmente siguc la empresa?

Cantidad de pedido Precio por par
36 dolares
32 dolares
30 dolares
28 dolares


