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Prefacio

A la mayoría de los ingenieros no les agrada la exposición de algunos tópicos
de la matemática desarrollada con la perspectiva de un matemático. El estilo con
que los matemáticos expresan las ideas matemáticas en cualquier libro de Cálculo
está muy influenciado por el desarrollo de la misma matemática en relación con
sus fundamentos lógicos. En general, los textos de esta disciplina están imbuidos
de conceptos de gran importancia para los matemáticos pero de escaso interés
para un ingeniero y la mayoría de las veces contienen desarrollos estrictamente
matemáticos que complican de manera innecesaria los conceptos intuitivamente
simples. Con frecuencia hemos sido testigos de serias discrepancia entre inge
nieros y matemáticos, acerca de cuál debe ser en enfoque de la matemática que
los primeros necesitan dominar: a los ingenieros les parece irrelevante la argu
mentación lógico formal de los conceptos del Cálculo.

En no pocas facultades de ingeniería los cursos básicos que los matemáticos
ofrecen a los estudiantes de ingeniería son los mismos que siguen los estudiantes
de matemática. Los conceptos del análisis, de la topología y del álgebra, son más
familiares para el estudiante de ingeniería que, por ejemplo, el concepto de modelo,
concepto central en el trabajo de un ingeniero.

Por otra parte, en la última década hemos visto una lenta evolución en los textos
de Cálculo en la dirección de las aplicaciones. Y con la irrupción del computador en
la enseñanza de la matemática este pequeño cambio se profundizará rápidamente.
En un futuro próximo una gran parte de las matemáticas para los ingenieros se
enseñarán con el computador, cuestión que dejará en evidencia más claramente
el problema al cual nos referimos. El DERIVE y el MATHEMATICA son dos
interesantes software que están siendo experimentados débilmente y que aún no
encuentran interlocutores que acumulen y sistematicen experiencia. Cualesquiera
de estos software es capaz de calcular derivadas, integrales, ecuaciones diferenciales,
graficar curvas, etc, de tal modo que ya no se justifica perder tiempo en explicar
tantos métodos de integración, complicéir el cálculo de límites y de las derivadas,
etc. Nuestros esfuerzos deberían orientarse al estudio de los conceptos centrales
del Cálculo y de sus aplicaciones y la operatoria dejársela al computador.
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Los dos hechos que transíoi niarán (querámoslo o no) el enfoque de la matemática
para los ingenieros son el concepto de modelo y la introducción del computador en
la enseñanza de la matemática. El estudiante de ingeniería se verá enfrentado, con
mayor frecuencia, a modelar e interpretar fenómenos de ingeniería que no pueden
ser resueltos sin el uso del computador. Se plantea así el dilema de orientarlos
desde el principio de sus estudios por el camino de las aplicaciones y del uso del
computador en la resolución de problemas, o de seguir con el paradigma abstracto
de las matemáticas de escaso interés para los ingenieros.

Los profundos cambios que sufrirán el enfoque y los contenidos de los progra
mas de matemática para los ingenieros son inevitables, y el problema será resuelto
satisfactoriamente por la próxima generación de matemáticos que deberá enseñar
en las universidades. Sin embargo debemos iniciar, desde ahora, auncpie sea débil
mente, el camino de la renovación.

De acuerdo a lo dicho, la estrategia que seguiremos en este texto es : a) Organi
zar los contenidos de modo que giren en torno el concepto de modelo, b) Evitar las
sofisticadas demostraciones dándole mayor importancia al análisis e interpretación
de dichos modelos, c) Invitar al lector a resolver ejercicios y problemas utilizando
EL DERIVE.

En el capítulo 1 se hace una introducción histórica a los problemas del Cálculo
y se estudian los conceptos de velocidad media e intantanea, razón de cambio
media e instantánea, pendiente de una recta y algunas aplicaciones que conducen
en forma natural al concepto de derivada en el capítulo 2. Los conceptos de límite,
continuidad y diferenciabilidad se estudian sólamente en forma intuitiva. En ambos
capítulos se sugiere resolver los problemas propuestos utilizando EL DERIVE.
Observe el lector que no hemos seguido el itinerario clásico del primer curso de
Cálculo, esto es, números reales, límite, continuidad y derivada. No debemos
olvidar que el centro de nuestras preocupaciones son, ahora, las aplicaciones.

En el capítulo 3 se demuestran las fórmulas más sencillas de derivación de
funciones algebraicas y trascendentes y nuevamente se sugiere al lector verificar
los ejercicios utilizando EL DERIVE. En el capítulo 4 los conceptos de primera y
segunda derivada, de máximo, mínimo, están orientados más a estudiar modelos
que a graficar funciones. Lo mismo ocurre con las funciones pararnétricas. Con
las herramientas construidas en los primeros cuatro capítulos, en el capítulo 5 se
estudian modelos algo más sofisticados en los cuales es necesario comprender el
concepto de ecuación diferencial. Finalmente se sugiere resolver los problemas
propuestos utilizando EL DERIVE.

El autor
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Capítulo 1 Los problemas
del Cálculo

Objetivos

1. Conocer algunos antecedentes históricos del nacimiento del Calculo

2. Estudiar los conceptos de velocidad media e instantánea que dieron
origen al Cálculo.

3. Estudiar los conceptos de raaón de cambio media e instantánea y de
pendiente de una recta tangente a una curva.

4. Modelar fenómenos de la naturaleza utilizando los conceptos

anteriores.

5. Utilizar EL DERIVE para estudiar, modelar y resolver problemas.

1.1 El Cálculo Diferencial e Integral

¿ Qué es el Cálculo Diferencial e Integral y cuando nace esta rama de las
matemáticas ?, ¿porqué surge la necesidad de inventar el Cálculo y cuáles son las
ideas fundamentales que giran en torno a esta disciplina ?

Desde el punto de vista histórico las primeras ideas en torno al Cálculo na
cen «de la necesidad de determinar el área de figuras acotadas por lineas curvas
y el volumen de sólidos acotados por superficies curvas. Por los documentos que
se poseen de las antiguas civilizaciones, sumeria, babilonia y egipcia se sabe que,
entre otros grandes inventos matemáticos, lograron determinar con exactitud el
área de superficies acotadas por lineas rectas. Sin embargo no pudieron resolver
el problema de calcular el área de superficies acotadas por lineas curvas y el vol
umen de sólidos acotados por superficies curvas. A lo más lograron, por ejemplo,
aproximar el área de un círculo mediante un cuadrado y el volumen de un cilindro
y de una pirámide aproximadamente. Sin embargo, los grandes monumentos que
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dejaron estas civi-lizaciones para la posteridad, nos dan cuenta del extraordinario

Cuando los antiguos griegos hirieron suyos los conocimientos de estos pueblos
una de sus preocupaciones fue la de resolver el problema de determln i
superficies acotadas por lineas curvas. La geometría griega logró in • ^
en esta dirección. Así, por eiemolo Araiiimprlísc t. n avances
geométricos halló el área de un segmento de parábX. U Ge!^metS'^E!i !vj

P-Potcionó S mtTs
La observación inmediata del mundo exterior nos muestra nnp f a ,

el existe está en constante movimiento, está variando continuan^ente°Sk T
los antiguos griegos, que lograron desarrollar una aritmética y georneur™.
dinaria,mente avanzada, no utilizaron el concepto de variable !, T .
los problemas que resolvieron. Esto se debió probablempnt ^^^do abordaron
los matemáticos y geómetras griegos de esa época pensaban^' ̂  mayoría de
debía servir para resolver los problemas de la vida real- cue^r^ matemática no
a considerar los problemas sólo en su aspecto espacial exclnv ^^ndujo
^ral; d estudiar determinados probleL de iHÍ 'p™-
finalmentc al concepto de variable. La ausencia del tiempo n ^ conducido
Euchdeana un carácter estático; nada varía en el L?cirr ̂  ̂ «"nretría
pío, es el conjunto de puntos que está a una
llamado centro. misma distancia de otro

No es casual que en Los Elementos de Euclides no
blema de cálculo. La geometría, según los sabios griegos deb^''^"L™ P™-
ejerciao de la razón y el deleite del espíritu. De ahí le | PW^ d
que debían usarse eu su estudio eran la regla y el compl; L:

tos que éstM aportar!' aTlÚmÜd^ IrlTecli -IT"'" «ío conocimie„.
lamente en la estática geometría euclideana, la aritm^f"^ quedó sn
poesía, filosofía, etc, sino que además hizo posible m ^'^^nomía teat
212 ..Cy Esta hombre llimiado con frec'ulcia eUr®T (287'
antigüedad, fue el precursor dé las nociones del Cálculo.'' «"demo de

Hemos dicho que la opinión de la ma,r^ ' j ,de la época, era que la matemática no deblse: u^dlít
problemas
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de la vida real. La matemática práctica, corno diríamos hoy, no era efectuada
por los matemáticos y geómetras, sino por los carpinteros y agrimensores; oficios
mirados peyorativamente por éstos.

Sin embargo, Arquímedes, desafiando abiertamente a sus pares y poniéndose en
una situación de crítica, no sólo utilizó la matemática para resolver los problemas
de la vida real, descirrollando la estática y la hidrostática y descubriendo las
leyes de las palancas, sino que además inventó una serie de artificios mecánicos
que aún despiertan nuestra admiración. El genial Arquímedes aplico con éxito la
matemática en la construcción de máquinas de guerra que hicieron posible que
Siracusa, su ciudad natal, se defendiera con éxito durante dos años de acoso del
ejército romano. Marcelo, el general romano que comandaba las tropas invasoras,
sólo pudo tomar Siracusa después de simular que abandonaba la plaza y hacer creer
a los siracusanos que había sido derrotado. Cuenta la historia que creyendo los
sitiados que Marcelo había abandonado sus propósitos, festejaron la victoria con
una borrachera general, dejando sin guardias sus torres de observación. Marcelo,
en la obscuridad de la noche, movió sus huestes sigilosamente entrando por los
sitios desguarnecidos. La matanza fue general y Arquímides fue muerto por un
soldaxio.

Siempre es difícil saber en que fecha, y en las mentes de que hombres, empiezan
a germinar las ideas que resultan ser fundamentales para desarrollar determinadas
teorías. Si los conceptos que dieron origen al Cálculo no surgieron de la mente
de Arquímedes, existen sobradas evidencias que muestran que él fue quien llegó
más lejos en su desarrollo. Los problemas fundamentales del Cálculo que son los
de hallar, el área de superficies acotadas por lineas curvas, el volumen de sólidos
acotados por superficies curvas y el de la tangente a una curva, fueron propuestos,
estudiados y resueltos por éste para casos particulares. Así, por ejemplo, resolvió el
problema de trazar una tangente a la llamada espiral de Arquímedes, determinó
el área de un segmento de parábola y halló los volúmenes del cilindro y de la esfera.
Aunque en esta tarea utilizó la estática Geometría Euclideana, más adelante tuvo
que poner en evidencia el concepto de variable al intentar calcular el área de un
círculo aproximándolo mediante polígonos regulares. En esta tarea logró, también,
determinar el número tt con dos decimales exactos mediante la fracción

Es sabido que para determinar el área de un círculo inscribió una sucesión
de polígonos regulares en él, de manera que cuando el número de lados de éstos
aumenta, las áreas de los polígonos se aproximan al área de dicho círculo. A
Arquímedes le pareció obvio que mientras mas polígonos tomara, mas cerca estaría
del área exacta del círculo. Esta idea, fue fundamental en el desarrollo del Calculo
Integral y sería seguida durante casi dos mil años por los matemáticos del futuro.
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Cuando Grecia se transformó en una colonia roniana en el año 156 antes de
Cristo, su cultura terminó por extinguirse. Las colonias de cualquier imperio i a más
florecen y los griegos no fueron una excepción. El camino natural que debía seguir
el conocimiento griego era el de occidente. Sin embargo los cristianos o,
habían hecho del poder romano antes de la caída del imperio, decidieron sume'T
girse para siempre en la noche más larga de todos los tiempos. iustancm
San Agustín, el mas renombrado doctor de la iglesia de la época se
completamente de la ciencia y de todo lo que fuera curiosidad cienldca e nteleT
tual. Solamente a partir del siglo XII, es decir, 800 años después em
despertar de su profundo sueño. Los Europeos jamás imaginaron que los 807'" '
de oscuridad, que van desde la caída del Imperio Romano al u u ' j
después de Cristo hasta aproximadamente el siglo XII tendríln t
despertar intelectual en el siglo XV. ' ^^xpiosivo

El conocimiento desarrollado por los pueblos del Antiguo Or' ,
griegos, y olvidado por Occidente, fue guardado como un
En el siglo VII Mahoma logró formar un imperio que tuvo vigencm VT
y que logro extenderse hasta España. Los musulmanes fueroTí
memoria de la humanidad y al mismo tiempo que asimilaron de la
e. hicieron sus propios aportes, alrededor del siglo XII friego
en el universo feudal europeo ¡a .abirluría de los grandes ^
astrónomos, escritores, poetas, historiadores y científicos vr'
este conocimiento, asimilado en corto tiempo por los itaZos T' ̂ Todo
ingleses especialmente, ternüuó por producir la gran explosió' alemanes e
como El Renacimiento en Europa. ® >ntelectual conocida

El surgiiniento de las primeras manufacturas en el na '
anticiparon la producción mecanizada, la necesidad He I™'"" '^^PiUlismo que
la navegación y de la ubicación en altil mar y de P-blemas'd
hicieron necesaria la aparición de otros hornbrL que ret ¿Poca
por Arquimedes: uno de estos hombres fue Galileo P^-opuestas
retomo la idea de que la clave m.e n Gahlei 1564-15421 o me,..b. „c„.d. >" S;,S:üt

Bajo la influencia de Galileo sus sin,,.
Evangelista Torricelli (1608-16471 v T ^1 creador del baró *1 ieri (1548-1647) continuando eítribajo Ti B-navemura
blemas relacionados directamente con el colee resolvieron variol

centrales en el Cálculo
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Diferencial e Integral. Toricelli resolvió problemas de velocidad mediante el concep
to de tangente a una curva. Sin embargo la herencia de la Geometría Euclideana
no permitía desarrollar métodos generales o algoritmos que hiciera posible cal
cular sin pensar como lo hacemos actualmente. El gran matemático y físico
Alfred Whitehead (1861-1947) expresó una vez que la civilización avanza
ampliando el número de operaciones que podemos efectuar sin pensar
en ellas; debían transcurrir todavía algunos años para pasar a la etapa superior
del cálculo moderno.

Entre los precursores del Cálculo se halla Johannes Kepler (1571-1630)
notable astrónomo y matemático quien descubrió las tres leyes del movimiento
planetario. Kepler a quien se debe el primer importante avance en la dirección de
Arquímedes inspirándose en una cuestión de carácter práctico resolvió el problema
de calcular el volumen de algunos sólidos acotados por superifices curvas. Con
motivo de la abundante vendimia que hubo en el año 1662 en Austria, que coincidió
con su casamiento en 1614, tuvo que comprar algunos barriles de vino y al verlos
se preguntó de lo difícil que sería calcular su volumen. Kepler se interesó por esta
cuestión y después de un año, en 1615, publicó un libro llamado "estereométria
de los barriles de vino principalmente austríacos por tener la forma más
conveniente", donde resuelve un conjunto de problemas sobre la determinación
de volúmenes de cuerpos limitados por superficies curvas. En este trabajo Kepler
determinó la fórmulas para la determinación de dichos volúmenes que actualmente
se calculan mediante el Cálculo Integral. Sin duda para su tiempo, Kepler fue uno
de los más grandes maestros de la integración, que en ese entonces no se conocía
por tal nombre.

Como vemos el Cálculo Integral tiene muchos antecedentes y su desarrollo
es anterior al Cálculo Diferencial; que por motivos didácticos siempre se enseña
primero. El Cálculo Diferencial emerge con fuerza cuando por motivos de carácter
práctico, empezaron a estudiarse a fondo los problemas que traía consigo el inci
piente maquinismo que exigía un conocimiento profundo del movimiento. Esto hizo
necesario que algunos físico matemáticos tales como Gilíes Robervall (1602-
1675) se preocuparan de estudiar el concepto de tangente a una curva. En 1669
Isaac Barrow (1630-1677), profesor de Newton en el Trinity College, descubrió
que el problema del área es el inverso del problema de la tangente.
En este momento es cuando Isaac Newton (1642-1727) se encuentra con el
Cálculo Diferencial e Integral. Tiempo después, Isaac Barrow cede la cátedra de
matemáticas al joven profesor Isaac Newton que prometía brillar con luz propia en
el firmamento científico. En esta etapa el Calculo Diferencial e Integral aun no se
desprendía de la Geometría Euclideana, de tal modo que el método para determinar
la tangente a una curva era difícil y engorroso y sólo un geómetra avezado podía
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hallarla no después de un largo y complicado trabajo. Sin embargo en esta misma
época as rdeas mfindes.males habían madurado lo .suficiente como para que el
joven Newton y Gottfned Leibniz (1646-1716) pudieran, por caminos distintos
y simultáneos, sistematizarlas y presentarlas tal como se conocemos actualmentrn

En realidad la genialidad de Newton y Leibuiz estuvo en desvestir .1
Calculo estático del ropaje de la Geometría Euclideana y vestirlo con el
de los infinitesimales. Al transformarse en dinámico el Cálculo
hizo apto para estudiar a fondo los fenómenos de la naturaleza

Las nociones de masa, fuerza y movimiento, extraídas de la exm,. ' ■ r
expresadas en el lenguaje infinitesimal, perfectamente antn n f>^eron
fenómeno físico al lenguaje de las matemáticas. raducir cualquier

A partir de Newton y Leibniz los conceptos de diferenciarió
hicieron comunes, y llegaron a ser el estudio favorito de tn^ 'ntegración se
de la época. En poco tiempo, el Cálculo Diferencial e Int matemáticos
la herramienta más poderosa que haya inventado el hombr. transformó en
universo cercano. mbre para estudiar nuestro

Actualmente las compuiadords pueden realizar i
Diferencial e Integral, en las cuales con frecuencia se^p
Si creemos a V/hitelread debemos aprovechar la tecLf tiempo
operaciones del Cálculo las efectúen la.s máquinas, y riotinsre"'^ 1-^
no pensamos cuando queremos saber la hora, o cuLdo m^h r'
dos números. ' o dividimos
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1.2 Velocidad media y velocidad instantánea

Hemos dicho que el Cálculo Diferencial está estrechamente ligado a los con
ceptos físicos de movimiento, velocidad y aceleración, es decir, a los conceptos
básicos de la dinámica. De hecho los fundadores del Cálculo Diferencial e Inte

gral no eran sólo matemáticos sino, además, físicos y astrónomos que aplicaban la
matemática a los fenómenos de la naturEdeza; creían que la.s fórmulas que expresan
dicha.s leyes no debían deducirse a priori sino de experiencias que se verifican en el
universo y que pueden comprobarse en la calle o en un laboratorio. Newton, por
ejemplo, terminó de inventar el Cálculo Diferencial para estudiar e interpretar los
fenómenos mecánicos, ópticos, astronómicos y de navegación, urgentes de resolver
en el naciente capitalismo.

Cuando Newton exponía sus trabajos sobre el Cálculo comenzaba por dos pro
blemas fundamentales del movimiento, a los cuales, segrin decía, se reducían todos
los demás:

a) Si la longitud de la distancia recorrida es dada, se pide hallar la velocidad
del movimiento.

b) Si la velocidad del movimiento es dada, se pide' hallar la longitud de la
distancia recorrida en el tiempo propuesto.

El primero trata del cálculo de la derivada de una función, y el segundo del
cálculo de la función dada su derivada, es decir, del cálculo de una integral indefini
da. Como veremos más adelante estos dos procesos son mutuamente inversos. En
lo que sigue explicaremos el concepto de derivada siguiendo un camino análogo
al de Newton, esto es, utilizando los conceptos de distancia recorrida y de veloci
dad. Veremos que los problemas sobre el movimiento de cuerpos con velocidad
constante nos lleva a cálculos aritméticos y algebraicos de relativa simplicidad.
Sin embargo, en los movimientos cuya velocidad varía con el transcurso del
tiempo la situación es algo más complicada. El estudio de ambos movimientos nos
conduce a los conceptos físicos de distancia recorrida y velocidad como funciones
del tiempo. De tal modo que el movimiento de un cuerpo se puede determinar
por la dependencia de la coordenada "s", que expresa la distancia, en función del
tiempo "t", es decir, el movimiento se puede caracterizar por la función s = s{t).
Esto significa que conociendo la función s(t) se puede hallar la posición del cuerpo
en cualquier instante "t". Como hemos dicho en otras oportunidades, una idea
clara del movimiento lo ofrece la gráfica de la función s = s(t), donde el eje de
las abcisas representa el tiempo y el eje de las ordenadas representa la distancia
recorrida. Ver figura (1)

En el movimiento uniforme, es decir, en el movimiento con velocidad
constante, el recorrido s es directamente proporcional al tiempo "t", donde el
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coeficiente de proporcionalidad es igual a v. ̂  Esta idea se aprecia claramente en
la fórmula:

3 = V ' t

Estamos suponiendo que en el instante t = O, el cuerpo está en la posición O, esto
es, 5(f) = O -{■ vt = vt. Ver figura (2).

8S9(t)

•»W.t

vttf aribitraxáo

neoxal Reuml

En el caso más general del movimiento uniforme la dependencia de la coordenada
''s" en función del tiempo "t" se expresa mediante la función lineal

s(í) = So + vt, (so ^ 0)
La figura (3) muestra una función lineal que modela dicho movimiento

Supongamos que la dependencia funcional entre la distanri» ,
cuerpo y el tiempo t es dada, es decir, está dada la función sfíl == ^
hallax la velocidad del cuerpo. Recordemos que la velocidad L ^distancia recorrida por el móvil en la unidarde tierÍr>o t
decir, en el caso del movimiento uniforme, el estudio de la veW-^Vsimple. Para analizar estas ideas consideremos el siguiente ejemplo

1 Muchas aplicaciones a las ciencias físicas y sociales hacen «An
conocida como proporcionaUdad, que a menudo puede ser lineal o funcional
una definición de proporcionalidad directa. Definición Si dn« siguiente esde forma tal que el cociente J, llamado la rasT^eTrx L1 ® ^ relacionad^
directamente proporcioned a X Esta reíaríA« ' j ®» se dice
V. í. M U.». F..d™
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Ejemplo 1

Consideremos un cuerpo que se mueve con movimiento uniforme sobre una linea
recta, según la función s(í) = 3 + 4í, (s en metros y t en segundos), e intentemos
determinar su velocidad.

Hallemos, por ejemplo, la distancia recorrida por el móvil en los momentos
= 3 y ¿2 = 5 segundos. Este recorrido se mide por la diferencia de las ordenadas

s(Í2) — La figura (4) muestra esta situación.

9(^)-a(3)=' 8

Figura 4

3  5

De acuerdo a la función s(í) — 3 + 4í, el cambio en el espacio recorrido es:

5(^2) — 5(^1) = 3 + 4*5 — (3 + 4*3) = 3 + 20 — 3 — 12 = 20 — 12 = 8?7i

Lo que significa que entre el tercer y quinto segundo el móvil ha recorrido 8 metros.
En consecuencia su velocidad es media es:

cambio en distancia _ s(Í2) — «(¿i) _ 20 — 12 _ ̂  rJZL]
~ cambio en tiempo t2 — t\ 5 — 3 seg

Veamos cuál es la velocidad media en otro intervalo arbitrario de tiempo, por
ejemplo, entre el quinto y noveno segundos. Para esto suponemos que = 5 y
Í2 = 9. Efectuando los cálculos resulta:

Vr,
3(^2) ~~ 3 + 4 • 9 — (3 + 4 • 5) 36 — 20 ^ 1-^—1

Í2 - h ~ 9-5 ~ 4 ~ seg

De hecho, si el móvil está en el punto si en el instante ti y luego en el punto S2
en el instante <2, entonces demoró ¿2 — <1 unidades de tiempo en recorrer S2 —
unidades de distancia. Definimos la velocidad media del cuerpo en dicho inter
valo de tiempo como:

32 — Si
Vr,

ti — i\

A pesar de que no sabemos cuál es la velocidad en los instantes comprendidos
en cada uno de los intervalos de tiempo los cálculos nos están sugiriendo que
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la velocidad es constante y que para cualquier intervalo de (iempo ¿2 - t- que
consideremos la respuesta no dependerá ni del momento í, ni del momento ̂  ni
de la magnitud del intervalo íj - i, que se ha considerado.

Analicemos ahora una situación más general. Hagamos H = / y u = 1 + ,\i
La figura (5) muestra dicha situación con una nueva notación.

»(4) = 3 + 4t

*  i+Ai

Según la figura, el cambio en el recorrido es sil 4- /\n (j\
V • o- S{t)^ es decir;

s{t H- Ai) - s{t) - 3 + 4(¿ + Ai) - (3 + 4i) = 3

y la variación en el tiempo es i H- A£ — ¿ = Ai En c
~

+ 4í + 4A¿ - 3 - 4/ -4i = 4Ai

es: :ucnciala velocidad medi
a

_ cambio en ifi distancia ^
r>Q rriKí»-» ^1 4.! " — 'cambio en el tiempo 4Ai

Ai
Ai
r  = 4

m

El lector habrá notado que , , uda uno de los ,
móvil ha sido igual a 4 [^]i que es igual a la pendie.rd media del
Este resultado nos sugiere lo siguiente: ^ recta ,s{¿) 3-^4^'

La velocidad, en cualquier instant^Td^'^^n^——
uniforme descrito por la función lineal s
pendiente "v" de la recta. ^ = .'o + vi, es ig^^,

Ejemplo 2

La velocidad de un móvil, en metros por se,r„ i
descrito por la función a{t) = 9 + 7i es igual a

En el caso general del movimiento con veir M .
simple ya que la velocidad varía consta.iternente en -'^-«tión

' /ÍC;;



Los problemas del movimiti,';; 11

considerado. Un movimiento de tal naturaleza puede ser modelado por una función
cuadrática.

Cuando un cuerpo es arrojado en caída libre desde una cierta altura — no es el
caso de los ejemplos 1 y 2 — la velocidad del cuerpo varía gradualmente con
el tiempo. Observará el lector que mientras menor sea el intervalo de tiempo en
el transcurso del cual se mide el camino recorrido, tanto menos alcanzará a variar
la velocidad en dicho intervalo, y tanto más cerca estará su velocidad media de su
velocidad instantánea.

La pregunta que trataremos de contestar es, ¿con qué rapidez se está moviendo
el cuerpo en un instante determinado ?, es decir, ¿cuál es la velocidad instan
tánea del cuerpo en movimiento ?

Recordemos que la ecuación del movimiento para un cuerpo en caida libre está
dado por la ecuación:

s{t) = ~gt^

donde g es la aceleración de gravedad (aproximadamente 9,8 y s, la distancia
(en metros) recorrida por el cuerpo desde que comenzó su movimiento. Podemos
suponer que dicha ley se expresa mediante la función:

s = s{t)

y que estamos interesados en saber cuál es la velocidad del cuerpo en un instante
t cualquiera. Observemos que para dos valores de t, digamos ti y ¿a segundos,
el desplazamiento del cuerpo será de «(ta) - s(ti) metros. Esto significa que si
s — s{t) expresa la distancia recorrida por el cuerpo en caida libre, entonces la
velocidad media en el intervalo de tiempo ía — ti será igual a la expresión:

s(ía) - s{ti) m
X  J. 1 1
U - ti seg

Ejemplo 3

Supongamos que la aceleración de gravedad es aproximadamente 10 (;^]- Para
un cuerpo en caída libre la ley en cuestión se expresará mediante la fimción:

3{t) —

En consecuencia la velocidad media entre, por ejemplo, los segundos í = 1 y í = 2
está dada por la expresión:

5(2)2-5(1)2 20-5 15
W  —2-T—= ~ = T =



12 M.J^cU'ciliuria D.

Si consideramos otro intervalo de tiempo, por eiemnlo in. i i ■

—I™«. -I— »« "r'° *-distintos intervalos de tiempo. En efecto si calculamos' la vele / úlos segundos t = 1 y í = 1,5, la velocidad inedia está dada por llÍxp^iSn
(n) ^ T - 5 _ 25 ̂

- - 12  ̂
12,5

rn

segLos cálculos anterimes nos están mostrando que este e.s un ra l
cuya velocidad vana constantemente. ^ r^ovimienlo

Supongamos ahora que queremos hallar k velocidad mediatiempo mas pequeño aun, por ejemplo, entre 1 v 1 1 , intervalo de
velocidad inedia será igual a: ' ®®S"ndos. Eii este c

(¿¿í) __ 6, 05 - 5
1,1-1 5;^—= 10.05 [^]

En una situación más general hagamos ¿ v - r n a a
esta situación. La figuj.^

aso la

(6) muestra

»(t) = 5t2

<  t + At

fieuraó

Según la figura, el cambio en el recorrido es',(« + __
-(' r Ao - ,(0,5(,+ ^ ''y'
Es decir; . = lOíAí + 55^2

Yk • •s(í + Aí) =Y la variación en el tiempo t e.s (i + AíI , a '-edia en el intervalo de tiempo At es igi:, «nsecuencia k,
= Sgjjjjjjjeri la distancia ,s(í -p

cambio en el tiempo " "Ai)
A¿ ^ lÜ¿ -f- 5^^

,  La expresión = IQí + 5A¿in ervalo de tiempo Af, contiene'a velocidad media I 1
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del intervalo A¿. Y por otra parte contiene el término oAt; que puede llegaj a ser
tan pequeño como se quiera. De tal modo que si hacemos que At tienda a cero la
velocidad media se transformará en la velocidad instantánea y escribimos:

si At —> O, entonces Vm —>• 10¿

En consecuencia la velocidad instantánea del cuerpo en caída libre, en el instante
t es igual a:

"ins = lOí

Podemos preguntamos ahora, ¿cuál es la velocidad instantánea del móvil en el
momento t=l?

Los cálculos de los puntos (i),(ii) y (iü), nos están sugiriendo que a medida que
el intervalo de tiempo At se hace cada vez más pequeño teniendo como punto fijo
¿ = 1, la velocidad media tiende a 10 [^].

Por otra parte observe que la velocidad instantánea u, = 10¿ es una función de
t y cuanto ¿ = 1, resulta que u,- = 10 • 1 = 10 [^]

Observe que la expresión ui(¿) = lOf nos permite hallar la velocidad instantánea
del cuerpo en caída libre para cualquier t. Así, por ejemplo:

tn

cuando t ~ 2 la velocidad instantánea es Ui(2) = 10 • 2 = 20 [ ]
seg

TTl

cuando t = 5 la velocidad instantánea es í;,(5) = 10 • 5 = 50 [ ]
seg

Decir que la velocidad instantánea de un cuerpo es igual a 10 [^] significa
que en cada 1 segundo el móvil recorre 10 metros. Si la velocidad instantánea
es de 20 [—] significa que en 1 segundo el móvil recorrió 20 metros. En el caso
del movimiento en caída libre, la cantidad de metros que recorre el móvil en cada
segundo aumenta a medida que transcurre el tiempo.

1.3 Las razones de cambio media e instantánea

Supongamos que se lanza una pelota al aire con un cierto ángulo y con una
velocidad determinada de tal forma que la ecuación de su trayectoria esta repre
sentada por la ecuación

y = —O, OOfix^ 4- X
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tal como muestra la. figura (7). ¿Cuál es la razón de cambro de la altura y de la
pelota a medida que crece la distancia horizontal i?

Fifpura.?
y «-0,05x2+

- X

Aclaremos que a la expresión ̂
de cambio de y con respecto a x. Y conformc'erT
la razón media de cambio se llama razón instantánr j
respecto a x a® cambio de y con

La figura muestra que en x = 20 la altura i/ = is .
altura de la pelota es y = 42. Podemos concluir que la r!z ' = ̂0, la
cocenre de incrementos de , al pasar x de 20 a 60 es „

cambio en y ̂  Ay 42 - ig
cambio orí x O, 6

En el intervalo do x=60 a x=]00, la razón media de .
incrementos es igual a ^<imbio o oí •

A  . <^ociemo do^ ̂ 50 - 42
As 100 = O, 2

Puesto que la función y = -O, OOSs:^ + i es una f ■ -
de cambio varía a medida que varían In- ■ ^ ™cion cuadrática -
... -o ,.e .0 <.1,

Ahora nos interesa saber a que razón t ' • " <=alculos.
unidad de incremento en la variable x, es deci^ Variable v
tanea de y respecto de X. ' razón d.. Pecada

=^«ibio instan-
Para responder esta pregunta calculamos

^  _ -0.005(,r + Axl^ + ,

es decir, ^ = zMí^-JbOlzAz - Q OOb/T^
Ai- —-—Y WhAi + I +

I:t b, 0ü5i2 ....
X

íio, 00.5^,2
X
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por lo tanto
Ay —O, OlxAa: + Ax Ax(—O, Olg + 1)
Ax Ax Ax

Simplicando la expresión por Ax resulta:

Ay

Ax
= —OjOlx -f 1

Si hacemos que Ax —*■ O, entonces ^ —> —0,01x + 1.
En consecuencia la razón instantánea de cambio es r,- = —0,01x + 1.

Podemos preguntarnos ahora, cual es la razón instantánea de cambio de y con
respecto a x, en x=20. Puesto que r, es una función de x, resulta:

ri(20) = -0,01 ■ 20 + 1 = -0,2 + 1 = 0,8

Lo que significa que, en x = 20, por cada metro que la pelota se desplaza horizon-
talmente, la pelota incrementa su altura en 0,8 metros.

1.4 La pendiente de la recta tangente
i Cómo hallar la pendiente de una recta que es tangente a una curva en un

punto dado, tal como lo ilustra la figura (8) ?

Figura 8

Recia iangente

Hemos visto que la pendiente de una recta que pasa por los puntos í'(xi, j/i) y
P{^2,y2) viene dada por la expresión:

m
í/2 - yiAy

Ax Xa — xi

Desgraciadamente no es suficiente conocer el punto (x,/(i)) en la recta tangente
para determinar su pendiente. En consecuencia el calculo directo de dicha pen
diente es imposible. La estrategia que seguiremos es aproximar la tangente por
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otras rectas cuyas pendientes puedan ser calculadas directamente. Consideremos
los puntos P y Q sobre la curva y tracemos la recta secante que pasa por dichos
puntos. Si hacemos que el punto P se mueva sobre la curva hacia Q las rectas
secantes que se formajn serán buenas aproximaciones a la tangente en la rnedida
que P esté muy próximo a Q.

Podemos hacer la pendiente de la secante tan próxima como queramos a la
pendiente de la tangente, eligiendo el punto P suficientemente cerca del punto Q.
El cálculo de la pendiente de las secantes se realiza en la forma que muestra la
figura (9)

y

Fieuta9
Mcia secante

fCx+Ax)-

TTlseC
ÉÚL
As

/(r+Ai)-/(r)
As

x + Ax

flCx+Ax) -fl[x) = Ay

secta tangente

Es claro que el cociente ̂  no es la pendiente de la tangente sino sólo una
aproximación de ella. Sin embargo cuando el punto P se aproxima al punto O 1
valor de Aa: se hace muy pequeño y la pendiente de la recta secante a apro
a la pendiente de la recta tangente. De hecho la pendiente de la tangerit^^"^^
número al que este cociente se aproxima cuando Ax tiende a cero.

Ejemplo 4

Halle la ecuación de la recta tangente a a la curva y = en el
punto Q(2,4).

Solución. La figura (10) muestra la gráfica de la
y Q(2,4) sobre ella. Deb(

recta secante PQ. En efecto
P y Q(2,4) sobre ella. Debemos determinar, en primerCar^ u ^

pendient

r», — M _ (2+As)2_4msec =tt = ̂ J ■

^ y «»cte tangente

2+Ax

e de la

*«cte «ecente

Fístixn lo

I  (2+Ax)^-4
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Desarrollando el numerador del cociente resulta:

Aj/ 4 + 4Aa; + Ax^ ~ ̂ _ Ax(4 + Aj)
Ax Ax Ax Ax

Simplificando por Ax resulta que:

Ay , .
í^sec = = 4 + Ax

.  Si hacemos que Ax —* O resultará que la pendiente de la secante tiende a la
pendiente de la tangente, que es igual a 4. En consecuencia la pendiente de la
recta tangente a la curva y = en el punto Q{2,4) tiene pendiente m — 4. Y la
ecuación de la recta es

y — yo = m(x - xq) •4=» y — 4 = 4(x — 2) y = 4x — 4

1.5 Algunas aplicaciones.

1.5.1 La capacidad calórica de un cuerpp.

La capacidad calórica de una sustancia es la cantidad de calor, medida en
Julios, necesaria para calentar 1 kg de dicha sustancia en 1 grado celsius. Esto
sugiere que sustancias distintas tienen una capacidad calórica diferente. Por otra
parte, en una misma sustancia, para diferentes temperaturas iniciales, cuando se
requiere calentar 1 kg de ella en 1 grado celsius, se requiere diferente cantidad de
calor. Esto nos está diciendo que la capacidad calórica c de una sustancia es una
función de la temperatura inicial T; escribimos entonces que c = c(T).

Por ejemplo, para calentar un kg de hierro, con temperatura inicial 0° celsius,
en 1® celsius, son necesarios 449,857 Julios de calor. Y para aumentar en 1 grado
celsius la misma cantidad de hierro con una temperatura inicial de 50° celsius son
necesarios 470,583 Julios. Estos dos casos nos están sugiriendo que a medida que
la temperatura inicial aumenta, la cantidad de julios necesarios para calentar 1
kg de hierro aumenta. ¿Cómo determinar entonces la capacidad calórica de un
cuerpo a una. temperatura dada? Si suponemos que Q es la cantidad de calor (en
Julios) que es necesario trasmitir a 1 kg de una sustancia para su calentamiento,
desde cualquiera temeperatura inicial T, es claro que esta magnitud depende de
T; por lo tanto podemos escribir que Q — Q{T).

Para calentar un cuerpo desde la temperatura inicial T hasta la temperatura
(T + AT) grados celsius, se necesitará AQ = Q(T + AT) — Q{T) cantidad de calor.
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podemos visualizar la definición de cana
capa

^  - Q(t+¿íT)-q(t}
— AT - aT

QCT+AT)

QCI)

cidad calórica

Q=QCX)

Qa+AT)-Q(D = A,Q

Pleura 11

*  X — I

¿Cual sera la capacidad calórica instantánea?. En estp r^o i
instantánea se refiere no a un determinado tiempo sinoT,° calórica
de calor. De tal modo que la capacidad calórica instante ^^"^Peratura T fija
va or Crn correspondiente a un incremento AT muv opn define como el
valor de c,- así obtenido será más exacto cuanto más peauer^ ¡[^"^Peratura; el
1  - * *' 1

de los casos el vaJor AT = l°^va es^ advierte
la determinación de c,. bastante pequeño para

Ejemplo 5

La cantidad de calor nece.saria oara
celsius está determinada

g(T) = 440.857r + 0,29725r^ paxa 0° < r < 200»
Deternunar la capacidad calórica instantánea para 7" = o" y y = ioo„

Solución. ̂ --'--"PHmerln,arlacapacidadcalóricardr E ,
AQ Orrj-A'r\ efecto:

es decir:

¿SI _

„  , ^^F^^'~íí?^5íli:z°l29725r^
Desarrollando el producto y cuadra,! j
jantes resulta: ° de un binomio y sumando té •

''minos seme-
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Factorizando por AT se obtiene:

AQ Ar(440,857 + 0,59457 + 0,29725^"
AT ~ AT

Simplificando por AT resulta que la capacidad calórica media es:

c,n = 440,857 + 0,5945T + 0,29725AT

En consecuencia si AT —>• O, resulta:

= 440,857 + 0,59457

Estamos en condiciones de hallar la capacidad calórica instantánea para las tem
peraturas de 0° y 100°. En efecto, para 0° se tiene:

r  Julios ,c,(0) = 440,857

lo que significa que para aumentar la temperatura de un 1 kg de hierro a 0° en un
grado celsius se necesita una cantidad de calor equivalente a 440,857 []^g^rado^

Finalmente la capacidad calórica instantánea para 100° es:

Ci(lOO) = 440,857 + 0,5945 • 100 = 500,357 [/racJulioskg grado]

Lo que significa que para aumentar en 1° celsius la temperatura de 1 kg de hierro
a 100° celsius, se necesita una cantidad de calor equivalente a 500,357

1.5.2 Crecimiento o decrecimiento de una población./

Cuando una población crece (o decrece) resulta de interés práctico estudiar
la razón de cambio del crecimiento (o decrecimiento) de dicha población respecto
al tiempo. Si la función de población N(t) tiene como variable al tiempo "t", el
cambio en N{t) desde el tiempo "t" hasta al tiempo t + At se llama incremento
de la función. Y la razón promedio de cambio de N{t), por unidad de tiempo "t",
en el intervalo [í, t + At] se escribe tal como muestra la expresión y se interpreta
según la figura (12).

neuxai 12

Ai Ai «tO' -i
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Observe que si N{i) modela el crecimiento de una población pn
entonces la diferencia N{t + Ai) - N(t) expresa el rrf^^\ • + j . t
el intervalo de tiempo [t, t + At). ^ ° población en

Ejemplo 6

La función N{t) descrita mediante la tabla:

t N{t)
5 12

10 32

15 67

muestra el crecimiento, cada 5 mesp<! rio .
m^es y N{t) en miles). Hallax la ratón promX dr'''^K°" '"rectos, (t en
cada uno de los intervalos de tiempo. cambio de la población en

Soluciám En el intervalo (5, 10], se tiene que At - 1 n a
razón promedio de cambio por unidad de tiempo 'H- 'J ~ ̂ tanto la

+  ̂ 32_^ _ 20
5 —s" ~

Esto significa que la población creció cada mes en oro a-dicho intervalo de tiempo. ' P'^omedio, en 4 000 i
msectos, er

En el intervalo de tiempo flO 151 +:
la razón promedio de cambio por'unidad dTtiempo es" - lo == 5,

Lo que significa que la población creció « ^
dicho intervalo de tiempo. ' Promedio 7000 inserfnsectos por meg,

Ejemplo 7

Una colonia de bacterias cTf»
donde N{t) está dado en miles y".»!?™ '^(t) = 1 ooní,

' t en minutos. """(1 + 0,3t + (Zr

a) ¿En cuántas bacterias aumenf ó i ,
"O"-™ » los primeros 5p minutos?
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b) ¿Cuál es la razón instantánea de crecimiento de la población a los 5 minutos?.

Solución, a) Para saber en cuantas bacterias creció la población en los primeros
5 minutos debemos calcular N(5) — A^(0). Resulta entonces que:

N{o) - N{0) = 1000(1 + 0,3 • 5 + 5^) - 1000(1 + 0,3 • O + 0^) = 26 500

Esto significa que la población creció en 26 500 000 millones de insectos en los
primeros 5 minutos.

b) Para calcular la razón instantánea de crecimiento debemos determinar, en
primer lugar, la razón promedio de crecimiento: ^ En efecto:

i) AN(t) = 1000[1 -f 0,3(t + At) + (í + Aty] - 1000(1 + 0,3t -f

Efectuando los cálculos que se indican y sumando términos semejantes se obtiene
que:

-2

AN(t) = 300At + 2 OOOíAi + 1000Ai = Ai(300 -h 2 OOOi + 1 OOOAi

En consecuencia:

AN(t) _ (< + Ai) - N(t) _ At(300 + 2000< + 1000A<
Ai ~ At ~ At

Simplificando por At resulta:

~  = 300 + 2 OOOi + 1 OOOAi
Ai Ai

Si Ai —> O, entonces, la razón instantánea de crecimiento es:

n = 300 + 2 OOOi

Luego la razón instantánea de crecimiento en el quinto minuto es:

ri(6) = 300 + 2 000 • 5 = 300 + 10 000 = 10 300

Lo que significa que de mantenerse el ritmo de crecimiento de la población, de ese
minuto, ésta se incrementará, aproximadamente, en 10 300000 insectos, en cada
minuto, a partir del quinto minuto.

Observemos que en el quinto minuto hay ■A^(5) = 1000(1 4- 0,3 • 5 -t- 25) —
27 500 (miles) de insectos. Es decir en el quinto minuto hay 27 500 000 insec
tos y en el transcurso de de ese mismo minuto la población se incrementó en
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10 300000 individuos. Esto significa que en el se.xto minutr, h K •

meníe 27 500 000+10 300 000 = 37 800 000 insectos Fn r rinsectos que habrán en el sexto minuto es ig a Í
38 800 000 ^ ~ ̂ í + 0,3 • 6 + 36) =

Por otra parte es claro que el ritmo de crecimiento de la nnbl ''
uniforme, ya que dicho crecimiento se expresa mediante Población no es
¿ cómo es que podemos asegurar que la nohl- '' ■ Entonces,
mente, en 10 300000 insectos en el siguiente mi'nutor aproxirnada-

Lo que ocurre es que cuando agregamos la frase 'M
crecimiento en ese punto" estamos "reemplazando" 1 f el ritmo de
0,3¿ + í ) per la función lineal y = 10 300 X-24 000 de d™T°" ^ 1000(1 +
y que pasa por el punto P(5,27 500) (en miles). En efecto"

l/- 27 500 = 10 300(x- 5)^y=,0 3Mj- 24 0o"o(en q i
Suponiendo que el ritmo de crecimiento de la pobl - recu^ion (1) el incremento de la población entre el c^nTo rers^xL'"'"^"

minuto será

.. —;rire£.:' r;r
real es

17 , . ^ = 11 300 (en miles)Es decir 11 300 000 de insectos. Sin embargo la raz ' '
con frecuencia, resulta ser una buena aproxL, f '"^lafoanea de crer ' ■
en una determinada unidad de tiempo m^enierito de la

^ P^Dlación

1.6 Ejercicios propuestos
1. En los siguientes ejercicios hallar el

dados, de cada una de las funcione incrementos ,
Q(2,ll)^ b) /(í) = ̂  l)''"ofrM''""' = 2"+V"'n""^°'
Q(:í,2s/2). ^ h(t) y ̂ (1.9);

^ y P(l,0):2. Considere las funciones: •'i-) f(r) ~ 2

'  " '• "'• ~)£ b u /(.,.. ,
f(x)

Aa;
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3. Se lanza una pelota que sigue la trayectoria descrita por y ~ x — 0,02a:^. a)
representar la gráfica de la trayectoria, b) Hallar la distancia horizontal total
que alcanza la pelota, c) ¿Para qué valor de x alcanza la pelota su mayor
altura?, d) Hallar la ecuación que expresa la razón de cambio instajitánea
de la altura de la pelota respecto al cambio horizontal, e) ¿Cuál es la razón
instantánea de cambio de la altura del proyectil respecto de la distancia
horizontal, cuando este se encuentra en su máxima altura?

4. La distancia en metros, de un cuerpo en caída libre, está dada por la función
s(t) — 16t^. a) Determinar la velocidad media del cuerpo en el intervalo

-f- Ai], b) Hallar la velocidad media del cuerpo en el intervalo [10,11]
segundos, c) Determinar la velocidad instantánea del cuerpo al final de "t"
segundos (en el instante t) y en el octavo segundo.

5. Se dan las siguientes funciones de posición del movimiento de un móvil: a)
5 = 100 — b) 5 = — 16í^ + 13 c) — 50. ¿Cuál es la posición del móvil en
el instante i = O?

6. Se da la temperatura celsius C en función de la temperatura Farenheit F
mediante la fórmula:

C = ̂(F-32)
Encontrar la razón de cambio de C con respecto a F y la razón de cambio
de F con respecto a C.

7. Encontrar la razón de cambio del área A de un círculo con respecto a la
longitud de su circunferencia C.

8. A un tambor que contiene 100 litros de agua se le abre una gotera en el
tiempo í = O, el volumen de agua del tambor, t segundos después (en el
instante t) es de

V = (1 - ~Y
^  100'

a) ¿A qué razón escapa el agua de la cubeta después del primer minuto?. b)
¿En qué instante la razón instantánea de cambio es igual a la razón promedio
de cambio de V entre í = O y ¿ - 100 segundos?

9. Cierta población de roedores asciende a:

N[t) = 100[1 -f (0,30)t -f (0,04)/^] (después de t meses)

¿Cuánto tardará esta población en duplicar su tamaño.



M.Barahona O.

10. Para el diamante la cantidad Q(i) de calor (medido en Julios) necesarios
para calentar 1 kg de sustancia de O" a T» celsius, donde O < r<"nn"
grados celsms se expresa mediante la fórmula: ' - ' ̂

Q(T) = 0,3965r + 2,081 • IQ-^T'^ - 5,024 •

a) Hallar la capacidad calórica media del diamanfp 1 • .
y la capacidad calórica instantánea C. = cfr) h)C-] 7
interpretar los resultados. ^ *^¿(0) y c¿(100) e

11. La cantidad de calor Q(i,) necesaria para aumentar 1=. +de agua, de 0° celcius a T» celsius, se expresa medíamelaTrn^
Q{T) = 4186,687 + 8373,36 • 10- . 1256 • 10-^-3

Determinar c,(T) para T = 10° celcius.

12. Para el movimiento de un punto material M a lo Iarc^r^ a
la^iguiente dependencia del camino recorrido z en
z-i + 1 b; 2 - Hc-illar la velocidad media v la ^ ^^^mpo "t": a)
en el momento t, en ambos casos. velocidad instantánea

13,

14.

Se estima que dentro de t meses la rirrk! •' t
será de N(t) = {'+ out 4- STnn de una ciertas nr. • ,
población dentro de 15 meses ? (6^=15^ b)^- <:ambiar'á k
la población, durante el décimo Lml mi'
Se estima que dentro de t años la ti ra 4 a mes)
10üiH400i + 5000 periódicos, al Obt P«>ódicQ local será d
estará cambiando la tirada dentro deT''^-'"'^ supresión para el ritmo ~
ntmo estará cambiando la tirada He . T'' "«tante t) hi a
decreciendo el tirajeV c) pl . ^ c) ;Estari ' ' ^el sexto abo 7 (en^l sel'^a",;""'"

15. Un objeto se mueve sobre una bm
ai-ncla a un pnnto «(ol'XS: t ^ de t minutos

= lOt + ^ ,^  'tetros
a) ¿A qué velocidad sp «d.'
instante t=:4j b1 • P ' 'Moviendo el objeto detir» ' i'■ ' 4itr„ttrr,- .1quinto minuto?
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1.7 El DERIVE

Al ejecutar EL DERIVE la pantalla aparece dividida en dos partes. La parte
superior, en la cual se leen las especificaciones relativas al programa y la parte
inferior en la cual se lee lo siguiente:

Command: Author, Build, Calculus, Declare, Expand, factor, Help, Jump,
Solve, Manage, Options, Plot, Jump, Remove, Simplify, Transfer, move, Window,
Approx.

Con la barra espadadora usted puede mover el cursor sobre cada una de las
funciones que aparecen a la derecha de Command. Para ejecutarlas, después que
el cursor este sobre la función elejida, es suficiente presionar la tecla Enter.

Ejemplo 8

Dada la función N{t) = — 3, calcular N{4:) — N{3)

1. En Command : ponga el cursor en Author y presione la tecla Enter.

2. Apaiece Author expression: Escriba N{t) - 3 y presione la tecla
Enter. En la parte superior aparece N{t) := — 3 y en la inferior aparece
Command. En Author presione la tecla Enter.

3. Aparece Author expression: Escriba N{3)—N{3) y presione la tecla Enter.

4. En la parte superior aparece iV(4) — iV(3). En la parte inferior, en Command,
presione la tecla Simplify.

5. En la parte superior aparece 7, que es el valor buscado.

Para calcular expresiones como ^ i_y debe escribir:
{{N{x)- N{y))¡{x-y)

Utilice EL DERIVE para resolver los ejercicios propuestos
1.6.^

^Para practicar los comandos usted debe consultar los apuntes Comandos Utilitarios DERIVE
preparado por el ayudante Manuel monasterio y, ademas, el manual de ejercicios para prac ica
de DERIVE del profesor. Julio Mena.
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Capítulo 2 La derivada

Objetivos

1. Estudiar el concepto de derivada de una función.
2. Estudiar el concepto de limite y sus propiedades.
3. Estudiar los conooptos de continuidad, discontinuidad y diferenciahilM t

2.1 La derivada de una función.

te velocidad media

o- = d¿±^) ~ s(t)
Ai

donde 5(í) es la función posición de im ce.,.
en esta expresión hacemos que Ai tienda a cro'^enton^^^^^ Movimiento. Y si
instantánea de dicho cuerpo. En lo oue «io- ' -l- obtiene la veln^-'e! j
siguiente: ^ escribiremos este hecho en i -

en la tornia

lim ^ ^

La velocidad instantánea v(t) así r»V,t • j
llamaremos también la derivkda del^r^' ^""oión de "t" que en ^ i
la derivada hay también otrl no^tacblJ"""'" ' ^

As
Ja — iimat At--,o Ai

donde la magnitud ̂  se lee "de

cornounanotacidn abreviadadell;u:reíaIri::TtZ:dr,!X^^^^^
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de la función s, con respecto a la variable t, podemos escribirla de las siguientes
formas

.'(i) = ̂  = lim
dt —>0 Ai

La derivada de una función f es otra función /' cuyo valor para un
número cualquiera c es:

•' ^ ' At—>0 Ai

siempre que el límite exista

Si la función la denotamos por f y la variable independiente es x, la derivada
/'(x) expresa también la pendiente de la recta tangente a la curva y = /(x) como
una función de la coordenada x del punto de tangencia.

¿Cómo calcular la derivada de una función cualquiera ?. Para calcular
la derivada de una función hemos seguido los siguientes pasos:

paso 1) Se forma el cociente de incrementos (la pendiente de una secante):

/(x + Ax) - /(x)
Ax

paso 2) Se simplifica algebraicamente el cociente de incrementos

Paso 3) En el cociente de incrementos del paso 2 se calcula lim¿\j:_to • La- expresión
resultante es la derivada /'(x), esto es:

Un, /(^ + Ax) - /(X) ̂
Al—*0 Ax

Ejemplo 1

Halle la ecuación de la recta que es tangente a la curva y = en el punto
X = 2.

Solución. Para hallar la ecuación de una recta se necesita conocer, un punto
y la pendiente. Puesto que el punto es dado, falta sólo determinar la pendiente.
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Paso 1) Formamos el cociente de incrementos:

/(x + Ax)-/(x)

Paso 2) Simplicamos la expresión:

1  _ 1 , ^
J+Aa; g 2! — (x + Ax) —J
Ax xAx(x + Ax) x(x + Ax)

Paso 3) A continuación hacemos que Ax > 0:

si Ax y O, entonces ^ ^ 1
x[x + Ax) ^

En consecuencia la derivada de la función f es:

fix) = -i
Para hallar la pendiente de la recta tangente cuando x-0
lo tanto: se calcule /'(2) Por

la pendieute de la t angente es /'(2) = _
- = -i

Para hallar la coordenada "y" del punto de t- • ^
que f{2) = |. A continuación, usando la forma punto ^(2)- Se ve
la recta, esto es, la ecuación de la forma y - « _ de la ecuación d(x„,y„) = (2,1), se obtiene la ecuación de la riuT SÍ efótm'' ■

V

y-\ = -i(^ - 2) o bien,

y = -\x-\-l

La figura (1) muestra el gráfico de la tangente.

Observemos que la definición de derivada ''
significa que un límite exista? ¿Es qué las existencia de un lí •
punto? En realidad en la definición <le derivada ^-ivabl'r!?^: ¿Que
conceptos: los conceptos de límite y de rnrtf ! f ̂uvolucrados Hca ^^alquie

T  • ^ /th de una fun,;. ® ̂ uipoi-tanteLa misma figura (1) muestra el gráfico d unción.
O y pareciera imposible trazar una tangenL^'''' ̂ ^nción discontin.
estudia-remos las nociones de límite y continuidL En Punt<

^ «d de una función! ° ®»gu.

4 y

figura. 1
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2.2 Los límites

Hemos visto que la derivada es el valor al que tiende un cierto cociente de
incrementos cuando Ax tiende a cero. En general los matemáticos usan la palabra
límite para representar el valor al que tiende una función cuando su variable tiende
un número específico. Debemos decir que los límites juegan un papel central en
la matemática moderna y forman la base de un desarrollo riguroso del Cálculo
Diferencial e Integral. En lo que sigue analizaremos brevemente este importante
concepto matemático a partir de algunos ejemplos específicos.

Ejemplo 2

Evaluar el límite de la función f{x) = cuando x —> 2. Escrito en símbolos:

lim x^
X—•■2

Solución. Estamos interesados en obtener información acerca del valor que po
dría tener el límite de la función cuando x —> 2. Pero, cómo_ podemos acercarnos
a 2 tanto por su derecha como por su izquierda, parece natural analizar esta
situación usando valores que se aproximan a 2 de ambcis formas. Hemos construi
do dos tablas que contienen la información de este hecho. La primera de ellas nos
muestra el comportamiento de la función a medida que nos acercamos a 2 por la
izquierda y la segunda lo que ocurre cuando nos acercamos a 2 por la derecha. En
ambos casos hemos redondeado los resultados a 5 decimales. y

X x^
1,90000 3,61000
1,99000 3,96000
1,99900 3,99600
1,99990 3,99960
1,99999 4,00000

X x^
2,10000 4,41000
2,01000 4,04000
2,00100 4,00400
2,00010 4,00040
2,00001 4,00000

fiie«x»2

fisura 3

-44W-
2-ae-
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AunQU€ 6sta no 6s una demostración, podemos inferir que es casi seguro de que

lim a:^ = 4
X—>2

Observemos que hubi^emos obtenido el mismo resultado sustituyendo el valor
a: = 2 en la función f{x) = para obtener el valor correcto del \Lu a
en este caso particular la respuesta sería correcta en muchos ot T
nos condudría a ninguna respuesta o a respuesta "ctas

Ejemplo 3

Evalúe el límite de si x
It*2

SOLUCIÓN. De acuerdo ai ejemplo anterior parece natural suponer
que

lim
3; - 1 ̂  3 - 1 __ 2

«"3a:+2~3 + 2~5~^'4

La tabla siguiente, en la cual .se muestran valores de la varisKI • j
se acercan a 3 por el Mo derecho, refuerza dicha suposición q que
cálculos con 5 decimales ^ icion. be ha,n efectuado los

X g-i

X+2

3,100000 0,41176
3,010000 0,40120
3,001000 0,40012
3,000100 0,40001
3,000010 0,40000
3,000001 0,40000

fi€V**4

Ejemplo 4

Evalúe el límite de f(x) = vSMrS
^  ̂ X cuando xX  ̂ -UdliaO X ^ O

Solución. Observemos que no nodf.
expresión dada porque ésta no a- ^^^niplazar direetarva
para r = 0. Sin embargo Mabr- ''" ^ = «i l^fúnctón " »
existe y es igual a A. En efecto; muestra que el límHe de
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X
Vi+25—5

T

1,0000
0,1000

0,0100

0,0001

0,09902

0,09990

0,10000

0,10000

1

¡  ,

0^
fieoraS

-25

Los ejemplos nos dan una visión intuitiva del concepto de límite bastante correcta y
a menudo sugieren, con ayuda de una buena gráfica, el valor de éste. Sin embargo,
a pesar de que en algunos casos será suficiente tener una idea intuitiva del concepto
de límite, en otros, tendremos necesidad de realizar cálculos y apelar a las leyes
de los límites. En el anexo A se analiza este concepto desde un punto de vista
más formal.

Definición. Si los valores de la función f{x) se aproximan más y más
a un determinado número L, siempre que x se aproxima más y más a
algún número a, se dice que L es el límite de f{x) cuando x tiende a a y
se escribe

lim f{x) = L

Los límites describen el comportamiento de una función cerca de un punto
particular y no necesariamente en el punto mismo, esto se ilustra en las
figuras siguientes.

flauta (i y fieun?

f(a) =

'«a)
L

TT
y = flCx)

En las figuras 6, 7 y 8, el límite de f{x) cuando x —> a es igual a L. Sin
embargo las tres funciones se comportan en forma diferente en x = a. En efecto,
en la figura (6), f{a) es igual al límite L. En la figura (7) f{a) ha sido definido
artificialmente para ser diferente de L. En la figura (8), f{a) no está definida: no
existe a ni f(a).

y  y

fisuxa 10

X

Las figuras (9) y (10) muestran dos funciones que no tienen limite cuando
—+ o. La función de la figura (9 ) no tiene límite cuando x —ya porque
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^ 5 <:uando x a por la derecha, y tiende a 3 cuando r: „ por laizquierda, Y la función de la figura (10) no tiene límite cuando z e porque los
valores de /(x) crecen sin limite y no tienden hacia ningún número (finito) En lo
que sigue escribiremos x —> a+ y x p n- nara ^
derecha y que tiende a a por la izquierda respectivamentt ®

^eoLaJefinición y el análisis de las figuras anteriores nos sugieren el siguiente

lim íix) = í toi_ /(X) = L y Hm /(x) = i
X—+a+

Ejemplo 5

O

Evalúe el límite de la función /(x) = i cuando x ■

Solución. .La función /(i) se ¡H.lefi.ic para X - o A V
/(x) cu^do X O por la izquierda y por la der¡cha <=' límite de
— a función fjx) —, +oo En símbolos- lim ""^^mos que cuando

parte, cuando x _ O , entonces, /(x) ^ símaos*
o~ ; = —oo

fieun 11

La figura (11) muestra el gráfico i. r
X tiende a cero por la derecha la f • - ^ función /(x) ̂  i ^
cambio si x tiende a cero por la izaui^rH '"^^^^i^amente u ̂  <lue
abajo, luego la función no tiene límite ̂  ̂  crece indefmtH ̂  ̂"iba. E
teorema: = 0. Lo dicho Z

y
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Ejemplo 6

Investigue los límites laterales de f{x) cuando x —> O, si

f(x) = -5- = / 1|x| \ -1 si X
> O

<0

IP

fisura 12

O-I

Solución. En la gráfica de la función dada, fig (12), se ve que /(x) —* 1
cuando x —*■ 0"^. En cambio /(x) —> —1, cuando x —> 0~. En particular,
hay valores positivos tan cerca de cero como se desee y tal que /(x) = 1 y valores
negativos de x, tan cerca de cero correo se desee, tales que f{x) = —1. Por lo tanto
/(x) no puede acercarse tanto como se desee a ningún valor "L" cuando x > 0.
En consecuencia de acuerdo a la definición

lim ^ no existeX—»ü |x|

Ejemplo 7

Evaluar el límite de /(x) cuando x —> O si

/ 1 si^ O si X = O
figura 13

Solución. El hecho de que /(x) = 1 para cualesquiera valores de x cercanos a
cero implica que

lim /(x) = 1
X—►O

Recuerde que no importa que /(O) no coincida con el limite.

2.3 Propiedades de los límites

Los límites obedecen a las siguientes leyes algebraicas, cuyas demostraciones se
dan en el anexo B.
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2.3.1 El límite de una suma o resta

toj/(x) ± J(i)) = Jim /(x) ± lim g{x)
X—

siempre que ambos límites existan

2.3.2 El límite de un producto

Jimj/(x).s(x)]= lim/(x). lim
®  X—ta '

siempre que ambos límites existan

2.3.3 El límite de un cociente

lim M íCx) "
—•S(l) l¡m._,j(x)

ffapg^que ambos límitea oristan v 11.. ^ ̂

2.3.4 El límite de una potencia

límite exista.

2.3.5 El límite de una constante

Si k es una constante Um k ̂  h

es
2.4 Cálculo de límit

Los siguientes ejemplos muestran rpata evaluax límites de íeeeieees PoliaS:7:*rrs.'- 'os límites
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Ejemplo 8

3x'-8Halle los siguientes límites: a) liiiii—►2(3:^ — 3a: + 1) b) lim^—>0 "fr

Solución a) Usando las propiedades de los límites de una potencia, de la suma
y del producto, se tiene:

lim (x^ — 3x + 1) = (lim x)^ — lim 3 • lim x + lim 1=2^ — 3(2) + 1 = —1
-  0^ ' .0 / j,—,2 X—>2 ^X—>2 X—>2 X—+2

b) Usando la propiedad del límite de un cociente, de una potencia y de la resta,
resulta: „ o o3a:^ — 8 _ limi—>o(3a;^ — 8) _ ^ ^

a: — 2 limi.—►0(2: — 2) —2b) lim

Ejemplo 9

Halle el límite de si x —* 2,

Solución. En este ejemplo la función se indefine en el denominador, y el límite
en el numerador es distinto de cero. Notemos que cuando x —* 2+, entonces,
f(^x) —* +00. Y cuando x —> 2", entonces, f{x) —> —00. Decimos en este caso
que la función no tiene límite cuando x —> 2.

2.5 La continuidad

Desde el punto de vista intuitivo podemos ver que las figuras (7), (8), (9) y
(10) de la página 31 muestran curvas que no son continuas. De hecho una curva
es discontinua en un punto cuando está "rota" en dicho punto. Este es el caso de
cada una de las curvas aludidas.

fietuM 14

ycHic) y-ííx)
a;.)

L

fiíguza 15 figuta 16

Las figuras (14), (15) y (16) muestran tres funciones discontinuas en el punto
X = a. La función de la figura (14) no es continua en a: = a porque /(o) no
está definida. La función de la figura (15) no es continua en z = a porque no
existe lima, *a fix)- Y la función de la figura (16) no es continua en i = a porque



36 M. Barahona D

hm. /(i) 4. f{a) a pesar de que /(a) está definida y el límite existe De
acuerdo a estas consideraciones, la siguiente es una definición de función continua.

Definición. Una función f es continua en a: = a
sit a) /(n) está definida, b) lim,_. /(i) existe,
c) hm.^, f(x) = f{a)

Ejemplo 10

Demuestre que la función racional f(x) = «c
^  ' x—2 ® continua en a; = 3

Solución. De acuerdo a la definición- aWa f
y /(3) = 4. b) El lim_3|íl = 4 existe, l) El 1 "m ''«""da en .n = 3
consecuencia la función es continua en dicho punto. ^ = 4- En

Sin embargo se ve claramente que la función es .■^tá definida para este punto. No olvidemos que la dSr^' ^ ^ ya que „o
En general es suficiente que no se satisfaga cuales, ™Posiblc.
defimcmn para que la curva iio sea continua. Usando las «""diciones de la
se puede demostrar lo siguiente: Propiedades de los límites

Un polinomio es continuo ; —
función racional algebraica es continua
de X, excepto para aquellos valores de x e!^t
denominador es igual a cero cuales el

2.6 Diferenciabilidad y continuidad
Conviene precisar que no todas las funciones con
tinuas tienen derivada para cada valor de x d
dominio. La figura (17) muestra el gráfico A
función valor absoluto, que siendo confdo su dominio no tien^VivSa en f
explicar formalmente este hechoel cociente de incrementos a la funct ™"

l«l

/(x) = |x|=( " a S1>
l  ̂ si a; <

o

< o
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Puesto que debemos determinar la pendiente de la recta tangente a la curva en
el punto x=0, tenemos que calcular el cociente de incrementos para ambas ramas
de la función.

a) Para los valores de z > O, esto es, para f{x) = x resulta:

lim
X—>0+

f{x -j- Az) — /(z) _ 2; + Az — 2: _ Az _ ̂
Az Az Az

b) Para los valores de z < O, es decir, para /(z) = —z se tiene:

/(z + Az) - /(z) _ -(z d- Az) - (-z) _ —Az _
lim

X—»^0~ Az Az Az

Estos resultados nos dicen que cuando calculamos la pendiente en el punto z = O
acercándonos por su lado derecho, ésta es igual al. En cambio cuando calculamos
la pendiente en z = O acercándonos por su lado izquierdo, es igual a —1. De esta
contradicción inferimos que la función /(z) = |z| no tiene tangente en z = O y por
lo tanto no es derivable allí.

fievra 19

figura 18

La figura (18) muestra el gráfico de la función /(z) = za a la cuaJ no se le
puede trazar una tangente vertical en z = O, en consecuencia esta función no tiene
derivada en z = 0.

La función /(z) = cuya gráfica es la de la de la figura (19), no tiene derivada
en z = O porque es discontinua en ese punto. Estos ejemplos nos están sugiriendo
que:

No toda función continua en un punto es diferenciable en
ese punto. Y por otra parte, toda función diferenciable en
un punto es continua en dicho punto.
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2.7 Ejercicios propuestos

X = II cU - J ! "T ̂ b) , = (2. - 1)^ 4. en el pu.aeí. c) y X + I en el punto x = 0.

2. Encuentre el punto donde la parábola y = -x'^ -|- 2x li^na
horizontal. Halle las ecuaciones de la recta tanirent. i
curva en dicho punto. recta normal a la

3. Aplique la definición de derivada para hallar f'(x) en cad- ,1 .
Clones siguientes; a) y = (x - 1)^ b) ~ a 3 '
y = x\ I ■ ') y - 4x - 3a-^ c) y ZrJ.

4. El beneficio de un fabricante de venta<j do

n  ~ ^ -I Prect°IuuT T'a) Hallar el precio óptimo de ventas, b) Trace el cr radios,
para que precios las ganancias son nulas. función y dig,

5. Use la calculadora mainial parr, investicar lr« 1'

compruebe lo, resultados algebraicamente, a) lin,™
6. Utilice lovoo x "• lun^.6. Utilice las leyes de jirs iímiterao jcyes ue !(rs i;n¡ írc; n^, . i .

e) lim„„ ̂  t) 1¡„ ,, ''7r' d)
7. Considere cada una de las siguientes fun ' ' ' ' " ̂
:"V3x :tT --P-a"':r;n -
V = 2X±1 ^ 2x+l ̂  á ̂  ^ ̂  = O rr„ - x + 2 '3x-6- ) 3X-6 en ̂  2. f) y ^ 1 ~ 7=7 OH .T t. 1 . ^1)

J  1

8. Considere las funciones siguientes v d' ■
respuesta. ' >" <'•8=' son o no continua, lus, r

f ., , , . ■'ustrhqi,,, sua) /(a) = 1 ''+1 s, I < 2
l  2 SI I > 2

b) f{x) = ■[ O si X < 1
l ^ ~ 1 si I 1

c) f{x) = I ^^+1 si X < o
^  a; > Q
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2.8 El DERIVE

Al ejecutar EL DERIVE la pantalla aparece dividida en dos partes. La parte
superior, en la cual se leen las especificaciones relativas al programa y la parte
inferior en la cual se lee lo siguiente:

Command: Author, Build, Calculus, Declare, Expand, Factor, Help, Jump,
Sol ve, Manage, Options, Plot, Jump, Remove, Simplify, Transfer, move, Window,
Approx.

Con la barra espadadora usted puede mover el cursor sobre cada una de las
funciones que aparecen a la derecha de Command. Para ejecutarléis, después que
el cursor este sobre la función elejida, es suficiente presionar la tecla Enter.

Ejemplo 11

Dada la función f{x) — calcular la derivada de la función utilizando la
definición.

1. En Command : ponga el cursor en Author y presione la tecla Enter.

2. Aparece Author expression: Escriba f{x) := x^ y presione la tecla Enter.
En la parte superior aparece f{x) := y en la inferior aparece Command.
En Author presione la tecla Enter.

3. Aparece Author expression: Escriba {f{x h) — f{x))/h y presione la
tecla Enter.

4. En la parte superior aparece En parte inferior ponga el cursor
en Calculus y presione la tecla Enter.

5. Aparece Calculus: ponga el cursor en Limit y presione la tecla Enter.

6. Aparece Calculus limit expression: Presione la tecla Enter.

7. Aparece Calculus limit variable: Escriba h y presione la tecla Enter.

8. Aparece Calculus limit point 0. Presione la tecla Enter,

9. En la parte superior aparece limfi_»o .












































































































































































































































































































































