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Prefacio

A. la mayoria de los ingenieros no les agrada la exposicion de algunos (dpicos
de’'la matematica desarrollada con la perspectiva de un matematico. El estilo con
que los matemdticos expresan las ideas matematicas en cualquier libro de Célculo
esta muy influenciado por el desarrollo de la misina matematica en relacion con
sus fundamentos 16gicos. En general, los textos de esta disciplina estdan imbuidos
de conceptos de gran importancia para los matemadticos pero de escaso interés
para un ingeniero y la mayoria de las veces contienen desarrollos estrictamente
matemdticos que complican de manera innecesaria los conceptos intuitivamente
simples. Con frecuencia hemos sido testigos de serias discrepancia entre inge-
nieros y matemdticos, acerca de cudl debe ser en enfoque de la matematica que
los primeros necesitan dominar: a los ingenieros les parece irrelevante la argu-
mentacién 18gico formal de los conceptos del Calculo.

En no pocas facultades de ingenieria los cursos basicos que los matematicos
ofrecen a los estudiantes de ingenieria son los mismos que siguen los estudiantes
de matematica. Los conceptos del analisis, de la topologia y del 4dlgebra, son mas
familiares para el estudiante de ingenieria que, por ejemplo, el concepto de modelo,
concepto central en el trabajo de un ingeniero.

Por otra parte, en la dltima década hemos visto una lenta evolucién en los textos
de Calculo en la direccién de las aplicaciones. Y con la irrupcion del computador en
la ensefianza de la matemaética este pequefio cambio se profundizara rapidamente.
En un futuro préximo una gran parte de las matematicas para los ingenieros se
ensefiardn con el computador, cuestién que dejard en evidencia més claramente
el problema al cual nos referimos. El DERIVE y el MATHEMATICA son dos
interesantes software que estan siendo experimentados debilmente y que atin no
encuentran interlocutores que acumulen y sistematicen experiencia. Cualesquiera
de estos software es capaz de calcular derivadas, integrales, ecuaciones diferenciales,
graficar curvas, etc, de tal modo que ya no se justifica perder tiempo cn explicar
tantos métodos de integracién, complicar el célculo de limites y de las derivadas,
etc. Nuestros esfuerzos deberfan orientarse al estudio de los conceptos centrales
del Calculo y de sus aplicaciones y la operatoria dejarsela al computador.
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Los dos hechos que transformaran (queraméslo o no) el enfoque de la matematica
para los ingenieros son el concepto de modelo y la introduccién del computador en
la ensefianza de la matematica. El estudiante de ingenierfa se vera enfrentado, con
mayor frecuencia, a modelar e interpretar fenémenos de ingenieria que no pueden
ser resueltos sin el uso del computador. Se plantea asi el dilema de orientarlos
desde el principio de sus estudios por el camino de las aplicaciones y del uso del
computador en la resolucién de problemas, o de seguir con el paradigma abstracto
de las matematicas de escaso interés para los ingenieros.

Los profundos cambios que sufrirdn el enfoque y los contenidos de los progra-
mas de matematica para los ingenieros son inevitables, y el problema sera resuelto
satisfactoriamente por la préxima generacién de matemdticos que deberd ensefiar
en las universidades. Sin embargo debemos iniciar, desde ahora, aunque sea debil-
mente, el camino de la renovacion.

De acuerdo a lo dicho, la estrategia que seguiremos en este texto es : a) Organi-
zar los contenidos de modo que giren en torno el concepto de modelo, b) Evitar las
sofisticadas demostraciones dandole mayor importancia al analisis e interpretacién
de dichos modelos, c) Invitar al lector a resolver ejercicios y problemas utilizando
EL DERIVE.

En el capitulo 1 se hace una introduccion histérica a los problemas del Céalculo
y se estudian los conceptos de velocidad media e intantanea, razén de cambio
media e instantanea, pendiente de una recta y algunas aplicaciones que conducen
en forma natural al concepto de derivada en el capitulo 2. Los conceptos de limite,
continuidad y diferenciabilidad se estudian sélamente en forma intuitiva. En ambos
capitulos se sugiere resolver los problemas propuestos utilizando EL DERIVE.
Observe el lector que no hemos seguido el itinerario cldsico del primer curso de
Calculo, esto es, mimeros reales, limite, continuidad y derivada. No debemos
olvidar que el centro de nuestras preocupaciones son, ahora, las aplicaciones.

En el capitulo 3 se demuestran las férmulas mas sencillas de derivacién de
funciones algebraicas y trascendentes y nuevamente se sugiere al lector verificar
los ejercicios utilizando EL DERIVE. En el capitulo 4 los conceptos de primera y
segunda derivada, de maximo, minimo, estdn orientados mds a estudiar modelos
que a graficar funciones. Lo mismo ocurre con las funciones paramétricas. Con
las herramientas construidas en los primeros cuatro capitulos, en el capitulo 5 se
estudian modelos algo mds sofisticados en los cuales cs necesario comprender el
concepto de ecuacién diferencial. Finalmente se sugiere resolver los problemas
propuestos utilizando EL.L DERIVE.

El autor
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Capitulo 1 Los problemas
del Calculo

Objetivos| .

1. Conocer algunos antecedentes histéricos del nacimiento del Célculo

2. Estudiar los conceptos de velocidad media e instantdnea que dieron
origen al Célculo.

3. Estudiar los conceptos de razén de cambio media e instantanea y de
pendiente de una recta tangente a una curva.

4. Modelar fenémenos de la naturaleza utilizando los conceptos
anteriores. |

5. Utilizar EL DERIVE para estudiar, modelar y resolver problemas.

1.1 El Cailculo Diferencial e Integral

i Qué es el Calculo Diferencial e Integral y cuando nace esta rama de las
matematicas ?, jporqué surge la necesidad de inventar el Célculo y cudles son las
ideas fundamentales que giran en torno a esta disciplina ?

Desde el punto de vista histérico las primeras ideas en torno al Calculo na-
cen-de la necesidad de determinar el drea de figuras acotadas por lineas curvas
y el volumen de sélidos acotados por superficies curvas. Por los documentos que
se poseen de las antiguas civilizaciones, sumeria, babilonia y egipcia se sabe que,
entre otros grandes inventos matematicos, lograron determinar con exactitud el
4rea de superficies acotadas por lineas rectas. Sin embargo no pudieron resolver
el problema de calcular el drea de superficies acotadas por lineas curvas y el vol-
umen de sélidos acotados por superficies curvas. A lo mds lograron, por ejemplo,
aproximar el 4rea de un circulo mediante un cuadrado y el volumen de un cilindro
y de una piramide aproximadamente. Sin embargo, los grandes monumentos que



2 Los problemas del Caicuio

dejaron estas civi-lizaciones para la posteridad, nos dan cuenta de] extraordinario

desarrollo de su tecnologia de construccién y en consecuencia de su matemaética y
geometria.

Cuando los antiguos griegos hicieron suyos los conocimientos de estos
una de sus preocupaciones fue la de resolver el problema de determinar e
superficies acotadas por lineas curvas. La geometria griega logré increfbles avances
en esta direccidén. Asi, por ejemplo, Arquimedes, mediante sofisticados métodos
geométricos hall$ el area de un segmento de pardbols, La Geometria, Euclideana,

que llegé a ser el paradigma del razonamiento matematico, proporciond los métodos
para esta hazafia.

pueblos,
l drea de

La observacién inmediata del mundo exterior nos muestra que todo lo que en
él existe est4 en constante movimiento, est4 variando continuamente. Sip embargo
los antiguos griegos, que lograron desarrollar una, aritmética y geometria extraop-
dinariamente avanzada, no utilizaron el concepto de variable cuando abordaron
los problemas que resolvieron. Esto se debid, Probablemente, a que la mayor{a de
los matema4ticos y gedmetras griegos de esa época, pensaban que la matematica no
debia servir para resolver los problemas de la vida real; cuestién que ]og condujo
a considerar los problemas sélo en su aspecto espacial, excluyendo el aspecto ter,.
poral; el estudiar determinados problemas de la vida real log hubiera conducido
finalmente al concepto de variable. La a,usefncia del tiempo confiere a |a Geometr{s
Euclideana un caricter estatico; nada varfa en ella. [, circunferencia, por ejem-

plo, es el conjunto de puntos que estd a una misma distancia de otro
llamado centro.

No es casual que en Los Elementos de Euclides po
blema de cilculo. La geometria,

ejercicio de la razén y el deleite de] espiritu. De ahi que Jog Unicos intrument
que debian usarse en su estud; . 0s
dioses. '

El Milagro Griego, como llaman los historiadores a] con:

conjun
tos que éstos aportaron a la humanidad durante casi mil afigs

lamente en la estatica geometria, euclideana, la aritmética, la a
Poesia, filosoffa, etc, sino que ademas hizo posible que surgiera A
212 a.C). Este hombre llamado con frecuencia el prime
antiguedad, fue el precursor dé las nociones dej Célculo,

to de Conocimiey,.

» N0 se quedg SO-
Stronomf,

Tquimedeg -
r hombyre p, (287
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de la vida real. La matemdtica practica, como diriamos hoy, no era efectuada
por los mateméticos y geémetras, sino por los carpinteros y agrimensores; oficios
mirados peyorativamente por éstos.

Sin embargo, Arquimedes, desafiando abiertamente a sus pares y poniéndose en
una situacién de critica, no sélo utilizé la matematica para resolver los problemas
de la vida real, desarrollando la estatica y la hidrostética y descubriendo las
leyes de las palancas, sino que ademads inventé una serie de artificios mecéanicos
que atin despiertan nuestra admiracién. El genial Arquimedes aplicé con éxito la
matemitica en la construccién de méquinas de guerra que hicieron posible que
Siracusa, su ciudad natal, se defendiera con éxito durante dos afios de acoso del
ejército romano. Marcelo, el general romano que comandaba las tropas invasoras,
sélo pudo tomar Siracusa después de simular que abandonaba la plaza y hacer creer
a los siracusanos que habia sido derrotado. Cuenta la historia que creyendo los
sitiados que Marcelo habia abandonado sus propdsitos, festejaron la victoria con
una borrachera general, dejando sin guardias sus torres de observacién. Marcelo,
en la obscuridad de la noche, movié sus huestes sigilosamente entrando por los
sitios desguarnecidos. La matanza fue general y Arquimides fue muerto por un
soldado.

Siempre es dificil saber en que fecha, y en las mentes de que hombres, empiezan
a germinar las ideas que resultan ser fundamentales para desarrollar determinadas
teorias. Si los conceptos que dieron origen al Célculo no surgieron de la mente
de Arquimedes, existen sobradas evidencias que muestran que él fue quien llegd
mas lejos en su desarrollo. Los problemas fundamentales del Célculo que son los
de hallar, el drea de superficies acotadas por lineas curvas, el volumen de sélidos
acotados por superficies curvas y el de la tangente a una curva, fueron propuestos,
estudiados y resueltos por éste para casos particulares. Asi, por ejemplo, resolvid el
problema de trazar una tangente a la llamada espiral de Arquimedes, determiné
el 4rea de un segmento de pardbola y hallé los volimenes del cilindro y de la esfera.
Aunque en esta tarea utilizé la estitica Geometria Euclideana, mas adelante tuvo
que poner en evidencia el concepto de variable al intentar calcular el area de un
circulo aproximandolo mediante poligonos regulares. En esta tarea logré, también,

determinar el nimero 7 con dos decimales exactos mediante la fraccion g_;z_

Es sabido que para determinar el drea de un circulo inscribié una sucesion
de poligonos regulares en él, de manera que cuando el mimero de lados de éstos
aumenta, las dreas de los poligonos se aproximan al area de dicho circulo. A
Arquimedes le parecié obvio que mientras mas poligonos tomara, mas cerca estaria
del 4rea exacta del circulo. Esta idea, fue fundamental en el desarrollo del Célculo
Integral y serfa seguida durante casi dos mil afios por los matematicos del futuro.
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Cuando Grecia se transformé en una colonia ro-umua en .c'?l i-H"lU- 156 e‘mt‘es dfe
Cristo, su cultura terminé por extinguirse. .I:as (:i)lomaf?' de cugiqmer 1m§ef .o 1am‘as
florecen y los griegos no fueron una excepcion. I:,l cammo natural que debia seguir
el conocimiento griego era el de occidente. Sin em

bargo. los cristianos, que se
habian hecho del poder romano antes de la caida del imperio, decidieron sumer-
girse para siempre en la noche mas larga de todos los tlerupos. A instancias de

San Agustin, el més renombrado doctor de lg 1glesia lde. la ép-oca,’ se olvid
completamente de la ciencia y de todo lo que i_uera CUI‘{OSIdad cientifica e
tual. Solamente a partir del siglo XII, es decir, SQO anos de
despertar de su profundo suefio. Los Europeos jamés ima
de oscuridad, que van desde la caida de
después de Cristo hasta aproximadamer
despertar intelectual en e) siglo XV.

aron
intelec-
spués. empezaron a
ginaron que los 800 afios
I Imperio Romano, alrededor del siglo 1V
ite el siglo XII, tendrian up tan expiosive

Kl conocimiento desarrollado por |
griegos, y olvidado por Occidente,‘ fue. : . .
En el siglo VII Mahoma logré formar un INPerio que tuvo vigencia hasta
¥ que logré extenderse hasta Espana. Los musulma.ne:.s fueron los guard
memoria de la humanidad v al mismo tiempo que asimilaron e] conocim
¢ hicieron sus propios aportes, alrededor del siglo XI1 dejaron caer
en el universo feudal europeo la sabidurfa de log grandes ﬁlésofo-s’
astrénomos, escritores, poetas, historiadores Y cientificos grie
este couocimiento, asimilado en corto tiempo por los italianos, franceses alemanes o
ingleses, especialmente, teriming por producir la gran explosién intelectyy] conocida
como El Renacimiento en Europa.

os pueblos de] Antiguo Oriente

Y por los
guardado como un tesoro por |

0s arabes,
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lanes de la
lento griego
gola a gota
Matematicos,
808 y drabes. Todg

El surgimiento de |as
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la navegacién y de Ja ubic
hicieron necesarja |
por Arquimedes:
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mecanizada, la necesidad
acion en alta mar v de otr
a aparicién de otros hombreg que
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de resolver |og problemas e

05 grandes retos de |, €poca
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Diferencial e Integral. Toricelli resolvié problemas de velocidad mediante el concep-
to de tangente a una curva. Sin embargo la herencia de la Geometria Euclideana
no permitia desarrollar métodos generales o algoritmos que hiciera posible cal-
cular sin pensar como lo hacemos actualmente. El gran matematico y fisico
Alfred Whitehead (1861-1947) expresé una vez que la civilizacion avanza
ampliando el nimero de operaciones que podemos efectuar sin pensar
en ellas; debian transcurrir todavia algunos afios para pasar a la etapa superior
del célculo moderno.

Entre los precursores del Célculo se halla Johannes Kepler (1571-1630)
notable astrénomo y matematico quien descubrié las tres leyes del movimiento
planetario. Kepler a quien se debe el primer importante avance en la direccién de
Arquimedes inspirandose en una cuestién de caracter practico resolvid el problema
de calcular el volumen de algunos sélidos acotados por superifices curvas. Con
motivo de la abundante vendimia que hubo en el afio 1662 en Austria, que coincidié
con su casamiento en 1614, tuvo que comprar algunos barriles de vino y al verlos
se pregunté de lo dificil que serfa calcular su volumen. Kepler se interesé por esta
cuestién y después de un afio, en 1615, publicé un libro llamado ”estereometria
de los barriles de vino principalmente austriacos por tener la forma mas
conveniente”, donde resuelve un conjunto de problemas sobre la determinacién
de volimenes de cuerpos limitados por superficies curvas. En este trabajo Kepler
determiné la férmulas para la determinacién de dichos volimenes que actualmente
se calculan mediante el Célculo Integral. Sin duda para su tiempo, Kepler fue uno
de los mas grandes maestros de la integracién, que en ese entonces no se conocia
por tal nombre.

Como vemos el Calculo Integral tiene muchos antecedentes y su desarrollo
es anterior al Calculo Diferencial; que por motivos didacticos siempre se ensefia
primero. El Célculo Diferencial emerge con fuerza cuando por motivos de caracter
prictico, empezaron a estudiarse a fondo los problemas que traia consigo el inci-
piente maquinismo que exigfa un conocimiento profundo del movimiento. Esto hizo
necesario que algunos fisico matemaéticos tales como Gilles Robervall (1602-

1675) se preocuparan de estudiar el concepto de tangente a una curva. En 1669

Isaac Barrow (1630-1877), profesor de Newton en el Trinity College, descubrié
que el problema del irea es el inverso del problema de la tangente.
En este momento es cuando Isaac Newton (1642-1727) se encuentra con el
Célculo Diferencial e Integral. Tiempo después, Isaac Barrow cede la catedra de
matematicas al joven profesor Isaac Newton que prometia brillar con luz propia en
el firmamento cientifico. En esta etapa el Célculo Diferencial e Integral ain no se
desprendia de la Geometria Euclideana, de tal modo que el método para determinar
la tangente a una curva era dificil y engorroso y s6lo un gedmetra avezado podia
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hallarla no después de un largo y complicado trabajo. Sin embargo en esta misma
época las ideas infinitesimales habian madurado lo suficient
joven Newton y Gottfried Leibniz (1646-1716) pudieran, p
y simultaneos, sistematizarlas y presentarlas tal como se cono

¢ como para que el
or caminos distintos
cemos actualmente,

En realidad la genialidad de Newton y Leibuiz estuvo en desv
Céleulo estdtico del ropaje de la Geometria Euclideana, vy vestirlo con el lenguaje

de los infinitesimales. Al transformarse on dindmico el Cdlenlo geométrico, se
hizo apto para estudiar a fondo los fendmenos de la naturaleza

estir el naciente

Las nociones de masa, fuerza Y movimiento, extraidas de la experie
expresadas en el lenguaje infinitesimal, perfectamente apto p
fenémeno fisico al lenguaje de las matematicas.

ncia, fueron
ara traducir cualquier

A partir de Newton y Leibniz los conce
hicieron comunes, y llegaron a ser el estudio favorito de todog los

de la época. En poco tiempo, el Célculo Diferencia) e Integral ge ¢
la herramienta mas poderosa que haya inventade el
universo cercano.

ptos de diferenciacign o Integracién se

ransformid ep
hombre bara estudiar nuestro

Actualmente las computadoras
Diferencial e Integral, en las cuales cop frecuencia se pierde up pre
Si creemos a Whitehead debemos aprovechar 1g tecnologia nodern
operaciones del Célculo las efeijer, las

' maquinas, y ne pense
0 pensamos cuando queremos saber 14 hora, 0 cua
dos nimeros.

rucden realizar todag |ag Ope€raciones de| Célculo
Closo tlermpo.
a para que Jas
Nos en ellas, t4)

i como
ndo multiplicanmog o div

1dimos
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1.2 Velocidad media y velocidad instantanea

Hemos dicho que el Calculo Diferencial estd estrechamente ligado a los con-
ceptos fisicos de movimiento, velocidad y aceleracién, es decir, a los conceptos
bésicos de la dindmica. De hecho los fundadores del Célculo Diferencial e Inte-
gral no eran sélo matematicos sino, ademads, fisicos y astrénomos que aplicaban la
matematica a los fendmenos de la naturaleza; crefan que las férmulas que expresan
dichas leyes no debian deducirse a priori sino de experiencias que se verifican en el
universo y que pueden comprobarse en la calle o en un laboratorio. Newton, por
ejemplo, terminé de inventar el Célculo Diferencial para estudiar e interpretar los
fenémenos mecanicos, 6pticos, astronémicos y de navegacion, urgentes de resolver
en el naciente capitalismo.

Cuando Newton exponia sus trabajos sobre el Célculo comenzaba por dos pro-
blemas fundamentales del movimiento, a los cuales, segiin decia, se reducian todos
los demas: ’

a) Si la longitud de la distancia recorrida es dada, se pide hallar la velocidad
del movimiento.

b) Si la velocidad del movimiento es dada, se pide' hallar la longitud de la
distancia recorrida en el tiempo propuesto.

El primero trata del cédlculo de la derivada de una funcién, y el segundo del
célculo de la funcién dada su derivada, es decir, del cdlculo de una integral indefini-
da. Como veremos mas adelante estos dos procesos son mutuamente inversos. En
lo que sigue explicaremos el concepto de derivada siguiendo un camino analogo
al de Newton, esto es, utilizando los conceptos de distancia recorrida y de veloci-
dad. Veremos que los problemas sobre el movimiento de cuerpos con velocidad
constante nos lleva a calculos aritméticos y algebraicos de relativa simplicidad.
Sin embargo, en los movimientos cuya velocidad varia con el transcurso del
tiempo la situacién es algo mas complicada. El estudio de ambos movimientos nos
conduce a los conceptos fisicos de distancia recorrida y velocidad como funciones
del tiempo. De tal modo que el movimiento de un cuerpo se puede determinar
por la dependencia de la coordenada ”s”, que expresa la distancia, en funcién del
tiempo "t”, es decir, el movimiento se puede caracterizar por la funcién s = s(2).
Esto significa que conociendo la funcién s(t) se puede hallar la posicién del cuerpo
en cualquier instante "t”. Como hemos dicho en otras oportunidades, una idea
clara del movimiento lo ofrece la grifica de la funcién s = s(t), donde el eje de
las abcisas representa el tiempo y el eje de las ordenadas representa la distancia

recorrida. Ver figura (1)

En el movimiento uniforme, es decir, en el movimiento con velocidad
constante, el recorrido s es directamente proporcional al tiempo "t”, donde el
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coeficiente de proporcionalidad es igual a v. ! Esta idea se aprecia claramente en
la férmula:

s=v-t

Estamos suponiendo qué en el instante ¢ = 0, el cuerpo esta en la posicién 0, esto
es, s(t) = 0 + vt = vt. Ver figura (2).

syt
) v es axbitraxio
/*\ =)
t t
Figura 1 Figura 2

En el caso més general del movimiento uniforme la dependencia de 1a, coordenada
"s” en funcién del tiempo "t” se expresa mediante la funcién linea]

s(t) = so + vt, (s0# 0)

La figura (3) muestra una funcién lineal que modela dicho movimiento.,

Supongamos que la dependencia funcional entre la distancia reco

la funcién s(t) =

decir, en el caso del movimiento uniforme, el estudio de la velocidad es bastante
simple. Para analizar estas ideas considerermog el siguiente ejemplo.
1Muchas aplicaciones a las ciencias fi

sicas y sociales hacen uso de

una dependencia funciona)

llamado 1a razén 4
3] n de » €8 constante, entonces
directamente proporcional a x. Esta relacién . s

! se puede escribir ¢ L
Ver péginas 29 y 30 del texto Fundamentos de Matemaitica. ome

——
—-—
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Ejemplo 1

Consideremos un cuerpo que se mueve con movimiento uniforme sobre una linea
recta, segiin la funcién s(t) = 3 + 4¢, (s en metros y t en segundos), e intentemos
determinar su velocidad.

Hallemos, por ejemplo, la distancia recorrida por el mévil en los momentos
t; = 3 y t, = 5 segundos. Este recorrido se mide por la diferencia de las ordenadas

s(t2) — s(t1). La figura (4) muestra esta situacion.
a

() =3 + 4t
. /
23 =
@) -1(3)=8
Figura 4 15
3

— 1

3 3
De acuerdo a la funcién s(t) = 3 + 4¢, el cambio en el espacio recorrido es:

s(ts) —s(t1) =3+4-5—-(3+4-3)=3+20~-3-12=20—12=8m
Lo qu'e significa que entre el tercer y quinto segundo el movil ha recorrido 8 metros.
En consecuencia su velocidad es media es:

__cambio en distancia _ s(t2) — s(t1)  20—-12 _ o m
Um =~ ambio en tiempo  t;—t,  5—3  'seg

]

Veamos cual es la velocidad media en otro intervalo arbitrario de tiempo, por
ejemplo, entre el quinto y noveno segundos. Para esto suponemos que ?; = 5y
t, = 9. Efectuando los cdlculos resulta:

_s(t)—s(h) _3+44-9-(3+4-5) 36-20 _, m,
Um =T, — 9-5 T4 T lseg

De hecho, si el mévil est4 en el punto s; en el instante ¢, y luego en el punto s;
en el instante t,, entonces demoré t; — ¢; unidades de tiempo en recorrer s; — 81
unidades de distancia. Definimos la velocidad media del cuerpo en dicho inter-

valo de tiempo como:
82 — 83

v =

Tty — 1
A pesar de que no sabemos cuél es la velocidad en los instantes comprendidos
en cada uno de los intervalos de tiempo los cdlculos nos estén sugiriendo que
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la velocidad s constante y que para cualquier intervalo de tiempo ¢y - t; que
consideremos, la respuesta no dependera ni del momento t1 ni

del momento f,, ni
de la magnitud de! intervalo ty — 11 que se ha consider

ado.

Analicemos ahora una situacién mas general. Hagamos ¢ = ¢ Y lo =14+ At
La figura (5) muestra dicha situacién con una nueva notacién.

&
a{th=3 + 4¢
#(trAt) I: /7’4
il = s(HAL) - (1)
¢ Figura &
- t
t t+AL

Segun la figura, el cambio en el recorrido es s(t At) — s(1), es deciy
s(t+ At) —s(t) = 3-{—4(&—%—;\1‘)—(34-4?5) :3+4f+4¢\5*3—4t: SAS

la variacién en el tiempo es t + At — ¢ — Bt T g 8 .
Zs: L consecuencia |y velocidad media

“ambio en la Distancia  s(¢ 4 i
v, = cam l(:) Lia _Li_j* _ j(f =t kAf) - s(t) 4\t
cambio en e tiempo

m

At == ——‘_,__ — /l [_-‘~
At seg’
El lector habra notado que vy« ada uno de log casos |

movil ha sido igual a 4 [—a], que ¢s igual a la pe
Fste resultado nos sugiere lo sigulente:

d ve

locidad — )
ndiente de | ad media o]

a recty §(t) = 3 -+ 4t

La velocidad, en cualquier instante, de W

_A_‘—_‘—L—
Cuerpo ¢qo

= N . i3 . nr 1 h.—-_‘"'—-ﬂ-—._
uniforme descrito por la funcin lineal s = S0 + v NOVimienyg |
. E [ g .
pendiente ”"v” de la recta. 1e5igunal & |y
———
Ejemplo 2|
La velocidad de un mévil, en metros por segundos. o
: 9 1 - : i 5 CON MOV ...

descrito por la funcién s(t) = 9 4 74 es igual a 7 () OVimigy,, —
: seg 1 g 151, y

En el caso general del movimiento ¢q

. n VO[OCi(liid
simple ya que la velocidad v

aria constante
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considerado. Un movimiento de tal naturaleza puede ser modelado por una funcién
cuadratica.

Cuando un cuerpo es arrojado en caida libre desde una cierta altura — no es el
caso de los ejemplos 1 y 2 — la velocidad del cuerpo varia gradualmente con
el tiempo. Observard el lector que mientras menor sea el intervalo de tiempo en
el transcurso del cual se mide el camino recorrido, tanto menos alcanzara a variar
la velocidad en dicho intervalo, y tanto més cerca estard su velocidad media de su
velocidad instantanea.

La pregunta que trataremos de contestar es, jcon qué rapidez se estd moviendo
el cuerpo en un instante determinado ?, es decir, jcuédl es la velocidad instan-
tidnea del cuerpo en movimiento ?

Recordemos que la ecuacién del movimiento para un cuerpo en caida libre esta
dado por la ecuacién:

1
s(t) = '2’9t2

donde g es la aceleracién de gravedad (aproximadamente 9,8 ;g,-) y s, la distancia
(en metros) recorrida por el cuerpo desde que comenzé su movimiento. Podemos

suponer que dicha ley se expresa mediante la funcién:
s = s(t)

y que estamos interesados en saber cuél es la velocidad del cuerpo en un instante
t cualquiera. Observemos que para dos valores de t, digamos ¢; y 2 segundos,
el desplazamiento del cuerpo serd de s(t;) — s(t;) metros. Esto significa que si
s = s(t) expresa la distancia recorrida por el cuerpo en caida libre, entonces la
velocidad media en el intervalo de tiempo t; — t; serd igual a la expresién:

_ S(t2) — s(t)  m

m = ]

t, —t seg

Ejemplo 3

Supongamos que la aceleracién de gravedad es aproximadamente 10 [??F] Para

un cuerpo en caida libre la ley en cuestién se expresard mediante la funci6n:
s(t) = 5t

En consecuencia la velocidad media entre, por ejemplo, los segundos t =1 y t = 2
estd dada por la expresion:

522 -5(1)°  20-5 15 m

(2) vm 2—1 1 1 seg
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Si consideramos otro intervalo de tiempo, por ejemplo un intervalo de tiempo
mas pequeio, veremos que la velocidad no es constante, es decir, ¢y dis
distintos intervalos de tiempo. En efecto si calcul
los segundos t =1y t =15, la velocidad media es

tinta para
amos la velocidad media entre
ta dada por la expresidn:

N 5(3)° =5(1)2 & _5 o N
(zz) Uy = = 2 = l_*, = 4 i b —10 pcd lz},f) [-—_.J
E —_ :é' < SC‘G

Los célculos anteriores nos estan mostra

ndo que este es un €aso de movimiento
cuya velocidad varia constanternente.

Supongamos ahora que queremos hallar la velocidad
tlempo mds pequeno aln, por ejemplo, entre
velocidad media serd igual a:

media ey, inte

rvalo de
lyl,1 segundos. I e

ste caso la

g 5(1,1)% — 5(1) 6,05 — 5 ,
(124 by ¥ o 30 R - m
l122) v, 1.1 0.1 10.05 [;;]

En una situacién més general hagamos ¢,

o t y t? = t+ At. I.-Fl ﬁgllra
esta situacién.

(6) muestra

] A+~ o) = Ay {10+

541)

t+A¢

\ . a L] .
¢ 3 : . caf v
Segiin la figura, el cambio en ¢] recorrido es S+ At) — (1), es detir:

S(E+ A) ~ s(8) = 5(t + AL)? — 52 = S 4 10tAL 4 5AT _ 512

Es decir:
s(t + At) — s(t) = At(10t + SAt)

Y la variacidn eq e tiempo t es (¢ + At)

. —t = Ay En congec
media en el intervale de tiempo At eg 1gual a Teenencia 1y velocidad
o = B0 e distancia st 4 Ay, - A0 454
cambio en el tiempo At I

La expresién P == 108 4 HAL, qUE expresy, g vel
Intervalo de tje ’

. beid gd yra
mpo Af, contiene 10t; térming qu ad me

dia ¢ Moy
€ no depe

il e @
nde (e | - o el

4 Mmagnity
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del intervalo At. Y por otra parte contiene el término 5At; que puede llegar a ser
tan pequefio como se quiera. De tal modo que si hacemos que At tienda a cero la
velocidad media se transformaré en la velocidad instantanea y escribimos:

si At — 0, entonces v, — 10¢

En consecuencia la velocidad instantdnea del cuerpo en caida libre, en el instante
t es igual a:
vips = 101

Podemos preguntarnos ahora, jcudl es la velocidad instantanea del mévil en el
momento t=17

Los cdlculos de los puntos (i),(ii) y (iii), nos estén sugiriendo que a medida que
el intervalo de tiempo At se hace cada vez mds pequefo teniendo como punto fijo
t =1, la velocidad media tiende a 10 [Z-].

Por otra parte observe que la velocidad instantédnea v; = 10t es una funcién de
t y cuanto ¢ = 1, resulta que v; = 10-1 =10 [2]

Observe que la expresion vy (t) = 10t nos permité hallar la velocidad instantinea
del cuerpo en caida libre para cualquier t. Asi, por ejemplo:

cuando t = 2 la velocidad instantdnea es v;(2) =102 =20 (=]
seg

cuando ¢ = 5 la velocidad instantanea es v;(5) = 10 -5 = 50 [:55]

Decir que la velocidad instantdnea de un cuerpo es igual a 10 [;- ] significa
que en cada 1 segundo el mévil recorre 10 metros. Si la velocidad instanténea
es de 20 [2] significa que en 1 segundo el movil recorrié 20 metros. En el caso
del movxmlento en caida libre, la cantidad de metros que recorre el mévil en cada
segundo aumenta a medida que transcurre el tiempo.

1.8 Las razones de cambio media e instantanea

Supongamos que se lanza una pelota al aire con un cierto dngulo y con una
velocidad determinada de tal forma que la ecuacién de su trayectoria esta repre-
sentada por la ecuacién

y = —0,0052% +
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tal como muestra la figura (7). ¢Cudl es la razén de cambio de

la altura y de la
pelota a medida que crece la distancia horizontal 27

Y

¥ =—0,08x2+ x

Figura 7

|
] |
| [
| |
! 1

20 60 100

7 4 Ay flz+Ar —f(x)
Aclaremos que a la expresién R ——T}ﬁ
i
de cambio de y con respecto a x. Y confo
la razén media de cambio se ]
respecto a x

se le llama tambié
rme el intervalg A
ama razon instantianes de ca

I razén media
T tiende a cero,
nbic de y con

La figura muestra que en z = 2q la altura y =
altura de la pelota es y = 42, Podemos concluir
cociente de incrementos de y al p

18, mientr

que la razg
asar x de 20 a 60 es:

as que en 3 - 60, la
N media de cambio o

cambio en y _ Ay 0.6
:mvn X Az 60 —20 — %

En el intervalo de x=60 a x=100, |4 razon media de cambio ¢ g coclent e
incrementos es igual a

dt.‘
o Wow .
Az 100 —gp — O
Puesto que la funcién y = ~0,0052% 42 &

s una funcjgy cuad
08 Intervalos conside
08 resuitadog obtenidog

de cambio varia a medida que varian |
tal modo que no debe extrafarnos 1

ratica |
rados e
e

a razdn media
n el eje X. De

1 ambygy caleulos,
Ahora nos interesa saber
unidad de incremento en |

tdnea de y respecto de x.

4 que razén esig

i } " por ¢ i
a variable iz, qq decir, ) . 1 ! vada
* Camibig mstan-

Para responder esta pregunta calculamesg

Ay y(z+ A:r_)‘j_yg(zh) _ —0,005(, + Az)? 4 (.

T T -T2 A 4 ggsLe
Az Az T
A ~0, 00522 - 0, 0lzAg — 0 g o
es decir, T&% i QQ%‘E_QL-E;L{{{' + 0, 0052
) €T =
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Ay —-0,0lzAz + Az Az(—0,01z + 1)
Az Az - Az

por lo tanto

Simplicando la expresién por Az resulta:

%5’- = 0,01z +1

T

Si hacemos que Az — 0, entonces g—;ﬁ -— —0,01z + 1.

En consecuencia la razén instantanea de cambio es r; = —0,01z + 1.

Podemos preguntarnos ahora, cual es la razén instantdnea de cambio de y con
respecto a x, en x=20. Puesto que r; es una funcién de x, resulta:

ri(20) = -0,01-20+1=-0,2+1=0,8

Lo que significa que, en z = 20, por cada metro que la pelota se desplaza horizon-
talmente, la pelota incrementa su altura en 0,8 metros.

1.4 La pendiente de la recta tangente

; Cémo hallar la pendiente de una recta que es tangente a una curva en un
punto dado, tal como lo ilustra la figura (8) ?

Y

Recta tangente

Figura 8

Hemos visto que la pendiente de una recta que pasa por los puntos P(zy,11) Y
P(z3,y;) viene dada por la expresion:
Ay _Y2—U

m = =
Az  zy— 11

Desgraciadamente no es suficiente conocer el punto (z, f(z)) en la recta tangente
para determinar su pendiente. En consecuencia el célculo directo de dicha pen-
diente es imposible. La estrategia que seguiremos es aproximar la tangente por
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otras rectas cuyas pendientes puedan ser calculadas directamente. Consideremos
los puntos P y Q sobre la curva y tracemos la recta secante que pasa por dichos
puntos. Si hacemos que el punto P se mueva sobre la curva hacia Q las rectas

secantes que se forman serdn buenas aproximaciones a la tangente en la medida
que P esté muy préximo a Q.

Podemos hacer la pendiente de la secante tan préxima como queramos a la

pendiente de la tangente, eligiendo el punto P suficientemente cerca del punto Q.

El célculo de la pendiente de las secantes se realiza-en la forma que muestra la
figura (9)

Y
E s recta gecante
fx+tAx)y- — — — — — p/ —_—
_ Ay _ flz+Az)-f(z \ I
y = f(x) ;x-rdx) - fix) = Ay
fix)g - ---= —_

NChm;M x x+Ax

Es claro que el cociente 5, 10 es la pendiente de la tangente sino slo una,
aproximacién de ella. Sin embargo cuando el punto P se aproxima al punto Q, el
e ’

valor de Az se hacc muy pequefio y la pendiente de la recta secante a aproxi
a la pendiente de la recta tangente. De hecho la pendiente de ma

la tanger
§ ; . ite es e
nimero al que este cociente se aproxima cuando Az tiende a cero & 1

Ejemplo 4

Halle la ecuacion de la recta tangente a a la curva y = z? en el punto

Q(2,4).

Solucién. La figura (10) muestra la grafica de la 2
P y Q(2,4) sobre ella. Debemos determinar, en pri o Y= 2%y los puntos
recta secante PQ. En efecto:
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Desarrollando el numerador del cociente %%, resulta:

o _Ay_4+40c+ Bz -4 40z + Az’ Az(4+ Az)
¢ Az Az B Az - Az

Simplificando por Az resulta que:

Ay
= —— = ! A
Mmsec Az 4 + Az

. Si hacemos que Az — 0 resultard que la pendiente de la secante tiende a la
pendiente de la tangente, que es igual a 4. En consecuencia la pendiente de la
recta tangente a la curva y = z? en el punto Q(2,4) tiene pendiente m = 4. Y la
ecuacion de la recta es

y—go=m(z—z0) = y—4d=4(z~2) &= y=4z -4

1.5 Algunas aplicaciones.
1.5.1 La capacidad caldrica de un cuerpo.

La capacidad caldrica de una sustancia es la cantidad de calor, medida en
Julios, necesaria para calentar 1 kg de dicha sustancia en 1 grado celsius. Esto
sugiere que sustancias distintas tienen una capacidad calérica diferente. Por otra
parte, en una misma sustancia, para diferentes temperaturas iniciales, cuando se
requiere calentar 1 kg de ella en 1 grado celsius, se requiere diferente cantidad de
calor. Esto nos est4 diciendo que la capacidad caldrica ¢ de una sustancia es una
funcién de la temperatura inicial T; escribimos entonces que ¢ = ¢(T').

Por ejemplo, para calentar un kg de hierro, con temperatura inicial 0° celsius,
en 1° celsius, son necesarios 449,857 Julios de calor. Y para aumentar en 1 grado
celsius la misma cantidad de hierro con una temperatura inicial de 50° celsius son
necesarios 470,583 Julios. Estos dos casos nos estan sugiriendo que a medida que
la temperatura inicial aumenta, la cantidad de julios necesarios para calentar 1
kg de hierro aumenta. ;Cémo determinar entonces la capacidad calérica de un
cuerpo a una temperatura dada? Si suponemos que Q es la cantidad de calor (en
Julios) que es necesario trasmitir a 1 kg de una sustancia para su calentamiento,
desde cualquiera temeperatura inicial T, es claro que esta magnitud depende de
T; por lo tanto podemos escribir que @ = Q(T').

Para calentar un cuerpo desde la temperatura inicial T hasta la temperatura
(T + AT) grados celsius, se necesitard AQ = Q(T +AT)— Q(T) cantidad de calor.



18 M.Barahona 13,

Con ayuda de la figura (11) podemos visualizar la definicion de capacidad caldrica
media.

QT +AT)
= AQ _ Q(T+AT)-Q(T) QM)
Cm = ﬁ = AT

La cantidad de calor necesari

a para calentar yp kg de hj
celsius estd determinada empiric

(1] lsi
. sius 0
amente por la expresién ' » T

Q(T) = 440,857T + 0,29725T% para oo < T < 200°

Determinar la capacidad caldrica instantanes Para T'= (0 y 7 100°
Solucién. Calculemos ep primer lugar 1a capacidad caldricy, media, E £
© BN etecto:
=29 _ QT+ AT) - oy
AT = AT 2

es decir:

AQ _ 440,857(T + AT) 4 0,29725(T

= + AT)? - 440, 8477 _ 0
aT A T 090

Desarrollando el producto ¥ cuadrado ¢ . ) :
: € un bj .
jantes resulta: OmI0 ¥ sumande términgg seme

AQ _ 440,857AT 4 g 59457
= — 1OMSTAT A2
~7 \ZF 2~ +0,29725AT

—————
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Factorizando por AT se obtiene:

AQ _ AT(440,857 + 0,5945T + 0,29725AT
AT — AT

Simplificando por AT resulta que la capacidad calérica media es:

cm == 440,857 + 0,5945T + 0,29725AT
En consecuencia si AT — 0, resulta:
¢; = 440,857 + 0,5945T

Estamos en condiciones de hallar la capacidad caldrica instantanea para las tem-
peraturas de 0° y 100°. En efecto, para 0° se tiene:

Julios

C;(O) = 440,857 [m

l

lo que significa que para aumentar la temperatura de un 1 kg de hierro a 0° en un
do celsi ita una cantidad de calor equivalente a 440, 857 [E-'—ll—l-o—ii—]
grado celsius se necesita q = grado

Finalmente la capacidad calérica instantanea para 100° es:
¢i(100) = 440,857 + 0,5945 - 100 = 500, 357 [fracJulioskg grado]

Lo que significa que para aumentar en 1° celsius la temperatura de 1 kg de hlerro
a 100° celsius, se necesita una cantidad de calor equivalente a 500, 357 [1(—-]3—19—5

1.5.2 Crecimiento o decrecimiento de una poblacién. /

Cuando una poblacién crece (o decrece) resulta de interés practico estudiar
la’ razén de cambio del crecimiento (o decrecimiento) de dicha poblacién respecto
al tiempo. Si la funcién de poblacién N(t) tiene como variable al tiempo "t”, el
cambio en N(t) desde el tiempo ”t” hasta al tiempo ¢ + At se llama incremento
de la funcién. Y la razén promedio de cambio de N(t), por unidad de tiempo "t”,
en el intervalo [t,t 4+ At] se escribe tal como muestra la expresién y se interpreta

segin la figura (12). N

Figura 12
AN __ N(t+At)-N(t) Ni+ot) = ~—- ===
ar < At ( NeD | Nt + 1) -N@) = AN
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Observe que si N(t) modela el crecimiento de una poblacidn en el tiempo t”
entonces la diferencia N(t + At) — N (t) expresa el crecimiento de la poblacién en
el intervalo de tiempo [t, ¢ + At).

Ejemplo 6|

La funcién N(t) descrita mediante Iz tabla:

t | N(t)
12

10 32 1

15| 67

muestra el crecimiento, cada 5 meses, de una c¢j
meses y N(¢) en miles). Hallar la rang io de | P

. . a ¢
cada uno de los intervalos de tiempo. Poblacién en

Solucién. En el intervalo 5, 10], se tiene que At = 10 —

b=
razén promedio de cambio por unidad de tiempo "t” eg- 3, por lo tanto la
AN _ NE+A) - N1 3919 20
- Tt = e
Al At 5 - 4

E.Sto s.lgmﬁca que la: poblacién crecié cada mes, en Promedio, ey, 4 000 ingect
dicho intervalo de tiempo. €ctos, en

En el intervalo de tiempo [10,15] se tiene que At =

’ . . - 15 - =
la razén promedio de cambio por unidad de tiempo es: 10 = 5, Por lo tante

AN _NE+A)-N@ g7 _ g 35
=—T0 = Nt) N
At At s T =— =7

Lo que significa que la poblacién crecié er ;
¢ ) ) M . 1 TOme .
dicho intervalo de tiempo. P dio 7000 insectos por mes, ep

Ejemplo 7

Una colonia de bacterias crece sepj
: -
donde N(t) est4 dado eq miles 8un el modelo

e N t =
Y 't en minutog, ) 1000(1 +0
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b) ;Cual es la razén instantanea de crecimiento de la poblacién a los 5 minutos?.

Solucién. a) Para saber en cuantas bacterias crecié la poblacién en los primeros
5 minutos debemos calcular N(5) — N(0). Resulta entonces que:

N(5) — N(0) = 1000(1 + 0,3 - 5 + 5%) — 1000(1 + 0,3 - 0 + 0%) = 26 500

Esto significa que la poblacién crecié en 26500000 millones de insectos en los
primeros 5 minutos.

b) Para calcular la razén instantinea de crecimiento debemos determinar, en
. , . .. t+A1)—N(t
primer lugar, la razén promedio de crecimiento: .’YL‘!'__A_)t__Q. En efecto:

i) AN(t) = 1000[1 + 0,3(t + At) + (¢ + At)?] — 1000(1 + 0, 3¢ + t7)

Efectuando los calculos que se indican y sumando términos semejantes se obtiene
que:

AN(t) = 300At + 2000t At + 1000A%" = At(300 + 2000t + 1 000A¢

En consecuencia:

AN(t) _ (t+At)= N(t) _ At(300 + 2000t + 1000A¢
At - At - At

Simplificando por At resulta:

AN(t) _ (t+At) = N(t) _
= = = 300 + 2000¢ + 1 000A¢

Si At — 0, entonces, la razén instantinea de crecimiento es:

r; = 300 + 2000t

Luego la razén instantdnea de crecimiento en el quinto minuto es:
74(5) = 300 4+ 2000 - 5 = 300 + 10000 = 10300

Lo que significa que de mantenerse el ritmo de crecimiento de la poblacién, de ese
minuto, ésta se incrementard, aproximadamente, en 10 300000 insectos, en cada
minuto, a partir del quinto minuto.

Observemos que en el quinto minuto hay N(5) = 1000(1 + 0,3 -5 + 25) =
27500 (miles) de insectos. Es decir en el quinto minuto hay 27500000 insec-
tos y en el transcurso de de ese mismo minuto la poblacién se incrementd en
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10300000 individuos. Esto significa que en el sexto minute habra a.g)ro;rz'mada—
mente 27500000+ 10 300 000 = 37800 000 insectos. I'n cambio |a cantidad real de

insectos que habrén en el sexto minuto es igual a N(6) = | 000({1 40,36+ 36 =
38 800000

Por otra parte, es claro que el ritmo de crecimiento de la pobl
uniforme, ya que dicho crecimiento se expresa mediante
i €omo es que podemos asegurar que la pobl

mente, en 10300000 insectos en e]

acion no es
una parahola, Entonces,

acion se incrementaré,_ aproximada-
siguiente minuto?

Lo que ocurre es que cuand

0 agregamos la frase ®de Mmantenerse el ritmo de
crecimiento en ese punto” est

amos “reemplazando” |y funcién Nt = 1000(1 +
0,3t -+ tz) por la funcidn lineal Yy =10300z — 24 000, de pendiente 7, — Pr = 10 300
¥ que pasa por el punto P(5,27 500) (en miles). En efecto:

y — 27500 = 10300(z — 5) «=s y=10300z — 24000 (en miles) (1)
Suponiendo que el ritmo de crecimiento de |a poblacién fuese

ecuacién (1) el incremento de 1a poblacién entre of quinto y ¢] g

modeladg por la
igual a:

€XL0 minuto gerg
96} —~ y(5) = 37800 — 27500 = 1039
que es igual a r4(5) (razén instantaney de crecimi
es 1000900 menos de insectos d
igual a:

(en miles)

ento en ¢

quinto minute
al. kn efecto,

€ Incremento re el increp

): que
ento regl eg

N(6) — N(5) = 11 300
Es decir 11300000 de insectos. Sip embargo |
con frecuencia, resulta ser una buen
en una determinada unidad de tie

(en miles),

a Tazon inst
4 aproximacidn de] ne
mpo.

antaneg de

('.recimiento,
remento de

la poblacign

1.6 Ejercicios Propuestog

L. En los siguientes ejerciciog hall
dados, de cada una de las funci > s indican: a) f(i TR
: Vi = 2t _
@(2,11).  b) f(1) = L PO.1); (3, 1, ¢) h(t) i)\/ﬁ—i Y P(1,9),
Q(3,2v/2).

2. Considere las funciones: a) f(xr
y exprese en la forma mas sim

ar e) coclente

) = 22435 b) h(z) = 1 -
L N -1 g € f S ey
Ple posible o] .. _ ) ) (z)
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. Se lanza una pelota que sigue la trayectoria descrita por y = = — 0,02z2. a)
representar la grafica de la trayectoria. b) Hallar la distancia horizontal total
que alcanza la pelota. c) jPara qué valor de x alcanza la pelota su mayor
altura?. d) Hallar la ecuacién que expresa la razén de cambio instantanea
de la altura de la pelota respecto al cambio horizontal. €) ;Cuél es la razén
instantanea de cambio de la altura del proyectil respecto de la distancia
horizontal, cuando este se encuentra en su maxima altura?

. La distancia en metros, de un cuerpo en caida libre, esta dada por la funcién
s(t) = 16t2. a) Determinar la velocidad media del cuerpo en el intervalo
[t,t + At]. b) Hallar la velocidad media del cuerpo en el intervalo [10,11]
segundos. c) Determinar la velocidad instantdnea del cuerpo al final de ”t”

segundos (en el instante t) y en el octavo segundo.

. Se dan las siguientes funciones de posicién del movimiento de un movil: a)
s =100 —t2b) s = —16t* + 13 c) 5t® — 50. ;Cual es la posicién del mévil en
el instante ¢t = 07

. Se da la temperatura celsius C en funcién de la temperatura Farenheit F
mediante la férmula: '

C=g(F--32)

Encontrar la razén de cambio de C con respecto a F y la razén de cambio
de F con respecto a C.

. Encontrar la razén de cambio del drea A de un circulo con respecto a la
longitud de su circunferencia C.

. A un tambor que contiene 100 litros de agua se le abre una gotera en el
tiempo t = 0, el volumen de agua del tambor, t segundos después (en el
instante t) es de

t \2
L
a) A qué razén escapa el agua de la cubeta después del primer minuto?. b)
;En qué instante la razén instantdnea de cambio es igual a la razén promedio
de cambio de V entre t = 0 y ¢t = 100 segundos?

V=(-

. Cierta poblacién de roedores asciende a:
N(t) = 100[1 + (0,30)t + (0,04)t?] (después de t meses)

;Cudnto tardara esta poblacién en duplicar su tamaio.
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10. Para el diamante, la cantidad Q(t) de calor (

11.

12.

13.

14.

15.

M.Barahona 1.

medido en Julios) necesarios
. vV - 0
para calentar 1 kg de sustancia de Q° a 70 celsius, donde @ <7 < 700

grados celsius se expresa mediante la f6rmula;

Q(T) = 0,3965T +2,081 - 107372 — 5 94 . 1 =7
a) Hallar la capacidad calérica media de] diamante en ] intervalo [¢, ¢ + At]

¥y la capacidad calérica instantinea Ci = ¢(T). b) Calcular ci(0) y c;(100) e
interpretar los resultados.

La cantidad de calor Q()

necesaria para aumentar |g tem
; 0
de agua, de 0° celcius a T

celsius, se €xpresa mediante }a

Q(T) = 4186, 68T + 8373, 36 . 10~5

Peratura de 1 kg
formula

- T? 4+ 1256 . 1g-6 73
Determinar ¢;(T') para T = 1¢° celcius.

Para el movimiento de un punto material M 5
la siguiente dependencia de] camino recorrido

z=1"41b)z = '-2’?. Hallar 1a velocidad media y

la velocidag instant
en el momento t, en ambos €asos.

Se estima que dentro de t meses la poblacién de una ciertag
serd de N(t) = ¢* 4 20t + 8000 Personas. a) ;A qug ritmo ¢,
poblacién dentro de 15 meses 7

en t=15). b) ; Cudnto cambiarg
la poblacién, durante cl décimo

‘ realmente,
sexto mes ? (en ¢ décimo sextq

mes)
Se estima que dentro de ¢ anos la tir

100¢% +400¢ + 5000 periédicos. a)
estara cambiando la tirada den DA s
ritmo estard cambiando 1, tirada 20087, ¢) § Estard gpoo:.. J9° -
decreciendo el tiraje?. ¢) ;En cys iara, realmepte
el sexto afio ? (en el sexto afi

Un objeto se mueve 8o

bre una, linea recta, de
su distancia a up pun

. Spués de ¢ min
to fijo de referencia eg de: Htos

5
D(t) = 10t + 2 _ .
( ) + i metros

a) (A qué velocidad se
instante t=4), b) ;Cuj
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1.7 El DERIVE

Al ejecutar EL DERIVE la pantalla aparece dividida en dos partes. La parte
superior, en la cual se leen las especificaciones relativas al programa y la parte
inferior en la cual se lee lo siguiente:

Command: Author, Build, Calculus, Declare, Expand, Factor, Help, Jump,
Solve, Manage, Options, Plot, Jump, Remove, Simplify, Transfer, move, Window,
Approx.

Con la barra espaciadora usted puede mover el cursor sobre cada una de las
funciones que aparecen a la derecha de Command. Para ejecutarlas, después que
el cursor este sobre la funcién elejida, es suficiente presionar la tecla Enter.

Ejemplo 8

Dada la funcién N(t) = t* — 3, calcular N(4) — N(3)
1. En Command : ponga el cursor en Author y presione la tecla Enter.

9. Aparece Author expression: Escriba N(t) := t2 — 3 y presione la tecla
Enter. En la parte superior aparece N(t) := t* — 3 y en la inferior aparece
Command. En Author presione la tecla Enter.

3. Aparece Author expression: Escriba N(3)—N(3) y presione la tecla Enter.

4. En la parte superior aparece N(4)—N(3). En la parte inferior, en Command,
presione la tecla Simplify.

5. En la parte superior aparece 7, que es el valor buscado.

. N(z)-N a1e
Para calcular expresiones como —1—3;7—@ gse debe escribir:

((N(z) = N())/(z — y)

Utilice EL. DERIVE para resolver los ejercicios propuestos
1.6°
1Para practicar los comandos usted debe consultar los apuntes » Comandos Utilitarios DERIVE”

preparado por el ayudante Manuel monasterio y, ademds, el manual de ejercicios para préctica
de DERIVE del profesor. Julio Mena.
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Capitulo 2 La derivada

Objetivos

1. Estudiar el concepto de derivada de una funcién.

2. Estudiar el concepto de limite y sus propiedades.

3. Estudiar los conceptos de continuidad, discontinuidad

4. Utilizar EL DERIVE para analizar la continuidad, dis
de una funcién.

y diferenciabilidad.

continuidad y limijte

2.1 La derivada de una funcién.,

En los ejemplos de las Paginas precedentes hemos visto que la velocidz media
4 o
se describe mediante la exnresion

La velocidad instantanea v(t)
llamaremos también la deri
la derivada hay también otr

, asf obtenida, es una funcién de »¢»
vada de 1a f

que en adelante
uncidn s y qQue escribiy

emos s’(t),
as notacioneg

Para

donde la magnitud 4 se leg » g, a de t”

Y se analiza no comg una fraccigp $ino
como una notacién abreviad, del limite de 1
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de la funcién s, con respecto a la variable t, podemos escribirla de las siguientes

formas p ( A (0
o ds 1 s(t+ At) — s(t
s(t) = dt _Altu—n’o At

La derivada de una funcién f es otra funcién f’ cuyo valor para un
numero cualquiera c es:

PN (EYUESC)

- At—s0 At

siempre que el limite exista

Si la funcién la denotamos por f y la variable independiente es x, la derivada
f!(z) expresa también la pendiente de la recta tangente a la curva y = f(z) como
una funcién de la coordenada x del punto de tangencia.

. Cémo calcular la derivada de una funcién cualquiera ?. Para calcular
la derivada de una funcién hemos seguido los siguientes pasos:

paso 1) Se forma el cociente de incrementos (la pendiente de una secante):

f(z + Az) — f(z)
Az

paso 2) Se simplifica algebraicamente el cociente de incrementos

Paso 3) En el cociente de incrementos del paso 2 se calcula limaz—.o . La expresién
resultante es la derivada f'(z), esto es:

. f(z+ Az) - f(z) ,
lim Ao = f'(z)

Az—0

Ejemplo 1 //

Halle la ecuacidén de la recta que es tangente a la curva y = i, en el punto
T =2.

SOLUCION. Para hallar la ecuacién de una recta se necesita conocer, un punto
y la pendiente. Puesto que el punto es dado, falta sélo determinar la pendiente.



28 , M. Barahone 1),

Paso 1) Formamos el cociente de incrementos:

fle+As) — f(z) _ s — 1

Az Az
Paso 2) Simplicamos la expresién:

x+lAz—;1:-_m—(x+A$)__ -1

Az zAz(z + Az) ~ z(z + Az)

Paso 3) A continuacién hacemos que Az — (-

-1
si Az — 0, entonces —_
’ .'D(.‘I} + ASI}) x2
En consecuencia la derivada de la funcidn f es:
1
!
flz) = =

Para hallar la pendiente de la recta tan

gente cuando z — 2, se calcule F(2). Por
lo tanto: .
la pendiente de 1a tangente es f(2) = _L 1
7 =7
Para hallar la coo'rdena'Qa, "y” del punto de tangencia, calculamog f(2
que f(2) = 3. A continuaciin, usando |a, forma punto Pendiente de | ) $e 9
la recta, esto es, la ecuacién de la formg, Y=Y = m(z - o), don da ecuacxonl de
(20, y0) = (2, %), se obtiene la ecuacién de la recta, En efecto; ’ cm= T4y
Y
y — 3 = —3(z — 2) o bien, y--—%n 1
Figura 1
. .l+_
Y= —iil! + 1 N%:-—-\_z__ 0

2 x
La figura (1) muestra el grifico de ], tangente. \

Observemos que la definicién de derivada exije
significa que un limite exista? iEs qué |
punto? En realidad en la definiciép de derj
conceptos: los conceptos de limite y de continuidad de 4,
grafico de una
a tangente en
€Y continuid

S 1m ort
na funcigy, Portantes
La misma figura (1) muestra ]

0 y pareciera imposible trazar up
estudia-remos las nociones de limit

funcign discontin

dicho pypgq, R "2 en el pyngg
ad de una funcigp
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2.2 Los limites

Hemos visto que la derivada es el valor al que tiende un cierto cociente de
incrementos cuando Az tiende a cero. En general los mateméticos usan la palabra
limite para representar el valor al que tiende una funcién cuando su variable tiende
un nimero especifico. Debemos decir que los limites juegan un papel central en
la matemética moderna y forman la base de un desarrollo riguroso del Calculo
Diferencial e Integral. En lo que sigue analizaremos brevemente este importante
concepto matemadtico a partir de algunos ejemplos especificos.

Ejemplo 2

Evaluar el limite de la funcién f(z) = z?, cuando z — 2. Escrito en simbolos:

lim z?

-2
SoLUCION. Estamos interesados en obtener informacién acerca del valor que po-
dria tener el limite de la funcién cuando z —» 2. Pero, cdmo podemos acercarnos
a 2 tanto por su derecha como por su izquierda, parece natural analizar esta
situacién usando valores que se aproximan a 2 de ambas formas. Hemos construi-
do dos tablas que contienen la informacién de este hecho. La primera de ellas nos
muestra el comportamiento de la funcién a medida que nos acercamos a 2 por la

izquierda y la segunda lo que ocurre cuando nos acercamos a 2 por la derecha. En
ambos casos hemos redondeado los resultados a 5 decimales. y

X z?

1,90000 | 3,61000
1,99000 | 3,96000
1,99900 | 3,99600
1,99990 | 3,99960
1,99999 | 4,00000

b4
X T* ymal
3.10000 | 4,41000 ,l,i /
2,01000 | 4,04000 Bgura 3 V.

2,00100 | 4,00400 ;
2,00010 | 4,00040 ;
2,00001 | 4,00000 SH——x
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Aunque esta no es una demostracién, podemos inferir que es casi seguro de que

lim 2% =4
z—2
Observemos que hubiesemos obtenido el mismo res

z = 2 en la funcién f(z) = z? para obtener el valor
en este caso particular la respuesta seria correcta, en
nos conduciria a ninguna respuesta o a respuestas inc

ultado sustituyendo el valor

correcto del limite, Aunque

muchos otros, 1a sustitucidn
orrectas.

Ejemplo 3

’ ’, . _1 .
Evaliie el limite de e siz—3

SOLUCION. De acuerdo al ejemplo anterior parece natural supoper que

z—-1 3-1 29

I 2
~—=3z+5 333 5= 04

X z—1

—

z+2

3,100000 | 0.41176
3,010000 | 0,40120
3,001000 | 0,40012
3,000100 | 0,40001
3,000010 | 0,40000
3,000001 | 0,40000

| Ejemplo 4 I

Evalie el limite de f(z) = @

Cuando z —,

SOLUCION. Observemos que 10 Podemos reemplagay direct
expresién dada porque ésta no tie ’

ne sentido para ¢ — 0;
para z = 0. Sin embargo la tah], g

existe y es igual a 5. En efectq,

Imite de Vzi2s

25-5
x
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X Vz+25-5
1,0000 { 0,09902
0,1000 | 0,09990
0,0100 | 0,10000
0,0001 | 0,10000

Los ejemplos nos dan una visién intuitiva del concepto de limite bastante correcta y
a menudo sugieren, con ayuda de una buena grafica, el valor de éste. Sin embargo,
a pesar de que en algunos casos sera suficiente tener una idea intuitiva del concepto
de limite, en otros, tendremos necesidad de realizar calculos y apelar a las leyes
de los limites. En el anexo A se analiza este concepto desde un punto de vista

mas formal.

Definicién. Si los valores de la funcién f(z) se aproximan mdas y mas
a un determinado numero L, siempre que X se aproxima més y mas a
algin nimero a, se dice que L es el limite de f(z) cuando x tiendea ay

se escribe
lim f(z) =L

Los limites describen el comportamiento de una funcién cerca de un punto
particular y no necesariamente en el punto mismo, esto se ilustra en las

figuras siguientes.

y  figurab y fligura? Y  figura8
4 8: I |7T-/
fa)=L Y =8x) y =£x) ’ T y=fx)
x II 4 x I : x

a

En las figuras 6, 7 y 8, el limite de f(z) cuando £ — a es igual a L. Sin
embargo las tres funciones se comportan en forma diferente en z = a. En efecto,
en la figura (6), f(a) es igual al limite L. En la figura (7) f(a) ha sido definido
artificialmente para ser diferente de L. En la figura (8), f(a) no estd definida: no

existe a ni f(a).
y y

y = f{x)

figura 9 5 m’)

3¢ — —
x . e 4

Las figuras (9) y (10) muestran dos funciones que no tienen limite cuando
z — a. La funcién de la figura (9 ) no tiene limite cuando z — a porque

|
[}
|
figura 10 :
1
)
1
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f(z) — § cuando z — a por la derecha, y tiende a 3 cuando 7 —- a por la
izquierda. Y la funcién de la figura (10) no tiene limite cu
valores de f(z) crecen sin limite y no tienden hac
que sigue escribiremos ¢ —s at y 7 —,
derecha y que tiende a a por la izquierd

ando 2 — a porque los
la ningin nimero (finito). En lo

a” para significar que x tiende a por la
a respectivamente.

teorema:
alcirr: f(z) =L im f(z) =L y ]irn+ flz)=1L
Ejemplo 5

Evalie el limite de la funcién f(z) =1 cuando ¢ —, 0
SOLUCION. ‘La funcién f(z) ¢ = 0. Analizare
f(z) cuando z —s 0 por Ia izqui

x — 0% la funcién flz) — 100, En simbolos:

_ , llmzhs()'f' 1 =
parte, cuando z — 0, entonces, f(r)

o, En o = +0o. Por otra
- En sfmbolog: lim, . 1= oo
y

figura 11 X—>p-

j"‘*’m x

La figura (11) muestra el grifico de 1y funcién f (z) = 1
x tiende a cero por la derecha la funcign crece indeﬁnid~ :
cambio si x tiende a cero por 1g 1zquierda ]a funcién creadm'en
abajo, luego la funcién no tiene limite enr =0 Lo dichCe o
sbajo, I 0 no

Se puede Ver que sj
te hacia arriba, Fp
de'ﬁnidamente hacia
S Sugiere g] siguiente

. . —‘—b\\
Si xl_l*rrl f(z) = +o0 ¥ lim f(;)t‘\

@ T—q+ - :FOO
entonces |

a funcigp no tiene limite en x=p

——
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Ejemplo 6

Investigue los limites laterales de f(z) cuando £ — 0, si

o 1 si 2>0
f(”)‘l?l"{—1 si z<0 figura 12

—‘L—( )—O'-—
I “«¢

Solucién. En la grifica de la funcién dada, fig (12), se ve que f(z) -— 1
cuando z — 0*. En cambio f(z) — -1, cuando z — 0~. En particular,
hay valores positivos tan cerca de cero como se desee y tal que f(z) =1 y valores
negativos de x, tan cerca de cero como se desee, tales que f(z) = —1. Por lo tanto
f(z) no puede acercarse tanto como se desee a ningdn valor "L” cuando z — 0.

En consecuencia de acuerdo a la definicion

. z .
lim — no existe
% fa]

Ejemplo 7

Evaluar el limite de f(z) cuando z — 0 si

1 si z#0 figura 13

f(“’)z{ 0 si =0

————
»

Solucién. El hecho de que f(z) = 1 para cualesquiera valores de x cercanos a

cero implica que

Recuerde que no importa que f(0) no coincida con el limite.

2.3 Propiedades de los limites

Los limites obedecen a las siguientes leyes algebraicas, cuyas demostraciones se
dan en el anexo B.
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2.3.1 El limite de una suma o resta

Jim [f(z) £ g(z)] = Iim f(z) = Jim g(x)

siempre que ambos limites existan

2.3.2 El limite de un producto

Jim [1(2) - o(e)) = im f(s) - i o(a)

siempre que ambos limites existan

2.3.3 El limite de un cociente

- ——

lim £(2) _ lims ., f(z)
T~—rq g(:c) hma:—»a g(m)
siempre que ambos limiteg

existan y lim, 9(z) #£ 0

2.3.4 El limite de una potencia

Sim () = Jim 7oy

para todo nidmero rea) p, si
— 2 7

————

——————

2.3.5 El limite de una constante

e ————

Sik es una constante lim % — k
I'—OQ
e—

2.4 Calculo de limiteg

Los siguientes ejemplos m

: uestran comg se
para evaluar limites de funci

o i . pueden usar v
nes polinomialeg Y racionalesg. $ Hmiteg
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Ejemplo 8

3z2-8
z~2

Halle los siguientes limites: a) litn,—,2(z%? — 3z + 1) b) lim.—o

SOLUCION a) Usando las propiedades de los limites de una potencia, de la suma
y del producto, se tiene:

lim (2% — 3z + 1) = (lim 2)? - lim 3- lim 2+ lim 1 =2" ~3(2) + 1 = —1

b) Usando la propiedad del limite de un cociente, de una potencia y de la resta,
resulta:

2.8 imgz—., 2.8 -
b) lim 3z _lim o(3z )__§

z—0 I — 2 B llm,,_.,o(z - 2) - -2=4

Ejemplo 9

Halle el limite de 3, si z — 2.

SOLUCISN. En este ejemplo la funcién se indefine en el denominador, y el limite
en el numerador es distinto de cero. Notemos que cuando z — 2%, entonces,
f(z) — +o00. Y cuando z — 27, entonces, f(z) — —oo. Decimos en este caso
que la funcién no tiene limite cuando z — 2.

2.5 La continuidad

Desde el punto de vista intuitivo podemos ver que las figuras (7), (8), (9) ¥
(10) de la pagina 31 muestran curvas que no son continuas. De hecho una curva
es discontinua en un punto cuando estd "rota” en dicho punto. Este es el caso de
cada una de las curvas aludidas.

¥ = 8x) y = §(x) 1

¢ N K-I)‘:'
L/ a x Y x 7 ; < x
v y =f(x)

figura 14 figura 15 figura 16

Las figuras (14), (15) y (16) muestran tres funciones discontinuas en el punto
r = a. La funcién de la figura (14) no es continua en z = a porque f(a) no
estd definida. La funcién de la figura (15) no es continua en z = a porque 1o
existe lim,__,, f(z). Y la funcién de la figura (16) no es continua en z = a porque
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' ] 1 imite existe. De
i f(z) # f(a), a pesar de que f(a) esta deﬁn.ld'a.”y el llrmt.L’emstetinu1
lms—ga estas consideraciones, la siguiente es una definicién de funcién con a.
acuerdo a

Definicién. Una funcién f es continua en :1:.= a
si: a) f(a) est4 definida. b) lim,__, f(z) existe.
c) lim; _,, f(.’l:) = f(a)

Ejemplo 10

. . 241 . _.
Demuestre que la funcién racional f(z) = 211 es continua en r = 3.

SOLUCION. De acuerdo a ]a definicién: a) La funcién estd definida enr = 3
y f(3) = 4. b) El lim,__,3 1 = 4 existe.

z c) El lim,__ =1 _ f(3) = 4. En
T : -2
consecuencia la funcién es continua en dicho punto,
Sin embargo se ve claramente que la funcién es discontinug, en T = 2 y, que no
estd definida para este punto. No olvidemos que la djvis

A ‘h‘"*.\"\—-&\“
Un polinomio es continug Para todo valor de X.
funcién racional algebraica

€5 continua para, todo

valor
de x, excepto para, aquellos valores de X en los cualeg el
denominador es igual a cero . )
2.6 Diferenciabilidad Yy continuidag
Conviene precisar que no todas las funciones con-
tinuas tienen derivada Para cada valor de x de su
dominio. La figura (17) muestra e] grifico de |, y

funcién valor absoluto, que siendo continug ey, to-
do su dominio no tiene derivada en g — 0. Para

explicar formalmente este hecho debemos aplicar
el cociente de incrementos 3 |a funcién

f(z)=|ml={ X sl >0

- si zT<(
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Puesto que debemos determinar la pendiente de la recta tangente a la curva en

el punto x=0, tenemos que calcular el cociente de incrementos para ambas ramas
de la funcién.

a) Para los valores de z > 0, esto es, para f(z) = « resulta:

f(:c-+Az)—f(m)=z+Ax—z Az

zlir»rclﬂ Az Az T Az !
b) Para los valores de z < 0, es decir, para f(z) = —z se tiene:
lim flz +Az)— f(z)  —(z+Az)—(-z) —Az _ . e
z—0~ Az - Az T Az

Estos resultados nos dicen que cuando calculamos la pendiente en el punto z =0
acercandonos por su lado derecho, ésta es igual a 1. En cambio cuando calculamos
la pendiente en z = 0 acercdndonos por su lado izquierdo, es igual a —1. De esta
contradiccién inferimos que la funcién f(z) = |z| no tiene tangente en z = § y por

lo tanto no es derivable alli.
Y
1
y 2 Y x

y=x3

figura 18 e x

L >’ -2-
La figura (18) muestra el grifico de la funcién f(z) = z3 a la cual no se le
puede trazar una tangente vertical en £ = 0, en consecuencia esta funcién no tiene
derivada en z = 0.

La funcién f(z) = L, cuya gréfica es la de la de la figura (19), no tiene derivada
en x = 0 porque es discontinua en ese punto. Estos ejemplos nos estin sugiriendo
que:

No toda funcién continua en un punto es diferenciable en
ese punto. Y por otra parte, toda funcién diferenciable en
un punto es continua en dicho punto.
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2.7 Ejercicios propuestos

(]

. Halle la ecuacién de la recta tangente y la ¢

cuacién de la normal a las curvas:
a)y=2v>~3z+5enel punto x = —1, b) y = (2

T = 1) - 47 en el punto
==l c)Jy=—-z+zenel puntor =0

Encuentre el punto donde la pardbola y = 22 4 22 {iene
horizontal. Halle las ecuaciones de la re

una tangente
cta tangente v la rect
curva en dicho punto.

a normal a la

Aplique la definicién de derivada para hallar f/(

ciones siguientes: a) y = (z-1% b)y =4

y = zi,

T} en cada una de las fun-

IE3 - 3;1?2. C) Yy o= L;«l-, (l)

El beneficio de un fabricante de ve
f(z) = 400015 - z)(z — 2), donde x es el precio al
a) Hallar el precio dptimo de ventas. b
para que precios las ganancias son nul

que se venden las r
) Trace el grafico de
as.

adios.
la funcién y diga

Use la calculadora mania) para

hvestigar los {imites Siguientes y despudés
compruebe los resultados algebraicamente. a) lim,_,, Y=¥9-3 b) lim 213 g
T ' fo i

4TI
Utilice las leyes de o iimites pe alus . .
' 2 y ! pdrx:)ei\a.luar los limites que se indicay a)
limz_,0(3z% — 7z + 1) b) lim, ., —L-(h_s), c) lim,_, —Ezl

227209 d) li”‘r~-.1 _i-i—_r__—z_

\ " . S z?2. 47413
Imr.._.o ey }l) Ilmm_.q \/('I' = 2)')

e) lim,_q ¥E£4=2 limg_j |1 ~ z| g)

Considere cada una de las siguientes funcione | '
: : Ea sy sop continuas en
cada uno de los valores especificados.

412 +3z—1 enzr =9 b) y = TeSpllesta,, a,) f(J") .

T"~1len ¢ = ) T42

A - . (/ g Y .

— 2z+41 2r+1 _ + : =1 fNr = | g
Y= e &) s enz =2 f)y=;’::‘-, en T = .| h

sy di
Justiﬁque su

ntes y d]ga 51 50n 0 o continya.
respuesta.

9 fe) = { ¥ 8z so

S. Justiﬁquc su

b)f(w)={ 0 si o<y

I — 51 N

L
c)f(z)z{x"*_l ; N
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2.8 El DERIVE

Al ejecutar EL DERIVE la pantalla aparece dividida en dos partes. La parte
superior, en la cual se leen las especificaciones relativas al programa y la parte
inferior en la cual se lee lo siguiente:

Command: Author, Build, Calculus, Declare, Expand, Factor, Help, Jump,
Solve, Manage, Options, Plot, Jump, Remove, Simplify, Transfer, move, Window,
Approx.

Con la barra espaciadora usted puede mover el cursor sobre cada una de las
funciones que aparecen a la derecha de Command. Para ejecutarlas, después que
el cursor este sobre la funcidn elejida, es suficiente presionar la tecla Enter.

Ejemplo 11

2

Dada la funcién f(z) = z?, calcular la derivada de la funcién utilizando la

definicién.
1. En Command : ponga el cursor en Author y presione la tecla Enter.

2. Aparece Author expression: Escriba f(z) := z? y presione la tecla Enter.
En la parte superior aparece f(z) := z® y en la inferior aparece Command.
En Author presione la tecla Enter.

3. Aparece Author expression: Escriba (f(z + k) — f(z))/h y presione la
tecla Enter.

4. En la parte superior aparece ﬁfﬂ?fﬂﬂ En la parte inferior ponga el cursor
en Calculus y presione la tecla Enter.

Aparece Calculus: ponga el cursor en Limit y presione la tecla Enter.
Aparece Calculus limit expression: Presione la tecla Enter.
Aparece Calculus limit variable: Escriba h y presione la tecla Enter.

Aparece Calculus limit point 0. Presione la tecla Enter.

© ® N = o

. En la parte superior aparece limy_.q L@i&Fﬁﬂ
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10. En la parte inferior aparece Command: Ponga el cursor en Simplify y pre-

sione la tecla Enter. En la parte superior aparece 2x que es la derivada de
la funcién propuesta.

Ejemplo 12

z3-1

Calcule limz; &=

1.
2.

® N>

z-1"
En Command : ponga el cursor en Author y presione la tecla, Enter.

Aparece Author expression: Escriba f(z) := (2% — 1):/(:5 —1) y presione
la tecla Enter. En la parte superior aparece f (z) :=

=1 v en la inferior
aparece Command. ponga ponga el cursor en Calculys Y presione la tecla
Enter.

Aparece Calculus: ponga el cursor en Limit y presione 1a tecla Enter.
Aparece Calculus limit expression: Presione la tecla Enter,
Aparece Calculus limit variable x. Presione la tecla Enter.,

Aparece Calculus limit point 0. Escriba 1 Y presione la tecla Enter.

N . 3
En la parte superior aparece lim,_,, ==L

En la parte inferior aparece Command: Pon

X ga el cursor en S; :
sione la tecla Enter. En la parte superior ap implify y pre-

arece 3 que es el l{mite buscado.

2.9 Ejercicios propuestos

Utilice EL DERIVE para comprobar los resulta,
propuestos de la pagina 39.

dos qu jerci
que cbtuvo en log ejercicios
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Capitulo 3 La diferenciacion

Objetivos

1. Aprender las reglas de derivacién de las funciones algebraicas y
trascendentes

2. Aplicar los conceptos de razén porcentual de cambio, razones relacionadas
y regla de la cadena en la modelacién de fenémenos de la naturaleza.

3. Utilizar EL DERIVE para resolver problemas que involucren el concepto de

diferenciacion .

3.1 Derivacién de funciones algebraicas.

En el capitulo 1 vimos que para analizar y comprender muchos fenémenos de
la naturaleza era necesario estudiar el concepto de derivada. En el capitulo prece-
dente estudiamos €l concepto de derivada por medio de los limites. Sin embargo
resultaria demasiado engorroso tener que calcular un limite cada vez que estamos
resolviendo un problema. Por esta razén, siguiendo el pensamiento de White-
head, desarrollaremos reglas practicas que nos permitiran calcular derivadas més
ficilmente y posteriormente utilizaremos el DERIVE para calcular dichas derivadas

"sin necesidad de pensar”.

3.1.1 La derivada de una funcion constante

La derivada de una funcién constante es cero. En simbolos

%[c] = 0 donde c es una constante
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Utilizando la definicién de derivada se puede demostrar facilmente la veracidad
de la regla anterior. En efecto, si f(z) = c, resulta:

) + Az) - f(z) c~—c___0-_
%[f(m)] = f'(z) = AL‘EO iz A:z): - ALIEO Az T Az 0

Ejemplo 1

a) Si f(z) = 10, entonces f'(z) =0
b) Si f(z) = 2, entonces, f'(z) = 0.

c) Si.f(z) = 0, entonces, f'(z) = 0.

3.1.2 La derivada de una potencia

Para deducir la regla de derivacién de una potencia necesitamos co

sarrollo de un binomio elevado a una potencia entera. Recordemos que
de un binomio y el cubo de un binomio se escriben:

nocer el de-
el cuadrado

a) (z + Az)® = 2* 4+ 224z + (Ax)?
b) (z + Az)® = 2° + 32%(Ax) + 3z(Az)? + (Az)?

Estos resultados nos sugieren la siguiente expresidn Para el cuadrado ge un
binomio elevado a un exponente entero positivo. -

¢) (@ + Az)" = 2" + nan~i(Az) + ﬂL—lg)‘m";z(Aac)

2 4 ﬂ%?!x“‘:’ (A:L')3+

sultado para demostrar la regla de derivacién
de una funcién potencial

La derivada de la funcién potencial y = gn

d
71"l = na™ !

€s:

»

3 » S
donde "n” eg un numero entero positivoe,
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Para demostrar esta regla debemos calcular el lima, o ‘x—"L-AL—)lf-(ﬂ, donde

f(z) = z™. En efecto:
lim (z + Az) — f(z)

Az—0 Am
Es decir:
im (.'B + A:L‘)" — " _ " + 'nxn—l(A:v) + [ﬂ 'n.—12 zn-z](Am)2 + -+ (Am)" —_gn
Az—0 AZ Ax

Al sumar térrminos semejantes y factorizar por Az se obtiene:

. (e+Az)r -z (Az)nz 4+ [ﬁ(";?i'ﬁ](Az) + oo+ (Az)™?
lim =
Az—0 Az Az

De esto resulta que:

lim (z+Az)" — 2" _ lim (nx"“ + [M] (Az)+ -+ (A:z:)""'1>

Az—0 Az Az—0 2

A no__ Wn
Por lo tanto lim (= + Az) z =nz" 1 40---+0=nz"!

Az—0 Az

En consecuencia si f(z) = z", entonces, f'(z) = nz""!.

3.1.3 La dérivada de una funcién por un escalar.

Otra regla de derivacién se refiere a la derivada de una funcién por un escalar.

Si "c” es una constante entonces, la derivada del
producto de una funcién por un escalar es:

d[cf(a.)]_ U
B IRA

La demostracién de esta afirmacién es relativamente sencilla, En efecto:

& oo = tim LEHEN =D iy
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Es decir:

o JEt82)= (@] _
Fler@l =c | tim JE2EDSE] - gy

I 16 ay una
d 1 constantes ﬁgura, en el denomlna dor de una fUlIClOll no
Cuan O las € . h
va.riacién esencial. En este caso eSCI'lblmOS.

=12 - £ @) = e = L)

|Ejemplo 2

M) — 5.5-1 _ &4
a) La derivada de f(z) = 2° es f'(z) = 52°-1 = 52

1
b) La derivada! de f(z) = 27 es f'(z) = Lz}-!
c) Si f(z) = 4z, entonces, f'(z) = 28z%

d) Si f(t) = 5t=%, entonces, fl(t)y= =8 .5t-8-1 = _g4-¢

bz i 5 2 l ! = . § -2 1 — 10
e)Siy=- ' cribe y = 222 lyego. ' = 2. 8,2
) Si y = *%~, entonces, se es y = 32°, luego, y 5 X

f) Si g(p) = 4p, entonces, g'(p) = 1 - 4p!-! = 40 = ¢
g) Si y = 120z, entonces y' = 120.

3.1.4 La derivada de una suma (resta) de funciones.

. er si tuvieramos que derivar yu mada por sumas
iPero, que hac e ) p ,
i roductos de otras unciones?
restas, cocientes o p

La proxima, regla establece que -
una suma (o resta) de funciones puede ser diferenciada funcién por funcién.

na funcién for

La derivada de una suma (o resta,

e T ——
) de dos o més funcig
igual a la suma (o resta) de sus d

nes esT
erivadas.

L1f(2) & g(2)] = F'(2) + ¢'(z)

—_«-\4\%
*Cuando se demostré la regla para deriyas la funcién potencial se ugg ¢] teor
valido solamente para exponentes natural

es. Sin embargo se puede

derivacién de una potencia funciona para UN eXponente " rea]” cualog

demostr

ar que |a regla de
iera
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Ejemplo 3

a) La derivada de f(z) = z* — 4—‘55?- +6 es, f'(z) = 42° — 22?4+ 0 = 42° — 252
b) Si f(z) = 4az” + bz? — 3a, entonces, f'(z) = 28az® + 2bz — 0 = 28az® + 2bz
¢) Si f(h) = 2a + 3b?%, entonces f'(h) =0

Cuando se deriva una funcién debe tenerse muy claro cual es la ”variable de
derivacién”. Asi por ejemplo, en las funciones:

a) f(z) = 5z° + 2a + 2, la variable es "x” y las demads letras son constantes, en
consecuencia f'(z) = 15z% + 0 + 0 = 1522

b) f(p) = p* — 3p + 12za, la variable es "p” las demds letras son constantes,
por lo tanto f'(p) =2p—3+0=2p -3

3.1.5 La derivada de un producto de funciones.

Supongamos que se nos pide derivar el producto y =.z3(z* + 4x). El lector
podria caer en la tentacién de derivar cada uno de los factores por separados y
después multiplicar las funciones derivadas. Esta fue la primera impresién que
tuvo Newton antes de descubrir la regla correcta para derivar el producto de dos
o mas funciones.

La derivada del producto de dos funciones es igual al producto de
la primera funcién por la derivada de la segunda, més la segunda
funcién por la derivada de la primera.

(=) @) = £() - 9(2) + F(2) - 9(a)

j Ejemplo 4 |

a) Hallar las derivadas de a) f(z) = z3(z? + 4z) b) s(z) = (1 + 2z)(='* -+ 2).
c) f(z) = =y

SOLUCION. Aplicando la regla de derivacién del producto de dos funciones
resulta:
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) 1 f( ) ( : ), €s, f’((E) =z ( T 4 4) + ¢ a2 (J} + 4.1:)

a) s T) = a;3 1.2 + 4z), entonc 3 2 34:2( -2

b) S. S(.’E) = (1 2.’1,')(1:1 2), entonces, S'(.’L') = ( —+ m)(l'zm ) -+ 2(1,‘12 l 2)
1 + -+ ] 2 ‘11

c) Observe que la funcién propuesta es una funcij

”
6n de x, por lo tanto 7y es
qa f(g) =

una constante. En consecuencia f'(z) = y.

3.1.6 La derivada de un cociente de funciones.

L la para derivar un cociente de dos funciones es algo mis complicada. Los
a reg

© suponer que la regla consistia en

la derivada del numerador dividida por la derivada de] denominador, sin embargo,
ade

pronto se dieron cuenta de que esto no era asi.

—

La derivada del cociente de dos funciones es i gu
da del numerador por el denominador menos
por la derivada del denomina.dor, dividido t,
cuadrado.

d [f(z)] _ [(@g(z) ~ f(z)g'()
= o) =

—————— "

— ——————

al a producto de la derjva-
el producto dej Numerador
odo por el denominador al

12—, donde g(;
dz | g(z [9(z)]2 onde g(z) # 0
- —ﬁ-—__~.~._\_\_‘“‘_\\

Ejemplo 5

Calcule la derivada de 1a funcién y = z'+322-4

z3-1

SOLUCION. De acuerdo a 1a regla se tiene:
/(2 4 62)(a? 1)y (e

+ 322 — 4)(3:2)
o =2

Y

Ejemplo 6

Calcule la derivada de f (z) = &:IL%ﬂ

5a
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en consecuencia podemos escribir dicha funcién en la forma y = o-(42% + 12z~ 1)
y derivarla con la regla de la suma de funciones

Siy= i—;—a(lixs + 12z + 1), entonces, y' = 15%(12:32 + 12)

Con frecuencia cuando se pide calcular la derivada de la funcién f(z) = 1 tiende
a utilizarse la férmula de derivacién de un cociente de funciones. En este caso
conviene, més bien, expresar la funcién como ‘una potencia, es decir, en la forma
f(z) = z7! y derivarla de acuerdo a dicha regla.

Ejemplo 7

Cuando la sangre sale del corazén por la arterias mayores hacia los capilares y
volver por las venas, la presién sistdlica baja continuamente. Si la presion viene

dada por la funcién
25t + 125

t2+1
donde P se mide en milimetros de mercurio y "t” en segundos. (A qué razén estd
bajando la presién 5 segundos después de que la sangre sale del corazén?

P(t) = L 0<t<10

SOLUCION. La razén instantanea de cambio de la funcién P es:

dP _ (t*+1)(50t) — (25t% + 125)(2t)
dt (12 +1)?

Multiplicando los términos del numerador y sumando tefminos semajantes se ob-

ti :
rene dP 200t

E G
En consecuencia cuando t = 5 la presién esta bajando a razén de

dP 200(5) mm
— e s——— T _1 —
dt (5) 262 748.[seg]

Ejemplo 8

Se estima que dentro de "t” meses la poblacién de una cierta comunidad sera
N(t) = 2 + 20t + 8000 personas. a) A qué ritmo cambiaré la poblacién dentro de
15 meses. b) ;Cudnto cambiara realmente la poblacién durante el decimo sexto
mes?

‘./f



48 M. Barahona 1).

SOLUCION. a) El ritmo de cambio de la poblacién es i

gual a la derivada de la
funcién. Esto es, N'(t) = 2¢ + 20. Puesto que N'(15)

= 30, se sigue que dentro de

Ryde Q= 100 ritmo de cambio de Q
P - \_\
Q

Ejemplo 9

El producto nacional bruto de un cierto pafs era de P(t) = ¢2

de dolares t afios después de 1970, a) A qué ritmo estaba carp
el afio 19757. b) A qué razén porcentua] de c;
mismo afio?.

SOLUCION. El ritmo de cambio de] P

NB es 1a der; ,
tanto el ritmo de cambio en 1975 es: ertvada P/(

) =245 pg 1o

P'(5) =2(5) + 5 = 15 billones de dolares por a7,

b) la razén porcentual de cambio del PNB en 1

975 es de-
P'(5) 15
R, =100 —2) _ 190 15 _ :
i P(5) = 190 755 = 10 por ciento por afio

En consecuencia e] PNB cambié en yp 10 por ciento ep 1975



La diferenciacion 49

3.3 Razones relacionadas.

Existen muchas aplicaciones de la derivada, en que una cierta cantidad viene
dada como una funcién de una variable, la cual, a su vez, puede ser pensada como
una funcién de una segunda variable. En tales casos, la razén de cambio de la
cantidad con respecto a la segunda variable es igual a la razén de cambio de la
cantidad con respecto a la primera variable, multiplicada por la razén de cambio
de la primera variable con respecto a la segunda.

Ejemplo 10

Supongamos que estamos inflando un globo esférico y su radio crece a razén
de 0,2 [&%] cuando r = Semn. A que razén crece el volumen V de la pelota en ese
mismo instante?

SOLUCION. Observe que para hallar la. razén de cambio del volumen del globo

con respecto al tiempo, debemos ha.llar . Sabemos que el volumen de una esfera
es: s
V= §7rr3
Utilizando el principio de las razones relacionadas escribimos:
dvV _dVdr
dt ~ dr dt
| d
Puesto que %‘-:— =4mr® y -ft— =0,2 en r = 5 resulta:
av

o =4 (5)%(0,2) =~ 62, 83 [-——]

Por lo tanto el volumen del globo crece a razén de 62,83 cm?® por cada segundo en
el instante mencionado. :
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Ejemplo 11

El costo total de la produccién de upa cierta fibrica es funcign del nimero de
unidades producidas; el cual a su vez eg funcién del nimero de horas durante el
cual la fdbrica ha estado operando. Sea el costo en dolares, q el nimero de
unidades producidas y t el nimero de horas respectivamente, Entonces:

dC
dg

es la razén de cambio del costo cop respecto al nimero de unidades producidas:
i : ’

en dolares por unidad.

r ] nes es 1gu.al a la razén de cambio del costo de
produccién con respecto a) tiempo y se escribe:

ﬁ_dqu
dt dq dt

Ejemplo 12

dy -
Hallar £ i y = 443 _ 3,2 + 1,y por otra Parte, y = ;2 +9

SOLUCION. Puesto que 9

2 ,
Ju? — 6u, y adema.s du _ 2
? dy I, se Sigue que:

dy _ dydy

» Cuando

. Puesto
dz ¥ obtenenqg.

-z2 +2)](22) = 6222 4 2)
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3.4 La regla de la cadena.

Si y = f(u) es una funcién diferenciable de u, y v = g(z) es una funcién
diferenciable de x, entonces y = f(g(z)) es una funcién diferenciable de
X, y entonces:

dy dydu

=1 © equivalentemente %{f (9(=))]=f '(u)g'(:r;)\

La regla de cadena sirve para calcular la derivada de una gran variedad de
funciones, por ejemplo, funciones del tipo y = [u(z)]".

3.5 La derivada de una potencia.

Si y = [u(z)]", donde u es una funcién diferenciable de z, y n es un
numero real, se tiene:

d
S-Z- = n[u(a:)]"_l‘—i% 0 equivalentemente %[u"] = nu™ v’
Ejemplo 13

Hallar la derivada de f(z) = (z* + 22)°.
SOLUCION. Aplicando la regla de la cddena, se obtiene:

fl(z) = 6(z? + 2z)° - (4z° + 2)

Ejemplo 14

Hallar la derivada f(z) = /(22 +2)?
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SOLUCION. Podemos reescribir la ecuacion dada en la fo

tma f(x) = [(z? + 2)°)F
(z% + 2)§. Por lo tanto:

, 2 2_ _g -1 4z
f(z) = ‘3'($2+2)° T(22) = 3(5'32‘*'2) (2z) m

Ejemplo 15

Calcular la derivada de f(z) = /lz+1

-1

SOLUCION. Observe

que podemos escribir f(z) = (E_:_)%
de la cadena resulta:

1
, ~l z+1\"2 ¢ z+1
f(m)~_2<x—-1) dTv(a:—l)

Ahora usamos la regla para derivar el cociente:

- Aplicando la regla

d (.L 4-]) _ (1‘-1)(1)-(3:-{-1)(1) 9
o - \ = . ——————
dz \z -1 (z - 1)2 (z ~1)2
Sustituyendo este resuitado en ]a, ecuacién de f'(z), ge obtiene finalmente.
L /z4+1\"? 2 (z + 1)~}
"(z) = = —_— =T 1
=32 [ e

Los problemas en los cuale

S una cantidad viepe
variable, que a su vez Puede ser escritg, como una fupc
y el objetivo es hallar 1a razon de cambio de la ¢

segunda variable, se llaman Problemas de rag
que, en realidad, estamog utilizando |5, regla de |

dada, como una funcién de una

on de una Segunda variable, -

Ejemplo 16

Un estudio ambienta] |,
que el nivel medio diario
de Paipote, seri de

echo por |,

Municipalidad de Co
de gases gy|f

urosos e e} aire, em

C(P) = W

+ 17 partes por millép

P1apo dejg ey evidencia,
anados por |, Fundicigp
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cuando la poblacién sea de p miles de habitantes. Se estima que dentro de ¢ ahos
la poblacién de la ciudad sera de p(t) = 3,1 + 0, 1t miles de habitantes.

iA qué ritmo estard cambiando el nivel de los gases sulfurosos con respecto al
tiempo dentro de 3 afios?

SOLUCION. Parece cla.ro que el objetivo es hallar s cuando ¢ = 3. Calculamos

primero las derivadas 4 dp y dt

dc 1 2 _1 d
Zl-1;_§1z;(0,5p +17)7% y 9? 0,2t

Por otra parte cuando ¢ = 3, p(3) =3,1+0,1(3)* =4

De esta forma

de 1 4
= —(4)10,5(16 17)°% = —==0,4
3 = 3 0:5018) +177% = o=
y
dp
T =0,2(3) =0,6
Y usando la regla de la cadena concluimos finalmente que:
%E = g_f@ (0,4)(0,6) = 0,24 partes por millén

3.6 Ejercicios propuestos

1. Hallar las derivadas de las sxgulentes funciones. (1]. f(z) = z*—3z? -6z [2].

f(s) =s3+2s-1[3]. y = -—-—--»1 [4]. f(t) = -4+ 4t+1[5]. m(r) = 3r—-1
[6]). p(a) = a” —3a + 13 [7] y(x)—:v———-122 [8]. p(v) =v~—%—o"[9].
s(t)=2t—% —t*—12a+b(10]. 3y =2° —2* + 273 —4z7? — 2° -:v"1+2
2. Derive las funciones y calcule ua.da, una de ellas en los puntos que se indica.
. y=2, z=112] y=-Z +Z-1 z= [.3] s(t)=t3—=2t+a, t=1
(4] 9(6) = 4°(s =37, s =0 y="55, ==} [6l.y = FF= =1
[7]. g =423(1—22—22—2), z=7[8. h= --9’43—- +2a 1, z=10[9].

w-%'—z, y = —2 [10]. f(z) = ,/a;—-i, z = 0 [11]. m(s) 28 5= -1,

3. Hallar la ecuacién de la recta tangente a la curva y = z* — 3z + 2, en el
punto z = 0.
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10.

11.

12.

13.

14.

Hallar la ecuacién de la recta tangente a la curva y = g3

. Cuando se pulsa una cuerda d

M. Barahona 13

»enel puntoz = 1.
(En qué puntos, si los hay,

tiene la curva y = 79 — 322 4 9 tangentes hori-
zontales?

Represente la grifica de y = —¢‘2 46z —
puntos donde la curva corta al eje X y do
eje.

5y halle las rectag tangentes a los
nde la tangentc eg paralela a dicho

El area de un cuadrado de lado x es A =

r?, Hallar la razén de cambio del
area respecto del lado cuando z — 4. Inte

rprete el resultado.
El volumen de un cubo de arista x es V = 23,

Hallar la razén de cambio del
volumen respecto de la arista cuando x=2, [p

terprete el resultado.
€ guitarra vibra
200v'T, donde F se mide en vibraciones por se
los. ;Cémo varia la frecuencia, al

¢on una frecuencia ' =
gundos y T ge mide en ki-
da cuando la tensidn es de 2

Halle las ecuaciones de las rectas tangentes 4] grifico de |a funcién 1
z? —4x 425 que pasan por el origen.

Halle los valores de a, b y ¢ taleg que el grafico

intersecte al eje X en log puntos A(O,o) y B(
pendiente | cuando r = 9.

ela funcisép Y=

az® 4 bz + ¢
5,0) y tenga ung t

angente con

Halle los valores de a, y b tales
f(z) = az?® + bz sea P(3,8)

que el punto m4g bajo del grafico de la funcion

Se estima que dentro de ¢ afios la tirada de un periddice local serg de C () =
100 + 400t + 5000. a) Obtenga una OXPIesion parg

2] ritmo a) ue estarg
cambiando la tirada dentro de t afios, b) (A qu¢ ritm Kk

: 0 estarg Cambiando 15
tirada dentro de 5 afiog? c) ¢En cudnto cambiarg realmente J,, tirada durante -
el sexto afio?. |

d(t) = 10t 4 O _
() +t+1’ metros

a) Obtenga una .f(')rmula, bara el ritmg 4 que estarg Cambiandg |4 Poblacién
con respecto al tl?mPO- b) ;A qué ritme estard creciendo 1 ‘
de 1 afio? c) ;Cudnto crecers r

| calmente |,
d) ;A qué ritmo estars Cambiandg



15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.
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Las ganancias anuales brutas de una cierta compaifila eran de G(¢) = 0, 1t2+
10t + 20 en miles de ddlares, t afios después de su constitucién en 1975. a)
{A qué ritmo estaban creciendo las ganancias anuales brutas de la compaiiia
en 19797 b) ;A qué razdn porcentual estaban creciendo las ganancias en ese
mismo aiio?

Los registros de bienes raices indican que t afios después de 1973, el impuesto
medio sobre la propiedad de una casa de tres dormitorios en la ciudad de
Copiapé era de I(t) = 20t® + 40t + 600 ddlares. a) ;A qué ritmo estard
creciendo el impuesto sobre la propiedad en el afio 19937 b) ;A qué razon
porcentual estard creciendo el impuesto sobre la propiedad en este mismo
ano?

Suponga que el costo total de produccién C' de una cierta fabrica es funcion
del nimero ¢ de unidades producidas, el cual, a su vez, es funcion del nimero
t de horas durante las cuales ha estado operando la fabrica. a) jQué cantidad
estard representada por la derivada 4 y en que unidades estd medida esta

cantidad. b) ;Qué cantidad esta representada, por la derlva.da 1 y en que
unidades estd medida esta cantidad? c) ;Qué cantidad esta representada por

‘fg ?u y en que unidades esta medida esta cantldad"

Determine la razén a la que aumenta el drea de un circulo cuando su radio

mide 10 cm y estd aumentando a razén de 27 [2%

LA que razén decrece el radio de un circulo con respecto al tiempo, cuando

2
su drea mide 757 em? y disminuye a razén de 27 [2-

i A qué razén disminuye el area de un tridngulo equildtero cuando su arista
mide 10 cm y disminuye a razén de 2 [£2]?

Se esta bombea.ndo aire a un balén esférico de modo que su radio aumenta
a razon de = 1[£2]. ” . Cudl es la razén de cambio con el tiempo, en =2-
del volumen del baldn, cuando su radio r mide 10 cm?

aeg ?

Utilice el DERIVE para verificar las derivadas de los ejercicios
propuestos 1, 2 y 3.

Utilice el DERIVE para trazar los graficos de las funciones y
las tangentes de los ejercicios 4, 5 y 6.

Utilice el DERIVE para graficar las funciones que modelan los
fenémenos de los problemas 13, 14, 15 y 16 e interprete los
resultados obtenidos algebraicamente.
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La derivada
de las funciones
trascendentes

3.7 La derivada de la funcién logaritmo

La funcién logaritmo natural Y = Inz tiene una derivada sencjlla Y estd basada
en el hecho de que

) n
(i) lim (1 + l) -,
N——00 n
Formemos el cociente £ z+A:x—f z

y usemos las Propiedades de [og i
. > os logaritmos. ta
como se muestra a continnacidn ¥ no tal

[(e+483) - f(2) _In(s + Ag) — Ing

1 T+ Az 3z
Ay s A:cln( . ) = In (m-}-Ax)A
z
En consecuencia se tiene que
g : f(:v+A:1:)~f(:c :
. T\ Az
(ZZ) ﬂh_r’n°° \r‘ = nllrpoo In (1 + %ﬁ)
Efectuando el cambio de variable
=% ir, 32 _ 1
n = Ag' ©S decir, 7 = = ¥ al mismo tiempo 1 n
2 &=
y reemplazindolas en la €Xpresion (ii) resylta

lim w\l ( 1>-
Az = n

n—o0 14 —
n

Utilizando ahora el limitce (1), se obtiene

[
flz -

tim feban) g

Ax ne

L
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Aplicando la propiedad de los logaritmos resulta que

1 1
==--lne=—
T z

1
E

lne

En consecuencia la derivada de la funcién logaritmo natural es

—(nz)= :—1-

dz

Ejemplo 17

Calcule la derivada de la funciéon y = 3zinz

SoLUCION. Aplicando la derivada de un producto se tiene

yl=3‘”'(i‘)+31n$=3(l+lnx) —

Para derivar la funcién logaritmo natural, cuando el argumento es otra funcién,
se recurre a la regla de la cadena.

Si u es una funcién diferenciable de z, entonces

d 1du
-d—u[ln u] = T

Ejemplo 18

Derive la funcén y = Inv/z2 + 3

SoLUCION. Aplicando la regla de derivacién de la funcién logaritmo natural,
se tiene
1 d r—~——= 1 1 z
! = ——ee e ——— 2 3 = —_—— 2:1: = -
Y (\/x2+3) dm[ @+ 3] (\/z2+3) 2\/x2+3( ) r?+3
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Con frecuencia conviene, antes de derivar, reescribir la funcién utlizando las
propiedades de los logaritmos. Esto es particularmente 1til cuando la funcién que

se quiere derivar es muy complicada. En relacién con el ejemplo anterior,

podemos
reescribir la funcién en la forma siguiente

y=ln\/x2+3<==>y=-;-ln(a:2+3)

La derivada de esta dltima funcién es més facil de realizar. Ep efecto:

1 1 4., 1

y =*"~—‘[$2]=§'m(2z)=‘-~z

z? 43

Se puede demostrar en forma ang
funcién logaritmo natural, que la der
cualesquiera es la siguiente

loga, a la demostracign de la derivada de la
vada de la funciép logaritmo, con una, base

d 1
75 /09az] = (logae);

Ejemplo 19

Halle la derivada de 13, funcién flz) = loga(:v)a:5

SOLUCION Observe que la funcién f(z) es y
n .
cando la derivada de un producto se tieng Producto de dos funciones. Apli-

1
f'(:n) = (logae;) cz5 4 log,x - 5t
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Ejemplo 20

Hallar el valor minimo de la funcién f(z) = loga(z?* + 2z + 3).

SOLUCION. Para hallar el minimo de la funcién debemos resolver la ecuacién

f'(z) = 0. En efecto

1

m)(?$+2)=0<=>x=l

fe) = o) (

Usted puede verificar facilmente, utlizando el signo de la primera derivada, que en
z = 1 hay un minimo y que dicho punto de minimo es P(~1,1).

3.8 Derivada de la funcién exponencial

Para hallar la férmula de la derivada de la funcién y = e® escribimos la igualdad
Ine* ==z

v derivamos con respecto a la variable x. Usando la regla de la cadena se obtiene

d ., d 1 d 4
“line?) = o] = =[] =1

Despejando la expresién 4 [¢*] de la segunda equivalencia, resulta
d
Rlel=¢

Las derivadas de las otras funciones exponenciales son las siguientes

) L= b &la7] = (na)e

c) £[e¥] =e*-u' d) Lla*] = (Ina)a* - '

Ejemplo 21

Halle las derivadas de las funciones siguientes: a) y = e**+6. b) y = 97%" -1
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SOLUCION. Aplicando las férmulas correspondientes, resulta:
a) y = e4z2+6 . (8.72) = 8reizi+6

b) ¥’ = (In2) - 20"V (14z) = 142 (in 2)27*~1

Ejemplo 22

Derive la funcién de distribucign normal de probabilidad

El crecimiento exponencial. Hemos viste Que una cantidad Q

' = kt
de acuerdo con una ley de Ja forma Q(2) = Qoe®, donde Qo ¥ k son constantes
positivas, se dice que experimenta un srecimiento exponencial En el siguient
ejemplo mostraremos que si una cantidad crece eXponencialmente . .tgulende
crecimiento es proporcional a sy tamarfio. » St ntmo de

(t) que crece

Ejemplo 23

Si Q(t) = Qoe*,

halle expresiones p s s
ara la razép inst
antanea ¢ .
con respecto a t, tanea de cambio de Q

Esto nos dice que la razg

Si una cantidag crece e); :

’ Ponencialmente, sy ritmo de cpmns T
es prorcional al tamaj, de la cantidad, ’Esto e;n O.dp crecimiento
entonces ' SLQ() = Qgekt

Q(t) = kQ(r)
donde k es ] .
3 Constante de Proporcionalidad
b "“‘““‘*\“\\
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3.9 Derivadas de las funciones trigonomeétricas

En lo que sigue deduciremos la férmula de la derivada de la funcién y = senz
utilizando la definicién. De acuerdo a esto se tiene sucesivamente que:

f(z + Az) = sen(z + Az) = senz cos Az + cos z sen Az

luego
f(z + Az) — f(z) = senz cos Az + cosz sen Az — sen T

es decir
f(z + Az) — f(z) = cosz sen Az — senz(1 — cos zAx)

En consecuencia

f(z + Az) - f(z) sen Az, 1 — cosAz
o = cos (——————Az ) — senz (-———-———A:n )
por lo tanto
flz + Az) — f(z) _ senA:z: 1—cosAz
A, Az dim, [eos 2(—x2=) — sen ()l

de lo cual se desprende que

fim f(z + Az) — f(z)

Az—0 Az

= (cos z)(1) — (senz)(0) = cos

En consecuencia d
' — [senz] = cosz

dz

Observe que hemos usado los hechos siguientes:

a) lim ( )=1 b hm(-—“’ff‘fl)—o

Az—0 Az—0 I

Seria interesante que usted verificara estos limites teoricamente y a continuacién los
calculara con EL DERIVE haciendo, al mismo tiempo, un gréafico de las funciones.
Por lo tanto

fl(z) = 11130 f=+ AA:Z;): ~ f(=) = CcOST

Y en consecuencia;

d

™ [senz] = cos T
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Justificaremos intuitivamente que lima,_of %ﬂ) =1y el lector puede hacer

. . l1-cos Az .
lo mismo con hmAz_.o(-Tz-—l) = 0. En efecto, recordemos que la medida en

radianes de un angulo es la longitud del arco subtendido en un circulo unitario,
cuando el vértice del angulo estd en el centro de] circulo.

senf longitud de PQ !
6 longitud de PR — © €4ando § —

es una funcién de x resulta: neony = senu, donde u
dy dydu u
Ie = dudp = cosu i
Por lo tanto
d du
. [senu] = cosy T

La obtencién de 1a derivada
varfa sustancialmente, Sin embar
trigonométricas para llegar a) mismo resultado. Asi, por ejemplo:
d

—«[cosu]:——{sen L W=, T du
dr dz (2 )] cos(2 u)(*c‘i‘m‘)

Por lo tanto

d
. [cosu] = —geny %

Si consideramos la indentida = sen_
. digu = cosu Podemog aplicar la reg) .
un cociente y obtener: 8'a para derivar
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d (cos u)(cos u) v’ — (sen u)(—sen u)u'
—[tau] =
dz [tg] cos?u
De lo cual se desprende de inmediato que
d (cos?u + senu)u’ 1 du
— [t == = g 29 ——
dz [t u] cos?u (coszu Ju' = sec’u dz

A continuacién se da, sin demostracién, un resumen de las férmulas de las
derivadas de las funciones trigonométricas.

a) & [senu] = cosu i b) £ [cosu] = —senu gu
c) & [tgu] =sectu d) £ [ctgu] = —csc®u 32
e) L [secu] = secutgu gu f) & [cscu) = —cscu ctgu qu

Ejemplo 24

Hallar la derivada de las siguientes funciones: a) y = cos2z? b)y = tg®2z
c)y=csc(f) dyy=e*cigz

SOLUCION a) Supongamos que u = 2z. Aplicando la férmula correspondiente
resulta: .

y' = —senu % = —sen 2z’ diia; [22%] = —(sen 22%)(4z) = —4zsen 2z°

b) Si hacemos u = 2z, resulta: potencia, resulta:

du

dz

¢) Suponiendo que u = §, resulta:

d
y' = 3tg°u— = 3tg’ 2z 3-;[23:] = 3tg? 2z (2) = 61g°2z

" _ t g}.‘-—--—cscfcot f—d—[f]——lcsczcot z
y' = —cscucotgu - = 3 €09 3 ozl = Tgescg oIy

d) Aplicando la regla del producto de dos funciones, se tiene:

y'(z) = e~ (—csc? z) + (ctgz)(e™*)(~2) = —e~2(csc’z + 2ctg z)



64

La diferenciacion

3.10 Ejercicios propuestos

1. Hallar las derivadas de las siguientes funciones.

a) y =2cos % d) y = /senzigz

b) y =zsenz e) y = fefloz h) y =

c) y=senzcosz f) y=zsenl i) y =
2. Hallar la derivada de cada una de las funciones siguientes.

— 42 -

a) y = tisent d)?/—“% g) y=

b) y=—z—tgz e) ¥ = (6+ 1)cosd h) y =

c) y =t ly=z+ectgse i) y=
3. Hallar la derivada de cada una de las funciones siguientes,

o) y = fanse 4) y = sz

sen\/r

g) y=

b) y=—1—ty(senz) c) y:(G—f—CSCG)\/@

f) y = Vsenaictg ¢

z

— CO0ST

z—1

C .
)y l)y:

el punto que se indica.

d) y=tgz -1

e) y=1- sech

g) v = secd4y

%:1:41‘93:

tg 2 —x?

senzx

Seczx
T

—CSCcT 4 ctgx

lgx—z

sen

9z

T

h) Y=tlgor+ 21 _

senx

ctg r—1

cosz
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3.11 El DERIVE

Al ejecutar EL DERIVE la pantalla aparece dividida en dos partes. La parte
superior, en la cual se leen las especificaciones relativas al programa y la parte
inferior en la cual se lee lo siguiente:

Command: Author, Build, Calculus, Declare, Expand, Factor, Help, Jump,
Solve, Manage, Options, Plot, Jump, Remove, Simplify, Transfer, move, Window,
Approx.

Con la barra espaciadora usted puede mover el cursor sobre cada una de las
funciones que aparecen a la derecha de Command. Para ejecutarlas, después que
el cursor este sobre la funcidn elejida, es suficiente presionar la tecla Enter.

Ejemplo 25

Calcﬁlar la derivada de la funcién f(z) = /z —1.

1. En Command : ponga el cursor en Author y presione la tecla Enter.

2. Aparece Author expression: Escriba sqrt(z — 1) y presione la tecla Enter.
En la parte superior aparece /z —1 y en la inferior aparece Command.
Ponga el cursor en Calculus y presione la tecla Enter.

3. Aparece Calculus: Ponga el cursoe en Differentiate y presione la tecla Enter.
4. Aparece Calculus Diffrentiate espression #1. Presione la tecla Enter

5. Aparece Calculus Differentiate variable x. Si su variable es x presione la tecla
Enter. Si no es asi, cambiela por "su variable” y presione la tecla Enter.

6. Aparece Calculus Differentiate order 1: Si calcula la primera derivada
presione la tecla Enter.

7. En la parte superior de las pantalla aparece 2 +/z — 1 Ponga el cursor en
Simplify y presione la tecla Enter.

8. En la parte superior de la pantalla aparece ;7%3, que es la derivada de la,
funcién propuesta.
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3.12 Ejercicios propuestos

Utilice EL DERIVE para resolver los siguientes ejercicios.

(%]

; S ] : .
Trace el grafico de la funcién f(z) = III;, * ¥ determine los intervalos donde
la funcion tiene derivada positva o negativa.

Calcule la derivada de la funcién f{z) = —E{“l—‘“l enlos puntos z = 0 v z = 2.
Analice el grafico de la funcién y diga en que puntos la pendiente de la recta
tangente es cero.

Un estudio de productividad sobre el turno matinal cn una clerta fabrica
indica que un trabajador medio que lega al trabajo a las 8 a.m. habra
d radio transistores x horas después. Trace

el trabajador alcanza su

3 ,._3 1 Ve
montado f(z) = —2° + 622 |
un grafico de la funcién v Lalle la hora en que
maximo ritmo de produccion.

Con EL DERIVE, trace los graficos de las funciones 2a). 2b) y 2¢) de los
ejercicios propuestos 3.10 v halle, en cada uno, un interval

pendiente de las rectas tangentes a Ja curva en dicho interv

o en el cual la
alo sea positiva.
e . 1 BERIVE T ¢ L, ey e . [
itace con el DERIVE la funcion y = 2?1 y determine (silo hay) un intervalo
H s g nendionie do toe Troctac - 3 R B

donde la pendiente de las rectas tangentes a la curva sean liegativas,
Considere el grafico de la funcidn y =

z° 4 2
intervalos donde la funcion tiene deriv

e |
— 62" + 22 — 5 v halle los
ada positiva. Usted puede
Para cada uno de los siguientes polinomios, trace up grafico de la funcign v
de su derivada y explique la conexisn entreellas. a) y = g + 1l — 22 4 .
b) y=8—4r — 10z% 4 ¥ + 471 4 p5

Considere la funcién y = 22 + 9 - trace (o o .
/onsie On Y = 2%+ 2y trace (s mano) el grifico de sy derivada
en el intervalo [0, 5]. Verifique sy grafico ut,

lizando e DERIVE.
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Capitulo 4 La optimizacion

Objetivos

1. Comprender el concepto de optimizacién y construir y optimizar modelos
matematicos sencillos, continuos y discretos.

2. Aprender a trazar curvas utilizando el aparato matemadtico diferencial.

3. Aplicar los conceptos de primera y segunda derivada a problemas de velocidad,
aceleracién y de otra naturaleza.

4. Aprender a derivar implicitamente y aplicar este concepto a problemas de
razones relacionadas.

5. Estudiar el concepto de aproximacién por medio de diferenciales, su interpre-
tacién geométrica y sus aplicaciones. ,

6. Estudiar el concepto de derivacién de funciones paramétricas y sus aplicaciones

7. Utilizar EL DERIVE para estudiar los conceptos de la optimizacién.

4.1 Introduccion

Hasta ahora hemos construido y optimizado algunos modelos matematicos sen-
cillos; aquellos posibles de construir y optimizar con las herramientas del dlgebra
clisica. En este capitulo aprenderemos técnicas de construccién y de optimizacién
de modelos utilizéndo las herramientas del Célculo Diferencial. En general traba-
jaremos con dos tipos de problemas: aquellos que ya estdn dados en forma de una
funcién y sélo debemos aplicarles las técnicas de solucién; y otros que ne estan
formulados mediante una funcién y se precisa una etapa adicional que consiste
precisamente en llegar a formular la ecuacién que debera optimizarse.

: Ejemplo 1 I

La Municipalidad de Copiapé estd planeando construir un érea de parqueo de
camiones de carga a lo largo de la carretera en la entrada norte de la cindad. El
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parqueo ha de ser rectangular con un drea de 5000 metros cuadrados y cercado

por los tres lados no adyacentes a la carretera. ;Cuadl es la menor cantidad de
. .. o »
cerca que se necesita para construir dicho parqueo 7

La primera etapa en la resolucién del problema es precisar lo que se quiere

na letra para representarla, En general
cantidad que se quiere optimizar. Por

ejemplo, si se quiere optimizar el perimetro, que es nuestro Caso, parece natural

usar la letra P.

El objetivo es representar la cantidad que se quiere optimizar con una funcién

r las técnicas del Cileulo Diferencial. A
Presa en forma més natyra) en términos

de dos variables; si esto es asi, se dcbe resolver ol problema de cscribir una de las

variables en funcién de la otra.

En nuestro ejemplo la cantidad que debe
mente con dos variables. Sin embargo con i
una de las variables en funcién de 1a otra.

ser optimizada se
nformacién adici
Para visualiz

€Xpresa maés natural-
onal se puede escribir

ar mejor nuestro problema
dibujamos un diagrama como el de I3, figura (1).
x
d g ‘ figure 1
——
—_—— _d_'__'__,_,r"

tra y, en cambio e] lado
cantidad que deberd ser
Ca que se requerirg,

De la figura se desprende que el perimetro es:

P=x+2y

Por otra parte el hecho de que el drea sea igual a 5000 nos

() 2y =5000, obien (i) , . 5000
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5000

P=$+2(—$——>, esdecir P=z+ 10000

Para la funcién P(z), que expresa el perimetro del rectangulo, debe existir un
valor de = que haga que dicho perimetro sea minimo. Un gréfico aproximado de
la funcién P(z) es el siguiente: '

b 4

Xo x

La figura (2) muestra que en o la funcién P(z) alcanza su valor minimo. § Cémo
hallar dicho valor utilizando las técnicas del Calculo Diferencial ? Observemos que
la pendiente de la recta tangente en z, es igual a cero, por lo tanto si derivamos la
funcién y le imponemos a dicha derivada la condicién de ser igual a cero, podemos
hallar dicho valor. En efecto: :

1000 . 22-10
Ple) =1~ 20=0 z 2000=0
T I
Pero 2 _ 10000 )
=042’ ~ 10000 =0

Las soluciones de la dltima ecuacion son z = £100

En la mayoria de los problemas de optimizacién la variable independiente esta
sujeta a restricciones, es decir, el problema tiene una interpretacién practica solo
cuando dicha variable pertenece a un cierto intervalo. En nuestro caso la variable z
debe ser mayor que cero, es decir, z €]0, +oo[. En consecuencia debemos descartar
la posibilidad de que z = —100 sea el punto donde las funcién alcanza su valor
minimo. Por lo tanto el valor buscado es zo = 100.

Estamos en condiciones de hallar las dimensiones del rectingulo cuya édrea es
igual a 5000 metros cuadrados. De la expresién (ii) resulta:

Por lo tanto el parqueo debe tener 100 metros de largo por 50 metros de ancho.
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El ejemplo anterior es bastante representativo de un
y minimos, capitulo de la matematica que resuelve e
el valor mdximo o minimo que alcanza una funcién e
reales. Note que hemos resuelto el problema basdndonos
geometricamente) de que la funcién P(z)
donde ésta tiene una tangente horizontal. E
en una forma mds rigurosa.

a aplicacién de maximos
| problema de determinar
I un intervalo de nimeros
en la suposicién (motivada
alcanza su valor minimo en el punto
n lo que sigue analizaremos este hecho

4.2 Maximos y minimos relativos

En esta seccién aprenderemos un
identificar méximos y minimos de funcj
para esbozar sus gréficos.

procedimiento sistematice para localizar e
ones y como utilizar e) concepto de derivada

En lo que sigue diremos que ¢l valor f(c)

. € un valor maximo local de
funcién f si f(c) > f(z) para cualquier x sufic

la
lentemente préxime g c. Decim

. os
también que el valor f(c) es un minimo local de f g fle)<f (z) para cualquier
x suficientemente cerca de ¢ y

ﬂc.z)-«- méx
fcy) -

un méaximo o minimo relativo (
mas bajo de un grifico de la fy

locales) no son necesaria,
ncién. La figura (4)

Una funcién se dice ¢
dice que es decreciente s;
formales:

1ue es creciente s o
Su gréfico baja
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Se dice que la funcién f es creciente en un intervalo si para dos
numeros cualesquiera z; y =, en el intervalo, resulta,

T; < 3, entonces f(z;) < f(z2)

Se dice que la funcién f es decreciente en un intervalo si para dos
nimeros cualesquiera z, y 3 en el intervalo, resulta,

Ty < T2, entonces f(z1)> f(z2)

La figura (5) muestra que la funcién es creciente para a < £ < b y para z > c.
En cambio es decreciente para z < a y b < z < ¢. Si se conocen los intervalos en
los que una funcién es creciente y decreciente, se pueden identificar ficilmente sus
maéaximos y sus minimos relativos. Un minimo relativo aparece cuando la funcion
deja de decrecer y empieza a crecer. En cambio un maximo relativo aparece cuando
la funcién deja de crecer y empieza a decrecer. En la figura (5) se ve que el grafico
de f decrece hasta que r = a. A partir de este punto el grifico empieza a crecer
hasta que z = b. la funcién decrece nuevamente hasta z = ¢ y luego empieza a

crecer. En los puntos "a” y ”c” hay minimos relativos, en cambio en ”b” hay un

maximo relativo. y
\T/l/
a |

4.4 El signo de la derivada

figura §

x
[

o — -

Con frecuencia es necesario averiguar los intervalo donde la funcién es creciente
o decreciente. Puesto que la derivada no es otra cosa que la pendiente de la recta
tangente, si la derivada es positiva en un determinado intervalo, la funcion es
creciente en ese intervalo. En cambio si la derivada es negativa en un intervalo, la
funcién es decreciente en dicho intervalo. La situacién se ilustra en figura (6). -

£{x) <0 paraiodo x

para todo
£ >0 X en el intervalo Jeb[

en el intaxvalo Ja,c| £ (xo0)

figura 6 | /

Dicho més formalmente

fYxy) <0

i
]
i
]
|
x, b

a) Si f/(z) > 0 cuando a < z < b, entonces, f es creciente para a < z < b.
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b) Si f'(z) < 0 cuando e < z < b, entounces. f es decreciente para ¢ < z < b.

Ejemplo 2|

;Donde es creciente y donde es decreciente la funcidn f(x) = 22 — 45 + 57

SOLUCION. Puesto que la derivada de la funcién es f'(x) = 2 — 4, para
determinar los intervalos pedidos debemos imponerle la condicién a la ecuacion
2z — 4 que sea mayor o menor que cero, segin que queramos saber donde la
funcién es creciente o decreciente respectivamente. En efecto: a) De flflay >0
resulta que 2z —4 > 0, en consecuencia z > 2 y por lo tanto la funcidn es creciente
en el intervalo |2, +o0[. b) De f/(x) < 0, resula que 22 — 4 < (. op consecuencia
x < 2 y por lo tanto la funcion es decreciente en el intervalo | — 00,2

L

4.5 Los puntos criticos

Puesto que una funcién es creciente cuando su derivada es positiva y decreciente
cuando su derivade es negativa, los unicos puntos en que dicha fun
un mMAaximo o minimo relativo son aquellos en que su derivada eg e, e darlends
no esta definida.

clon puede tener

Un mimero ¢ que estd en el dominio de una funcion se liiwl[_}d valor

critico de f si f'(¢) = 0 o f'(¢) no existe. Y ol punto (¢, f(e)) se
llama punto critico de { )

Observemos que no todo punto critico corresponde

necesariamente a un 5 *
i e 3 . . ) / unto
de maximo o de minimo. En efecto, la figura (8) Y

Imuestra que para z = () '
,  mi a 2 = 0 resulta
que f'(0) = 0 sin embargo el punto {0,0) no s un punto de tXlremo
¥y figura Ta ¥ figura Th »
. N f'ix)=<0 i Para todo x
) X<¢g
x=<¢ f‘(x)c’.l] \ f'(x):sﬂ o f'(x)bl)
Xx>c x>c “—JI: F
[ ! x — " — figura §

Si el signo de la derivada es positivo

a laizquierda de
a la derecha del punto eritico entonces e

I punto critico

Ipunto critice Y negativo
otra parte, si el signo de la derivada es 1o

€5 U MAaximo rel

' : ative. Por
gativo a la izquierda del

punto critico
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y positivo a la derecha, el punto critico es un minimo relativo. Si el signo de la
derivada es el mismo a los dos lados del punto critico, el punto no es de maximo
ni de minimo relativo. El siguiente ejemplo ilustra esta aseveracion.

Ejemplo 3

Demuestre que la funcién f(z) = 2 — z3 tiene un punto critico pero no es un
maximo ni minimo relativo.

SOLUCION. La derivada de f es f/(z) = —3&* Imponiéndole la condicién
de que f'(z) = 0 resulta la ecuacién 3z2 = 0. Cuya solucién es = 0. En
consecuencia z = 0 es un valor critico y el punto P(0,2) es un punto critico. Sin
embargo observe que:

f'(:c)< 0 para z <0 ¥

d \ £1x)<0
X} <

f'(z) <0 para z >0 5| paratodo x30
En consecuencia el punto P(0,2) \
no es un punto de extremo. 7 x
La figura (9) nos muestra la \
situacion.

figura 9

IEjemplo 4 I "

Las figuras (10) y(11) muestran dos funciones con extremos donde la derivada

no esta definida.
y

Sgura 11
£'(cy) no estd ¥ f '(co).no estd
definida definida
/ h flgurs 10
NS <
M €0 N\ i
£0)no estd
4.6 Esbozo de curvas definida

Hemos visto la importancia de tener un grifico aproximado de la funcién que
estamos estudiando. Todas las observaciones precedentes nos sugieren un método
general que podemos usar para trazar graficos aproximados de las funciones que
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deseamos optimizar. El siguiente cuadro nos da una serie de reglas que podemos
seguir cada vez que queremos trazar el grafico aproximado de una funcién.

1. Halle la derivada de la funcién y resuelva la ecuacién f’ (z) =0
para la variable z. Sustituya los valores de z en la fu
para obtener las coordenadas de los puntos criticos.

los valores de z para los cuales la derivada Do exista o no esté
definida.

ncién f
[ncluya

2. Marque los puntos criticos en el grafico. Estos son los unicos
puntos en los que pueden aparecer extremos relativog,

3. Determine donde la funcién es creciente o
el signo de la derivada en un pe
valores criticos.

decreciente verificando
queno intervalo que contenga los

4. Trace el gréfico de forma que crezca,

en los intervalos en log que
la derivada es positiva, decrezca en

los intervalos en los que la

derivada es negativa y sea, horizontal donde f(z) = 0.
Ejemplo 5
Considere la funcién f(2) = 22% + 322 — 19, _ 7

donde la funcién es creciente Y decreciente. Halle Sus extremo
su grafico.

SOLCUIGN. 1) Calculamos 1a, derivada f'(z) = 642 16z
.. = or - 12

6w2+6$~12=6(z+2)(z~1)=0

z . ¢ -
X~ — Vv r
Por lo tanto los valores criticos son ¢ = .9 . on e .
T g = y &= 1. En consecuencia los puntos
crtioos son (=2, £(-2)) = (=2.13) y Byt (1)) = (1 S pumtos

2) Empezamos el grafico de la fungigy dibujando los Puntos P

: 1Y P oen el
s. No olvide que en estos puntos |a :

funcién tiene
gmentos sobre los puntog criticos para,
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3) Para determinar donde la curva es creciente o decreciente verificamos el
signo de la derivada en torno a valores cercanos de —2 y de 1, tanto a su derecha
como a su izquierda. Observamos lo siguiente:

i) f(=2,1) >0y f'(—1,9) < 0. Esto nos dice que la funcién es creciente a la
izquierda —2 y decreciente a su derecha. Por lo tanto P, es un maximo relativo de
la funcion.

ii) £(0,9) < 0y f(1,1) > 0. Esto nos dice que la funcién es decreciente a la
izquierda de 1 y creciente a su derecha. Por lo tanto P; es un minimo relativo de
la funcién.

El siguiente cuadro de variacién muestra el comportamiento de la funcién
f(z) =22+ 322 — 12z — 7 en su dominio.

T ]—oo,=2[-21-2,1[ 1 || ]1,+oof
signo de f'(z) + - +
7(=) 7 S 7
La tabla muestra claramente que los valores criticos éon z=-2yzxz=1yque

la funcién crece ( /) en los intervalos | — 00,2[ y |1, +0o0[, decreciendo ( \, ) en
el intervalo ] — 2,1[. La figura (12) muestra el grifico aproximado de la funcién f.

- - $13

Ejemplo 6 figura 12

ne - -~ -

Trace el gréfico de la funcién f(z) =2+ (z — 1)

1) La derivada de la funcién { es f '(z) = 3(1 — )?. La solucién de la ecuacién
3(1—z)? = 0 es x=1. En consecuencia el dnico punto critica es P(1, f(1)) = (1,2).

2) Empezamos el grafico de la funcién dibujando el punto critico en un sistema
cartesiano de coordenadas.
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3) Para determinar donde la funcién es creciente o decre
signo de la derivada para valores muy cercanos al valor critic
como a su izquierda.

ciente analizamos el
0, tanto a su derecha

Observe que f'(0,9) > 0y f'(1,1) > 0, por lo tanto la funcién es siempre
creciente. Esto significa que el punto critico no es Punto de méaximo ni de minimo.

El siguiente es el cuadro de variacién de la funcién f(z) = 2 + (z—1)3,

z |- oo, 11 i1 ]1,+oo[
signo de f'(z) + +
f(z) /" /

/ figura 13
_—ﬁf/___
H

AR )

La figura (13) muestra el grafico aproximado de la funcién f(z)

=24 (z~- 1)3,

4.7 Maximos y minimos absolutog

En la mayor{a de los problema,
minimo absoluto o maximo absol
mas que un miximo o minimo re

s practicos de o
uto de

lativos.

ptimizacidn e] objetivo ¢

t s hallar el
una funcién particylay en algin

intervalo,

El méximo absoluto de una, funcién sobre un intervalo eg e mayor valor de ] -
funcién en ese intervalo, Y el minimo absoluto sobre up intervalo eg el menor valor
de la funcién sobre dicho mtervalo.

—

- I I
. Supdngase que f(c) es o] valor maximo o minimo absolytg de
la funcién f en el ntervalo [q, b).

! q Entonces ¢ es o
unto critico de f o uno \
P f Qe los extren_mf aob

bien up

e identificar los extremos absolutos de funciones continuas soby
dos. : 4
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1. Halle los valores criticos z de f, en el intervalo cerrrado [a, b).

2. Calcule f(z) en esos valores criticos y ademds en los extremos
z=ayz="b

3. Seleccione los valores mayor y menor de f(z) obtenidos en
el paso 2. Estos son los maximos y minimos absolutos
respectivamente.

Las figuras (14), (15), (16) y (17) muestran graficos de funciones que ilustran
los conceptos de maximos y minimos absolutos.

"

y Yy
Sgura 14 . figura 15
~ t
\ :
[]
i N A '
: P | .
a b x a b
el miximo absoluio coincide el mdximo absoluto
con el méximo relativo egid en un extremo
y figura 16 4 figura 17

<
!

,.
\ o L
e N, v s

x : | x
b a b
el minimo absoluto coincide el minimo ahsoluto
con el minimo ;ehtivo . estd en un exiremo

Ejemplo 7

Halle el méximo y minimo absolutos de la funcién f(z) = 22° + 3z® — 122 — 7
sobre el intervalo cerrado [—3,0].

SOLUCION. Calculando la derivada y haciéndola igual a cero se obtiene
f'(z) = 6(z* + 6z —12) =6(z +2)(x —1) =0
Las soluciones de la ecuacién anterior (valores criticos) son £ = -2y z = 1.

Observe que de estos dos valores, solamente z = —2 pertenece al intervalo
cerrado [—3,0]. Calculando f(z) en z = —2 y en los puntos extremos z = ~3 y

)(5 vy
S yner
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z = 0 se obtiene:

f(=2)=13, f(-3)=2  j(0)=-7

Comparando estos tres valores, se
el intervalo —3 < z < 0 es f(=2)
figura muestra (18) este hecho.

puede concluir que el miximo absoluto de f en
= 13 y el minimo absoluto es f(0) = -7, La

Y

P13

Ejemplo 8

Durante varias semanas el Departamento de Carreteras del

. le Ministerio de Trans-
porte ha estado registrando la velocidad del tréfico en una de |

s(t) = 2t — 21£2 + 60t + 40 {%] donde t es
i En que momento entre la 1;00 y las 6;
momento es mas lento ?

SOLUCION. El objetivo es hallar el

Maximo y e} minimo ab
s(t) en el intervalo 0 <z<6. A parti

\ solutos de ]a funcién
r de la derivada

s'(t) =6t — 494 4 60 = 6(t ~2)(¢t — 5

Resolviendo la ecuacién 6(t — 2)(¢ — 5)

)

=0, se obtienen ]og valores criticos
t=2 y (=35

ambos pertenecientes al intervalo cerrade (1,6].

Calculamos ahora s(t) para

estos valores de t
y t = 6 del intervalo. Se obtien

Y ademis en jog eXtremos ¢ = |
€ que .

S(]) = 81 3(2) = 92 3(5) = 65 3(6) =76
Como el mayor de esos valores eg s( 2_)

. ” =92y el menor eg s(5)
cluir que el tréfico se mueve més ¢

s == 65 Odem S C -~
apidamente g ]ag 2;00 p.m, P o8 con

Cuando sy velocidad
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es de 92 % y mas lentamente a las 5;00 p.m, cuando su velocidad es de 65 %
La figura (19) muestra el grifico de la funcién s(t) = 2t3 — 21¢2 + 60¢ + 40

8(1) figura 19

Ejemplo 9

Cuando usted tose, el radio r de la traquea decrece afectando la velocidad del
aire en ella. Si rg es el radio normal de la traquea, la relacién entre la velocidad v
del aire y el radio r de la traquea durante un estornudo viene dada por una funcién
de la forma

v(r) = ar®(rg — )

donde a es una constante positiva. Determine el radio r de la traquea para el cual
la velocidad del aire es mayor.

SOLUCION. Debemos determinar el intervalo en donde el fenémeno de contrac-
cién de la traquea tiene sentido. Observe que el radio r de la traque contraida no
puede ser mayor que el radio normal ro; es decir, debe ocurrir que 0 < r < 7o.
En consecuencia debemos determinar el miximo absoluto en el intervalo cerrado

[0, 7o)

Diferenciando la funcién s(r) e igualdndola a cero, se obtiene
§'(r) = —ar’® + (ro —r)(2ar) = ar(2ro — 3r) =0

De esto resulta que

' 2
ar(2ro —3r)=0<=>r=0 o = 3T

Ambos valores de r estdn en el intervalo [0,70] y uno de ellos (el cero) es al mismo
tiempo un extremo del intervalo. Sin embargo sélo uno de ellos es el maximo
absoluto. Calculando s(r) para esos valores de r, y también en el extremo v = To

se obtiene
2 4a

s(0)=0,  alzre)=rs, s(ro) =0
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Comparando estos valores se puede concluir que la velocidad del aire es maxirna
cuando el radio de la traquea contraida es %ro, esto es, cuando es igual a % del radio
de la traquea sin contraer. En la figura (20) se esboza un grafico de la funcidn.
Observe que las intersecciones con el eje r son evidentes a partir de la ecuacion

"

ar*(ro —r) =0

{fy
!
Cw
L
?
i
1
|
1
|
l
!
|

|

figura 20

Ejemplo 10

Una caja abierta de base cuadrada debe tener 108 centimetros cuadrados de
superficie. j, Cudles deben ser las dimensiones de 1a caja para que sy volumen sea
maximo 7

SOLUCION Debemos precisar, en primer lugar, lo que queremos optimizar. En
este caso deseamos optimizar el volumen=de una caja de base cuadrada (fig. 21)
- . . .. 1 .
es decir, optimizar la funcién

Observemos que la caja esa abierta y que su i
superficie es igual a 108 cm?. Expresamos " figura 21
esta idea mediante la ecuacién .

|

(22) S ==z +4dzh =108

bl

S =108 em2

Notemos que hemos logrado ¢Xpresar las condiciones de
dos ecuaciones con dos variables. El siguiente paso es e
una ecuacién de una tuica variable,
ecuacién (ii). Es decir

I problema mediante

Xpresar e ol
Para ello desperp e o C) volumen mediante
ra ello despejamos h en funcién de 2 eq la

dah =

Sustituyendo este valor de b en la ecuacign (i) se obtiene
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108 — z? z3
Viz) =22 | ———— | = -
(z) ==z ( ype ) 27z 1

De acuerdo a las condiciones del problerna la variable z estd sujeta a la restric-
cion .

0<z< V108

En consecuencia los valores criticos de la funcién V(z) deben pertenecer a dicho
intervalo. Calculando la derivada y haciéndola igual a cero, se obtiene

d 322 — 3g2
Voo 32 0 1837 s 108 - 322 =0
dz 4 4

De la ecuacién 3z? = 108 se desprende que z = 6.

Para determinar si el valor critico hallado corresponde a un punto de maximo
debemos verificar el signo de la derivada, tanto a la izquierda como a la derecha
de z = 6. Se puede verificar ficilmente que

fi(z) >0 s <6 yque f'(z) <0 si z>6

En consecuencia el punto de méximo lo alcanza la funcién cuando z = 6. Esto
significa que los lados de la base de la caja miden 6 cm. Para determinar su altura
reemplazamos este valor en la ecuacién

-

2
b= 108 — z
4x
De donde resulta que
' h_108—36_7_2___3
ST Tt

Por lo tanto la caja de base cuadrada mide 6 centimetros de lado por 3 centimetros
de alto.

4.8 Optimizacién de funciones discretas

El préximo ejemplo es una aplicacién del Calculo a un problema practico que
requiere de una anlisis adicional para obtener una solucién satisfactoria.
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Ejemplo 11

Una compaiifa de buses de la ciudad de Mendoza (Argentina) desea promover

el turismo hacia Copiapé ¥ para ello alquila buses de 50 plazas a grupos de 35 o
mas personas en las siguientes condiciones:

a) Si el grupo contiene exactamente 35 personas, cada persona paga 60 dolares
por pasaje.
b) En grupos mayores la tarifa de

todos se reduce en 1 dolar por cada persona
que sobrepase las 35.

i Cudl es el tamaifios del grupo para el cual los ingresos
méximos ?

de la compaiia sean
SOLUCION. Parece claro que la cantidad que deb

€mos optimizar es e] ingreso
de la compaiifa. Si llamamos T aj ingreso, tenemos |

o siguiente
I = (ndmero de personas del grupo)(tarifa Por persona)

Si representamos por 7 el ndmero

de personas que exceden de
las siguientes igualdades:

35, entonces tenemos

a) Nimero de personas en ol grupo = 35 + p
b) Tarifa por persona = 60 — 4
En consecuencia la funcién ingreso es I(z) = ( )

el nimero de personas que exceden de 35

~z). Como z representa
entre 35 y 50, se sigue que

» ¥ el tamagio totg] del grupo debe estar

35 <z <50
En consecuencia e] objetivo es hallay e] maximo absolyte de la funcigy I{z) en el
intervalo cerrado [0,15). Resulta entonces que
I'(a:)=25-2:c=0<:)x= 22:12,5

2
valor

R(12,5) = 2956,25 gy

Puesto z = 12,5 eg un valor critico, analizamos este
R(0) = 2100,

De esto se sigue que el m
cuando z = 12,5 Pero ey

junto con g = Oyzx-=15
15) = 2250

en el intervalo

[0, 15] aparece
be ser un nime
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En consecuencia se sigue que z = 12, o bien z = 13, es el valor éptimo de z
que se esta buscando. Finalmente, como

1(12) =2256 y I(13) = 2256

se puede concluir que el ingreso de la compaiiia de autobuses serd mayor cuando
el grupo contenga 12 6 13 personas por encima de 35; esto es, para grupos de 47
0 48 personas.

Una cuestién importante de hacer notar es que el grifico de la funcién I(z)
es realmente una colecciéon discreta de puntos correspondientes a los valores
enteros de z tal como muestra la figura (22). Pero, como no puede usarse el Célculo
Diferencial con una funcién de naturaleza discontinua, se supuso que se trataba
de una funcién diferenciable que estaba definida para todos los valores de = en el
intervalo [0, 15] y unimos los puntos de acuerdo a la figura (23). Después de aplicar
las técnicas del Calculo, al modelo continuo, se obtuvo una solucién matematica
que no era la solucién del problema préctico discreto, pero que nos sugirié
donde buscar la solucién practica.

I(x) I(x)
figura 22 ! figura 23

[
— N? -
R R
"

'

4.9 Ejercicios propuestos

1. En los siguientes ejercicios determine los intervalos donde la funcién dada es
creciente y decreciente. Halle sus extremos relativos y dibuje el grafico.

a.)f(a:)--a:——4a:+5b)f(z) z3 + 322 1c)f(:v)=a:3-—3x—4d)
f(z) =% — 9z — 2 e) f(z) = z° — 5z* +100f)y 8:1: + 622 +5g)
f(z) = 10z® + 24z° + 15z* + 3 h) f(z) = z+2 i) f(a:) 3_1 i) f(z) = xa_g
k) f(z) = 622 + 290 1) y = 1 + 23 m) y = ¥

2. Esboce el grifico de una funcién que tenga las propiedades siguientes a)
f'(z) > 0 cuando z < —5 y cuando z > 1. b) f'(r) < 0 cuando -5 <z < 1.
Af(=5) =4y f(1)=-1 |
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10.

funcién y = az? + bz + ¢ se encuentra en — .

La optimizacidén

Esboce el grifico de una funcién que tenga las propiedades siguicntes a)
f'(z) <0 cuando 2 < =1 b) f/(z) > 0 cuando —1 < 2 < 3 y cuando z > 3.

c) f((=1)=0y f"(3) =0. )

Esboce el grifico de una funcién que tenga las propiedades siguientes a)
f'(z) > 0 cuando —1 < z < 3 y cuando z > 6. b)

f'(z) < 0 cuando r < —1
ycuando3 <z <6. ¢) f(~1)=0y f'(6) =0 4) f'(z) no estd definida en

Demuestre, usando las técnicas del Célculo, que el extremo relativo de la

Cuando se producen ¢ unidades de un cierto articulo, el costo total de la
fabricacién es de C(q) = 3¢ + 5¢ + 75 pesos. | A que nivel] de produccién
serd menor el costo medio por unidad ?. Considere que el coste medio por
unidad A(g), es igual al costo total dividido por el nimero de unidades
producidas.

En las siguientes funciones halle el m4x

11 . 1Mo y el minimo ab
de la funcién dada en el intervalo espe

solutos (silos h
cificads, os (si los hay)

a) f(z) =z’ +4z+5;en -3 <z < |, b) f(z) = 234 3,2 1. .
¢) flz) = 25 - 5zt 4 1, en0 <z <5 d)f)( +3z +1lien -3 <4 <2

fley=z+ Y ena >0 f)f(w)z“l]‘;en"c>3 +raen23.1 < 3de)
z . z T > 0.

Un fabricante puede producir radj
cada una y estima que si se vende

cucha de los habitantes de
medianoche. El estudio i b
cal que ha sintonizado Radi ; : nlaje de Poblacig
fz) = §(=22% 4 2722 _ 108, , )
pom. y medianoche euts escucha:d??i'raz)io"eEn qué moment,
i En qué momento entre lag 5 p.m.y media,n‘

numero ?
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Hay 320 metros de valla disponibles para encerrar un campo rectangular. ;
Como deberia usarse esta valla para que el drea encerrada sea maxima ?.

Demuestre que de todos los rectdngulos con un perimetro dado, el cuadrado
es el que tiene mayor area.

Pruebe que de todos los rectdngulos con area dada, el cuadrado es el que
tiene el menor perimetro.

Se ha solicitado a un carpintero que construya una caja abierta de base
cuadrada. Los lados de la caja costardn 300 pesos por metro cuadrado, y la
base costard 400 pesos por metro cuadrado. ; Cudles son las dimensiones
dre la caja de mayor volumen que puede ser construida por 24 000 pesos ?

4
La concentracién de oxigeno en un estanque contaminado con un residuo
orgénico esta dada por la ecuacién

2—
Fot+l 0<t<L 400

f(t)'—“‘?;;i-—, <t<

donde t es el tiempo en semanas. a) ; Cuidndo se alcanza la concentracién
mas baja de oxigeno ? b) ; Cudndo se alcanza la concentracién mas alta de
oxigeno ?

Se lanza un objeto verticalmente hacia arriba desde el suelo, de modo que su
altura h en el instante ¢ estd dada por h = —16t2 + 144¢, donde % se mide en
metros y ¢ en segundos. ; Cual es la méxima altura que alcanza el objeto ?

Se ha determinado que la concentracién C de una cierta sustancia quimica en
la sangre, tras ¢ horas de ser inyectada en el tejido estd dada por la funcién

3t
27 4¢3

C =

Determine el momento en que la concentracién de la sustancia es maxima.

Determine dos nimeros reales cuya diferencia sea 20 y su producto sea
minimo

Encuentre el punto (z,y) de la recta 2z +y = 3 que estd mas cerca del punto
(3,2)

Considere la funcién f(z) = V22 + 4 +3In(z ++/2? + 4) y halle los intervalos
donde la funcién es creciente y decreciente.
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21.

22.

23.

24,

26.

27.

5. Utilice el DERTVT, para grafic

La optimizacidy

Dada la derivada de una cierta funcién, trace el grifico de f.

3
@) = 23
V222 4z 1

¢ En que punto la funcién dada no tiene derivada ?

f(z) = (x+1)3

(z-1)

Use el DERIVE para graficar Ja funcién dada
i s creciente la funcién ?, ; es decreciente ?

[22 — |
f(z) =2 m

Use el DERIVE para.gra,ﬁcar la funcién dada ¥y estime su dominio y rango.
i Es creciente la funcién ?, i es decreciente ?, ¢ €N que puntos la funcign no
es derivable ?

[ =z

y estime su dominio y rango.

el DE . ar la funcign dada y determine Jog puntos en
que la funcién no es derivable.

o) = /L=
z

Utilice el DERIVE bara graficar la funcigy dada y ¢ :
et 5 3
que la funcién no es derivable, Y determine log puntos ¢n
1 — 74
z

Utilice el DERIVE para, g

: raficar Jag funciones dadas y dete
€n que no son derivables,

rmine los puntosg

DIE) =iz 4le) 4 o) linal

hm.:t\ L
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Sir Isaac newton (1642-1727)

Los aiios 1685 y 1686 fueron de gran importancia para la humanidad. Newton a
los 44 afos de edad, habia concluido casi la totalidad de su obra. El gran astrénomo y
amigo de Newton, Edmund Halley leyd, en abril de 1686 ante la Royal Society
un discurso sobre la gravedad y sus propiedades, en el cual destacaba que: "lsaac
Newton ha encontrado la explicacién de los movimientos celestes, tan ficil y natural,
que la verdad se impone sin discusién alguna”. La extraordinaria obra que contenia
estos hechos aparecid con el titulo de Philosophiae Naturalis Principia Mathematica,
(Principios Matemiticos de la Filosofia Natural ) en la cual desarrolla su teoria de la
gravitacién universal. El siguiente es un resumen, escrito por Newton, del prefacio de
dicha obra.

Prefacio de Newton a la Primera Edicién de Philosophie Naturali
. Principia Mathematica

Segiin cuenta Pappus, los antiguos consideraban de la mayor importancia la me-
canica para la investigacién de las cosas naturales, y como los modernos — rec-
hazando formas sustanciales y cualidades ocultas — intentan reducir los fenémenos
de la naturaleza a leyes matemiticas, he querido en este trabajo cultivar la
matemitica en tanto se relaciona con la filosofia. Los antiguos consideraban
' dos aspectos en la mecdnica: el racional, que procede con exactitud mediante
demostraciones, y el prictico. Pertenecen a la mecanica prictica todas las artes
manuales, de las que tomé la mecdnica su nombre. Pero como los artifices no
trabajan con absoluta exactitud, llega a ocurrir que lo perfectamente exacto se
llama geométrico, y mecanico aquello que no es exacto. Sin embargo, los errores
no deben ser atribuidos al arte, sino a los artifices.

Pero yo considero la filosofia mas que las artes y no escribo sobre potencias ma-
nuales, sino naturales, tomando ante todo en cuenta las cosas que se relacionan con'
gravedad, levedad, fuerza elstica, resistencia de fluidos y fuerzas semejantes, tanto !
atractivas como impulsivas; por consiguiente, ofrezco esta obra como principios
matematicos de la filosofia, pues toda la dificultad de la filosoffa parece consistir
en pasar de los fendmenos de movimiento a la investigacién de las fuerzas naturales,
y luego demostrar los otros fenémenos a partir de esas fuerzas.

A eso apuntan las proposiciones generales de los dos primeros libros. En el tercero
proporciono un ejemplo de esto en la explicacién del Sistema de Mundo, pues
mediante las proposiciones demostradas matemiticamente en los libros precedentes
deduzco en el tercero de los fenémenos celestes la fuerza de gravedad con las cuales
los cuerpos tienden hacia el sol y los diversos planetas. -
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Luego, a partir de esas fuerzas, mediante otras proposiciones
matemdticas deduzco los movimientos de los planetas,
el mar. Me gustaria que pudiésemos deducir el resto de lo
raleza siguiendo el mismo tipo de razonamiento a partir d

igualmente
los cometas, la juna y
s fendémenos de la natu-
e principios mecinicos.
En efecto, muchas razones me inducen a sospechar que todos ellos pueden depen-
der de ciertas fuerzas en cuya virtud las particulas de los Cuerpos — por causas
hasta hoy desconocidas — se ven mutuamente impelidas unas hacia otras y se unen
en figuras regulares, o son repelidas y se alejan unas de otras.

Siendo desconocidas estas fuerzas, los fildsofos han investigado en vano la na-

turaleza hasta hoy; pero espero que los principios aqui expuestos arrojaran cierta
luz sobre este método de filosofar, o sobre alguno més veraz.

En la publicacién de esta obra, el excepcionalmente perpicaz y eruditisimo sefior
Edmund Halley me ayudd no sélo a corregi

, continuamente me I3
que mds tarde — debido a su amable est{
a la publicacién.

Pero después de empezar a considerar las desigualdades de los movimientos lunares

y entrar en algunos otros problemas relacionados con |as leyes y medidas de la
gravedad y otras fuerzas y las figuras que descri

scribirfan Cuerpos atraidos de acuerdo
con leyes dadas, y el movimiento de cuerpos pluarales entre sj: of movimiento de

tes, pospuse la publicacig

r todo el conjunto.
Lo relacionado con los movimientos lunar

en los corolarios de la Proposicién LXVI,
y demostrar nitidamente las diversas cos
prolijo de lo que el tema merecia, i i S Otras propacic: ..

Preferi insertar en lugares menos ; oy eiciones,
resto, antes que cambiar el ny
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4.10 La segunda derivada

En muchos problemas practicos se busca determinar cuando el ritmo de cambio
de una cantidad es maxima o minima. Por ejemplo, el propietario de una fabrica
puede querer determinar cuando un empleado estd trabajando con maxima eficien-
cia, es decir, cuando el ritmo de produccién del empleado es maximo. Un ingeniero
de trafico puede querer saber cuando se mueve mds lentamente o mas rapidamente
el trifico de una carretera, un economista puede querer predecir cuando crecera,
el ritmo de la inflacién, un fisico puede querer saber el ritmo de cambio de la
velocidad de una particula con respecto al tiempo; es decir, puede -querer saber
cudl es la aceleracién de la particula.

Si queremos saber cuindo es maximo o minimo el ritmo de cambio de una
funcién debemos calcular la derivada de su derivada, es decir, la segunda derivada
de la funcién y a continuacién maximizar o minimizar ese ritmo de cambio usando

las técnicas de optimizacion.

La segunda derivada de f es la derivada de su
derivada f' y se representa con el simbolo f".

. . . ) 2
La segunda derivada se representa con frecuencia mediante el simbolo %2—%, en

vez de f”.

Ejemplo 13

Calcule la segunda derivada de f(z) = 24 - 32% + 9z — 8.

SOLUCION. Calculamos la primera derivada

fi(z) = 42° — 9z® + 2

. .2 . 2 7
a continuacién derivamos la funcion f'(z)

f(z) = 12z% — 18z

Ejemplo IEJ

Calcule la segunda derivada de la funcién y = (5z* — 4z)*
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s - r 2t .d_u_‘, Bt 4 39 ...3__1 :
SoLucCION. La primera derivada de la funcidn g ot e {5 i:c)} (..iUJL )
il de : 10 de funciones anto
La segunda derivada es la derivada de un producto de funciones. Por o tar
o

4 = 1'2(:_'3:7,"l — 41‘)""(201‘3 = 4)(20;r3 —4) + 4(52" — 41_)3(60:);2)
B

=

4.11 La segunda derivada y la productividad
maxima de un trabajador

El nimero de unidades que puede producir un trabajador industrial en o horas
viene dada por la funcién cuyo grafico es el de la figura (29)

Q(x)

f;/_//.__: ]
X,

Il gréfico muestra que al principio el ritnio de produccidn e

a medida que el trabajador se afirma en su rutina. [,]

trabajador opere o

— x

s bajo, pero aumenta
€ga un momento eq que ¢l

chelencia maxima, después de lo cual aparece |

a fatiga y ¢l
ritmo de produccion decrece.

El momento de eficiencia maxima, llamado a veces punto de lgg beneficios
on es mnayor,

a concavidad de |

crecientes, es el momento e que el ritmo de producej

de vista geometrico es el\punto donde camnbia |

[Ejempla 15

Un estudio de productivid
trabajador medio que lega

Desde o] punto
a Curva,

ad del turno matinal e

I una fabrica indjey que un
al trabajo a las 8:00

a.m habra producido

GHE) = =B L g2 + 12t unidades, ¢ horas despues

i En qué momento de |1, Malana e trabajador ecgtg operando g eficiente-
mente 7

SOLUCION. El ritmo de produccién de)

trabajador ests d
derivada Q'(t) = R(t) = —3;2

ado por g primera
+ 18t + 19 nnidades

por hora, Suponiendo que e]
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turno matinal va de 8:00 a.m hasta mediodia el objetivo es maximizar la funcién
R(t) en el intervalo 0 < < 4.

La derivada de R(t) es
R(t)=Q"(t)=~6t+18=0«=>t=3

Recordemos que el maximo de R(t) se halla en el punto en que R(t)=0

Comparando los valores extremos del intervalo [0,4] y el valor critico ¢ = 3,
resulta
R(0) =12, R(3) =39, R(4)=36
se puede concluir que el ritmo de produccién serd mayor y el trabajador estara
operando maés eficientemente cuando ¢t = 3; esto es, a las 11:00 a.m. La figura
(30) muestra el grifico de la produccién Q(t) y la figura (31) muestra el gréfico del

ritmo de produccién R(t). Observe que el ritmo de produccién es maximo cuando
t=3 Q®

R(t)
b ——— e ﬁqm?il
 figura30 /’-——

S b g

[

5
4.12 La segunda derivada y la aceleracion

Conviene precisar que 2 Veces existe confusién entre el médulo (valor absoluto)
de la velocidad y la velocidad. El médulo de la velocidad lo definimos como el
valor absoluto de la velocidad y como tal es siempre no negativo. Esto significa que
el médulo de la velocidad indica simplemente lo deprisa que se mueve un objeto,
es decir la rapidéz con que se mueve un objeto. En cambio la velocidad

indica también el sentido del movimiento.

I—Ejemplo IEI

Un objeto se mueve a lo largo de una recta de acuerdo con la ecuacién

s(t) = 2t* — 12t + 10

donde s se mide en metros y ¢ en segundos. Calcular su velocidad cuando t =2y

cuando t = 4. ; Cudndo la velocidad es igual a cero ?
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SOLUGION. El grifico de la figura (32) se usa para representar la trayectoria
del objeto que se mueve primero hacia atris y después hacia adelante a lo largo
de una recta. La parte redondeada de la trayectoria en realidad no existe e indica
sdlamente, que en ese instante, el objeto invierte el sentido del movimiento.

t=4, v=4
t=3,v=0¢ N B >
igura 32 1=2, v=-4 t=1, v=-8 t=0, v=-]2
-10 -5 0 5 10 y

En nuestro ejemplo el objeto se mueve primero en sentido negativo y segin muestra
el grafico en ¢ = 0 la velocidad es de — 19 2.

Para hallar la velocidad del objeto derivamos la funcién s(t). En efecto:

v(t) = s'(t) = 4t — 19
Por lo tanto cuando ¢ = 9

v(2) = o(2) = 4 [0

lo que significa que la velocidad del objeto es i

gual a 4 [Z] y est4 moviénd
la izquicrda. Cuando t = 4 regyjt, s ose hacia

v(d) = ¢'(4) = 4 [_’3]

lo que significa que la velocidad del objeto es i

gual a 4 [2] y est3 ié .
la derecha. Finalmente la ve [’ ly fhoviendose hacia

locidad es cero cuando

4~ 12 =0, es decir, cuando, t =3 segundos
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Si s = s(t) es la ecuacién de posicion de un objeto que se mueve a
lo largo de una recta, la aceleracién del objeto en el instante ¢ esta
dada por

a(t) = V'(t) = s"(2)

donde v(t) es la velocidad del objeto en el tiempo ¢

En el caso de un cuerpo que se lanza verticalmente hacia arriba, consideraremos
la velocidad como positiva mientras el cuerpo se estd elevando, cero en su altura
maxima y como negativa cuando estd cayendo.

Ejemplo 17

Conteste-las siguientes preguntas de acuerdo a la
figura (33). a) ;Cudl es la altura mdxima que al- ]‘\
canza la pelota?. b) ;Cudndo y con que velocidad
choca la pelota con el suelo?. c) ;Cudl es la acele- .
racién de la pelotaent =3 7. == s(t) = —16t"+ 481+ 160
L
SOLUCION. a) La altura méixima la alcanza la 1 \‘
pelota en el instante en que la velocidad pasa de
positiva a negativa, es decir cuando v(¢) = 0. Por Nt v=?
lo tanto, si v(t) = s'(t) = 0, entonces, —32¢t +48 =
0 y por lo tanto t = %

.. figura 33
En consecuencia la altura maxima de la pelota es

3 €
s(%) = —16(32-)2 + 48(%) + 160 = 196 metros

b) Puesto que el objeto alcanza el suelo cuando s = 0 se tiene que s = —16t% +
48t + 160 = 0. Resolviendo esta ecuacion resulta

2 _-3t—10=(0—-5)(t+2)=0<t=5 o t=-2
Considerando solamente la solucién positiva, la pelota choca con el suelo después
de 5 segundos y su velocidad es

w(5) = §'(5) = —32(5) + 48 = —112 [-’sﬁ]

c) La aceleracién de la pelota es igual a la derivada de la velocidad, por lo tanto,
si v/(t) = —32, resulta que

v(3) = ~32 [ ]
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lo que significa que el ritmo de cambio de la velocidad con respecto al tiempo es
de 32 metros por segundo cuando la pelota viene cayendo.

4.13 La segunda derivada y la concavidad

El punto de los beneficios decrecientes para la curva de produccién de
la figura (30) aparece cuanto t = 3. Antes de ese punto el ritmo dc produccién
del trabajador estaba creciendo y después de dicho punto el ritmo de produccién
empez6 a decrecer. La figura (34) muestra que una caracteristica importante
de este tipo de funcién es que antes del punto de los beneficios decrecientes las
tangentes pasan por debajo de la curva y a partir de dicho punto las tangentes

pasan por encima de la curva. Esta caracteristica nos permite definir la nocidén de
concavidad.

Lo

- |\ 7T

!
i
;
a
Ll/ | 22

Supongase’ que la funcién f es diferenciable en el punto a Y que la recta
[ sea tangente a la funcién f en el punto (a,f(a))

. Entonces decimos que
la funcién f es:

a) Céncava hacia arriba en a si en algin intervalo abiert

\ ' O que contengsy
a a, la grafica de la funcién f estd sobre la tangente L. &

b) Céncava hacia abajo en a si en algin intervalo abierto que contenga
a a, la grafica de la funcién f estd bajo la tangente [, "

Observe que cuando una curva es céncava hacia arriba, como en la figura (35), la-
pendiente de su tangente crece cuando x crece. o

: ‘ Cuando una curva es
hacia abajo, como en la figura (36), 1a

. céncava
pendiente de su tangente decrece

. ) cuand
x crece. En lo que sigue analizaremos con mis detalle este hecho. °
y
T P = x I Ly x
4.14 El signo de

la segunda derivada

La relacién entre la concavidad ¥ la pendiente de la tangente lleva a una
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caracterizacién simple de la concavidad en términos del signo de la segunda deriva-
da. Supongamos que la segunda derivada f” es positiva en un cierto intervalo.
Lo anterior significa que la primera derivada f' debe ser creciente en el
intervalo. Pero f’ es la pendiente de la tangente, por lo tanto la pendiente de la
tangente es creciente y asi el grifico de f es céncavo hacia arriba en en intervalo.

Fig (35).

Por otra parte si f” es negativa en un cierto intervalo, entonces, f' es decre-
ciente. Esto implica que la pendiente de la tangente es decreciente y asi el grafico
de f es céncavo hacia abajo en el intervalo. Fig (36).-

De acuerdo a las observaciones anteriores, el siguiente es el significado geométrico
de la segunda derivada.

a) Si f"(z) > 0 cuando a < z < b, entonces f es concava hacia
arriba en el intervalo ]a, b[.

b) Si f“(z) < 0 cuando a < z < b, entonces, f es céncava hacia
abajo en el intervalo ]a, 8.

Ejemplo 18

Determine los intervalos de concavidad de la funcién f(z) = z* 48z +18z? —8

SOLUCION. De acuerdo al criterio enunciado en el parrafo anterior debemos
calcular la segunda derivada de f e imponerle la condicién de ser mayor que cero
para determinar la concavidad hacia arriba y menor que cero para determinar la
concavidad hacia abajo. En efecto, puesto que f'(z) = 413 + 24z? + 36z, entonces

f(z) = 122% + 48z + 36 = 12(z + 3)(z + 1)

a) Si f”(z) > 0, entonces, (z + 3)(z + 1) > 0. Nuestro problema se reduce ahora
a determinar los intervalos donde se satisface la inecuacién anterior. Usted puede
verificar facilmente que el conjunto de todos los z que satisfacen dicha inecuacion

se hallan cn el intervalo
] - OO,—-3[U] - 1;+°°[

En consecuencia la funcién f es céncava hacia arriba en este intervalo.

b) Si f”(z) < 0, entonces (z 4+ 3)(z +1) < 0. Y el problema se reduce a
determinar el intervalo donde se satisface esta inecuacién. Sin embargo cuando
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usted resolvié la inecuacién anterior hallé que f” (z) > 0 en el intervalo
] -3, —1{

Por lo tanto la curva es concava hacia abajo en el intervalo | — 3, —-1[.

4.15 Puntos de inflexidén

Un punto en el que cambia la concavidad se llama punto de inflexién. Si
la grafica de una funcién continua posee una tangente en un punto en que la
concavidad cambia de arriba hacia abajo, o de abajo hacia arriba, llamamos al

punto un punto de inflexién. Las figuras (37), (38) y (39) muestran puntos de
inflexidn.

figura 38
figura 37

figura 39
T t

x

I x T x
Para localizar los puntos de inflexién necesitamos tan sélo calcular los valores
de z para los cuales f"(x)

es igual a cero o para log que f(z) no existe. Los puntos
en los que la segunda derivada de la funcién €s Cero o no

. estd definida se llaman a
veces puntos criticos de segundo orden. Los puntos criticos de segundo orden
son a los puntos de inflexién lo que los puntos criticos de primer orden son a los
extremos relativos. En particular cada punto de inflexién

€s un punto critico de
segundo O.rden,.pero no todo punto critico de segundo orden es necesariamente un
punto de inflexién.

Si (¢, f(c)) es un punto de inflexién de la funcié 1
f > 16n f, entonces o bien
f(e) =00 f’(c) no existe ’ _i

———

l Ejemplo 19

Determine los puntos de inflexién de 1a curva y =zt 4 823 4 1842 _ g
SOLUCION. De acuerdo al criterio e

! nunciado, debemos calculay
derivada de f y resolver la ecuacién [z

la segunda
) = 0. En efecto: g

f”(x):12(m+3)(m+l)=0<=:>a::—3 v o= —]
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En consecuencia los puntos P(=3, f(-=3)) = (-=3,19) y Q(-1, f(-1)) = (-1,3)

son puntos de inflexidn.

4.16 Criterioc de la segunda derivada para
extremos relativos

Si existe la segunda derivada podemos usarla habitualmente como un criterio
sencillo para determinar los méximos y minimos relativos. El criterio se basa en la
idea de que si f(c) es un méximo relativo de una funcién diferenciable f, su grafica
es céncava hacia abajo en alguin intervalo qué contiene a ¢. De forma andloga, si
f(c) es un minimo relativo, su gréfica es céncava hacia arriba en algin intervalo
que contiene a c. Las figuras (40) y (41) muestran esta idea.

Y ’ x
£'(x)=0
| " i ”
figura 40 ' Bgura 41

Esto nos da el siguiente criterio para determinar si los puntos criticos son de
méximo o de minimo relativos.

Si existe f” de f en algln intervalo ]a, b[ que contiene a ¢, y tal que
fie) = 0.

a) Si f”(c) > 0, entonces, f(c) es un minimo relativo

b) Si f"(c) < 0, entonces, f(c) es un maximo relativo

Ejemplo 20

Halle los méaximos y minimos relativos de la funcién f(z) = zt+8z3+18x%—8
atilizando el criterio de la segunda derivada.

SoLUCION. Calculamos la deriva de la funcién f, la igualamos a ceroy después

resolvemos la ecuacion f'(z) =0

f'(x)=4x3+24m2+36z=0<=-_—>4a:(x+3)2=0¢=>z=0 y z=-3
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En consecuencias los valores criticos son # =0y z = —3

La segunda derivada de la funcién f es f"(z) = 1222 + 48z + 36, de tal modo
que a) f“(0) = 36 > 0, por lo tanio en z = 0 hay un minimo. b) f"(=3) =0, en

consecuencia en r = —3 no hay ni méximo ni minimo. De hecho anteriormente
determinamos que para = = —3 hay un punto de inflexién.

4.17 Esbozo de curvas usando la primera
Yy segunda derivadas

Las observaciones anteriores pueden combinarse con las técnicas desarrolladas

en las secciones precedentes con el fin de obtener procedimientos mis poderosos
para construir graficos mas detallados de funciones.

Las siguientes reglas nos
muestran como trazar el grafico de una funcidn.

————

1. Resuelva la ecuacién f'(z) = 0 y halle los valores criticos, Con
estos valores criticos halle los puntos criticos y represéntelos
enf ¢l sistema cartesiano de coordenadas. Utilizando el signo
de la primera derivada, determine si los puntos criticos co-
rresponden a puntos de maximos o de minimos. (Usted puede

evitarse este 1ltimo paso si utiliza el criterio de la segunda
derivada)

Usando el criterio de la segunda derivada para extremos rela-

tivos determine si los valores criticos corresponden a puntos
de méximos o minimos.

. Resuelva la ecuacién f"(z)
Calcule lag coordenadas d
el sistema cartesiano de ¢

= 0y halle los puntos de inflexién.
e dichos puntos y representelos en
oordenadas.

Resuelva las inecuaciones f(z) >0y f"(z) < 0 para hallar
los intervalos de concavidad.

N . .2 . s,
Coloque esta informacién ep el cuadro de variacién y trace
el grafico de la funcién. .

Ejemplo 21

Trace el gréfico de la funcign J@) =2+ 823 + 1822 _ g
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SOLUCION. 1) Resolvemos la ecuacién f'(z) = 0.
f'(:z:)~—~4:1r:3+2v43:""-+-36:z:=4:1:(:7:+3)2 =0&=2>2=0, z=-3
Las coordenadas de los puntos criticos son
P(0, f(0)) = (0,-8) y Q(-3, f(-3)) = (-3,19)

Estudiando el signo de la primera derivada en torno a cada uno de los valores
criticos podemos saber si corresponden a puntos de extremo. Podemos ver que

fl(-4) <0y f(-1)<0
En consecuencia el punto P(—3,19) no es de maximo ni de minimo.
f=)<oy f(1)>0
Por lo tanto el punto @(0, —8) es un punto de minimo.
2) Utilizando el criterio de la segunda derivada se podia llegar al mismo resultado,
en efecto:
i) f"(0) = 36 > 0, en consecuencia P(0, f(0)) = (0, ~8) es un minimo.

ii) f’(—3) = 0. En este caso el criterio de la segunda. derivada no entrega

informacién. Esto se debe a que este valor no corresponde ni a un maximo ni a urg

minimo.
3) Determinamos los puntos de inflexién. En efecto:
fl(z)=1222+482+36 = 12(z +3)(z + 1) =0 =>z=-3 y z=—1

Hemos comprobado que el punto P(—3,19) corresponde a un punto de inflexion.
El otro punto de inflexién es Q(~-1,3).

4) Para determinar los intervalos de concavidad resolvernos las inecuaciones
fiz)y =12z +3)(z+1) >0 y f'(z)=(12(z +3)(z +1) <0

En el.ejemplo (17) hallamos que:
12(z + 3)(z 4+ 1) > 0 en el intervalo ] — 00, —3[ U] — 1, +o00|

y por otra parte

12(z + 3)(z + 1) < 0 en el intervalo | — 3, -1

5) Finalmente colocamos toda esta informacion en el cuadro de variacién
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x |]=00,=3[|-3[]-3,-1[|-1[]=1L0[] 0 1 10, +oo[ |
/(=) 19 3 —8
flg) | (=) N\ (=) N\ (=) N\ (+) 7~
M=) | (+) U (=) N (=) U +) U
Finalmente, el gréfico de la funcién es el siguiente Y
\
©3,19) figura 42
-1,3)
Voo

4.18 Ejercicios propuestos

) PR . . . . . ,
1. En las siguientes funciones determine donde es creciente, decreciente, céncava

hacie? arriba y céncava hacia abajo la funcién dada. Halle los extremos
relativos y los puntos de inflexién y trace el grafico de ellas.

a) y = z° —62° + 122 — 8. b) f(z) = 3 — 92 + 27z — 26.
d) y = x:+ L. e) 22* — 82 +3. 1) f(z) = («? - 5)°
fle) = 5335 1) (e + 1)3

c) zt — 423 4 9,
. 8) f($)=$+ih)

n . 4 . Ly . . .
. Esboce el grafico de una funcién que tenga las propiedades siguientes:

a) f'(x) > 0 cuando z < —1 y cuando z > 3. b

) f'(z) < 0 cuando —1 < 4 «
3. ¢) f"(z) <0 cuando z < 2. d) f( TS

z) > 0 cuando z > 2.

Iisboce el grifico de una funcioy que tenga las propiedades siguientes:

a) f:(.z,) > 0 cuando z < 2 y cuando 2 < z < 5, b) f'(z) < 0 cuando « >5
c) f'(2) =0d) f(z) < 0 cuando z < 2 ycuando 4 < z < 7. e) f'(z) > 0
cuando 2 < z <4y cuando z > 7,

4. La derivada de una cierta, funcién esf'(z) = z? — 4z. a) ;En qué intervalo
es f creciente, decreciente?, b) {En qué intervalo es f céncava hacia arriba
b

hacia abajo 7. ¢) Halle las coordenadas d i
: . e los extremos rel S
puntos de inflexién de f. Fetivos y de los
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Un estudio de productividad en el turno matinal de una cierta fabrica indica
que un trabajador medio que llega al trabajo a las 8:00 a.m. habré ensam-
blado Q(t) = —t3 + 6t* + 15t radio transistores ¢ horas después. ;En qué
momento de la mailana esta actuando el trabajador con la méxima eficacia.

Un estudiante del curso de Calculo se demoré 1 semana en resolver los ejer-
cicios del capitulo de optimizacién y 4 horas en escribirlos en su cuaderno.
Después de ¢ horas de escribir el estudiante a completado P(t) = :-;3-+2t2+2t
ejercicios escritos. (En qué momento el estudiante escribié mas eficazmente?

;En qué punto tiene la tangente a la curva y = 2z% — 3z? + 6z la menor
pendiente? ;Cudl es la pendiente de la tangente en ese punto?

Un objeto se mueve a lo largo de una linea recta de forma que después de ¢
segundos su distancia a un punto de referencia fijo es de D(t) = 3 — 12t? +
100t + 12 metros. Halle la aceleracién del objeto después de 3 segundos.
;Estd el objeto frenando o acelerando en ese momento?

Si un objeto es dejado caer o lanzado verticalmente, su altura en metros,
después de t segundos es H(t) = —16t2 + Sot + Ho, donde Sp es la velocidad
inicial del objeto y Ho es su altura inicial. a) Obtenga una expresion para

. la aceleracién del objeto. b) ;Cémo varia la aceleracién con el tiempo?. c)

10.

11.

12.

;Cudl es el significado del hecho de que la respuesta a la parte a) es negativa?

Pasadas t horas de un viaje de 8 horas, un automovil en una autopista de
Sur de Chile, ha recorrido D(t) = 64t + D42 — 243 kilémetros. a) Obtenga
una férmula expresando la aceleracién del auto como una funcién del tiempo.
b) ;A qué ritmo esté4 cambiando la velocidad del coche al cabo de 6 horas?
. Esté creciendo o decreciendo? c¢) ;En cuanto cambia realmente la velocidad
del coche durante la septima hora? d) ;En qué momento estd viajando mas
rapidamente el coche durante las 8 horas del viaje?. :

Utilice el DERIVE para estudiar el grafico de la funcién
f(z) = zlnaz + 2*

donde "a” es un pardmetro, a € IR . | Qué ocurre cuando0 <a<l,a=1
ya>1? '

Utilice el DERIVE para estudiar el grifico de la funcién
f(z)=V1+a"n paraz€ R y n>2 o

;, Cémo varfa grafico al variar el pardmetro "n” ?
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4.19 Diferenciaciéon Implicita

Hemos aprendido a usar la regla de la cadena para resolver ciertos problemnas
de razones relacionadas. En todos ellos una variable venia dada como una funcién
de una segunda variable, la cual a su vez podia ser escrita como una funcién de
una tercera variable. Algunas veces los problemas dan informacién sobre el ritmo

de cambio de algunas de las variables en lugar de férmulas explicitas relacionando
todas las variables. -

Ejemplo 22

Un estudio ambiental de la ciudad de Copiapé indica que habra Q(p) = p* +
3p+1 200 unidades de polucién nociva en el aire cuando la poblacién sea de p miles
de habitantes; sin considerar la polucién provocada por la chimenea de Paipote.
La poblacién es actualmente de 120000 personas y est4 creciendo a un ritmo de
2000 por afio. ;A qué ritmo esta creciendo el nivel de polucién en el aire?

S(.)LUCIOI.\J. 'Observe que si { representa el t.xempo, medido en afios, el ritmo de
cambio del nivel de polucidn con respecto al tiempo es

)
dt

y el problema nos estd diciendo que el ritmo de cambio (expresado en miles) de la
poblacién respecto al tiempo es (

dp
- =2

El objetivo del problema es hallar 22

cuando p = 120 (en miles), P Q
debemos diferenciar ambos lados dedtla ecuacion ( ) Pare hellar @

Q= p* + 3p+1200

con respecto al tiempo ¢. No debemos olvidar que , g
> p es una func
modo que podemos escribir 10n de ¢, de tal

Q = p(t)* + 3p(t) + 1200

, dQ . .
Para hallar 70; diferenciamos ambos

lados de la ecuacién con res
la regla de la cadena para potencias.

‘n efecto:

dQ dp dp
dt - 2p(t):l—t- + 35

Pecto a ¢t usando
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que podemos escribir también en la forma siguiente:

aQ _, dp

dp
a =Pyt

dt

Ahora sustituimos la informacién de que p = 120 y % = 2, en la ecuacién anterior
y obtenemos
dQ

= =2(120)(2) + 3(2) = 486

Lo que nos dice que el nivel de polucién del aire estd creciendo actualmente a un
ritmo de 486 unidades por ano.

Observemos que hemos diferenciado una ecuacién que relaciona dos variables
que a su vez dependen de otra variable. Este proceso de diferenciacioén se conoce
como Diferenciacién Implicita. Esto nos conduce a tener que aclarar el concepto
de funcién implicita.

.Qué diferencia hay entre una funcién implicita y una explicita?

Siempre hemos expresado las funciones de dos variables en la forma explicita

y=f(:v)‘

Es decir, una de las dos variables se daba explicitamente en términos de la otra.
Por ejemplo, las funciones

g=3z+z%, p=4t>—-6t—3, obien, z=23uw’ 1

son funciones expresadas explicitamente, donde g, p, z, son funciones de z, t,
w, respectivamente. Sin embargo muchas relaciones funcionales no estin dadas

explicitamente. Por ejemplo, las ecuaciones
(i) 3z+2—-y =0, (i1)z%z + 62z —9 =0, (iis)z’y — zy’ + 122y —1 =0

estdn dadas en forma explicita. Algunas veces es posible cambiar la forma de
la ecuacion de implicita a explicita. Por ejemplo la ecuacién (i) puede escribirse

explicitamente en la forma
y=3z+2

A veces encontramos ecuaciones cuya conversién a la forma explicita es imposible;,
este es, por ejemplo, el caso de la ecuacién (iii); es practicamente imposible despejar ‘
y en funcién de z. Sin embargo hemos visto que no siempre es necesario despejar *
una variable en funcién de la otra para derivarla. Para derivar implicitamente
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una ecuacién, debe derivarse cada término por separado y utilizar la regla de la
cadena cuando corresponda.

Ejemplo 23

Hallar % ¢ para la funcién y = 2% + zy°.

SOLUCION. Para derivar implicitamente la funcién dada considerarmos la, vari-
able y como una funcién de z. De tal modo que el término zy? debe derivarse
como un producto de dos funciones. Se tiene entonces

dy _ 3 2 Y
T =2ty +2(3yt) =

dz
A continuacién reunimos en el primer miembro los términos que contjenen % y
factorizamos por 3% % en la forma siguiente: d
dy 2
Ie — z(3y )——~2m+y = —(I—Smy ) =2z +y°

. d . )
Despejando £ se tiene:

dy _ 2z +y°
dz = 1 — 3zy?

lEjemplo 24]

Hallar la ecuacién de la recta tan

gente a la curva 372 — 9 3
punto P(1,2). TY + Ty° =7, en el
SOLUCION. Derivando implicitamente la ecuacid i
. cion dada, cons i
ble y como funcién de z, se tiene: ensiderando la varia-

_ dy dy
6z — 2y — 233% +y° 4+ m(3y2)$ =

Factorizando por 5—% y despejando resulta

dy
By —2) =2 6z 3 ey W
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Para hallar la pendiente en el punto P(1,2) reemplazamos las coordenadas del
punto en la ecuacién anterior:

Puesto que tenemos un punto y la pendiente, podemos hallar la ecuacién de la
recta tangente. Efectuados los calculos se obtiene que:

y=—-z+3

Ejemplo 25

Calcule la segunda derivada de la ecuacién z% + y2 = 1.

SOLUCION. Derivando cada término respecto a la variable z, resulta:
d
2z + 2y=2 =0
dz

Despejando 3¢ se obtiene la expresién:

Para derivar por segunda vez la expresién anterior debemos hacerlo mediante la -

derivada del cociente. En cxonsecuencia se tiene:

2 _dy
(%) dy _ (Dy—zg

dz? y?
Debemos ahora eliminar la expresién 4 que esta entre los términos de la segunda -
derivada. Para ello reemplazamos % = —2 en (*). En efecto:
2
d’y y—x(—;’j—) _ y+ % _ y*4a?
dz? y? - y? y3

Pero como z2 + y? = 1, por lo tanto

dy 1

dz? y3
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4.20 Aproximacién por medio de diferenciales

Hemos visto que la derivada de una funcién es su ritmo instantaneo de
cambio y se usa, con frecuencia, como una estimacién del cambio en el valor de
la funcién producido por el aumento de una unidad en el tamafio de la variable
independiente. En lo que sigue veremos como varia la funcién cuando la variable
independiente sufre un cambio pequefio, no necesariamente en una unidad.

Recordemos que hemos definido la derivada en la forma siguiente

. dy ) Ay
@) 2 =AM g
Si Az es muy pequefio y representa el cambio en la variable T,y Ay representa
el cambio en la variable y, y ademds representamos el ritmo de cambio de y con
respecto a z por la derivada %, podemos escribir la siguiente formula de aproxi-
macion: p
Ay ~ Y Az

Observe que de la expresién

flz+82) - f(@)
o1 % f(a)

podemos escribir, siempre que Az sea pequefio, que:

(t)  flz+Az) - f(z) = f'(z)Az

Se ve que las expresiones (i)

y (ii) representan la misma {érmula de aproximacién
escritas en forma distinta.

En el siguiente ejemplo se utiliza la férmula de aproximacién anterior para esti
mar el error que se produce cuando las mediciones que se efectian son imperfectas

Ejemplo 26

Encuentre el cambio aproximado en el volume

' | n de un cubo de lado g cen-
timetros causado por el incremento en un 1%

de sus lados.

SOLUCION. Puesto que V = £3 y dV = 322Az, resulta que

dV =32 (0,01z) = 0, 0323 em?
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Por lo tanto cuando los lados varian en un 1%, el volumen varia en 0,03 cm3. Asi,
por ejemplo, si z = 8c¢m y sus lados varian en un 1%, la variacién en el volumen

es de
dV = 3(8)*-(0,01-8) =512-0,03 = 15,36 cm®

Ejemplo 27

La medida de la circunferencia de una esfera sélida dio un valor aproximado
+de 30 centimetros. Sin embargo la medida puede tener un error de +0,lcm
Si se calcula el volumen de la esfera usando 30 centimetros como longitud de
la circunferencia, utilice el concepto de diferencial para estimar el maximo error
posible en el volumen calculado.

SOoLUCION. Recordemos que el volumen de la esfera es

V= -3—7:'7‘3

Debemos escribir dicho volumen en funcién de su largo. En efecto, si = es la
longitud de la circunferencia de la esfera, entonces ¢ = 27r, y por lo tanto

Z

T=g

De tal modo que el volumen de la esfera en funcién del largo "x” esta dado por

v=(37) (&)

Separando la variable independiente z con maés claridad se tiene:

4 1° 3 , J,“
Qe

. . s
A continuacién estimamos el error AV por dV y obtenemos \a%;@f_/

v = (4) (&) oo = () a

Si z = 30 cm y dz = £0, 1, entonces el error estimado para el volumen es

2
dv = [%g%—] (£0,1) ~ £4,56 cm®
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En consecuencia la variacién del volumen cuando se comete un error de +0,1 cm
es de +4,56 cm®. Sin embargo, ; cudl es la variacién "real” del volumen de la
esfera (calculada con dos decimales) cuando el largo de la circunferencia varia de
30 a 30,10 centimetros 7 Para determinar esto es suficiente calcular la diferencia

V(30,1) — V(30). En efecto:

V(30,1) — V(30) = (%71')(-21—”)3(30, 1° — 30°) ~ 4,57 cm®

[Ejemplo 28

Siy=2?+z+1,yla variable z cambia de z = 2 a ¢ = 2,01, ;Cual es el
cambio en la variable y?

SOLUCION. La diferencial de y es

d
EZ = (2z + 1)dz, es decir, dy = (2z + 1)dz

En consecuencid, puesto que dz = 0,01, resulta

dy = (2-2+1)-(0,01) = 0,05

En consecuencia, cuando la variable independiente ”x”

varia en 0,01 unidade
variable dependi "o , < U1 unidades, la
> dependiente "y” varia en 0,05 unidades.

4.21 Interpretacién geométrica de la diferencial
La expresién f'(z)Axz del lado derecho de la {6rmula de aproximacién

f(z+ Az) - f(2) ~ f'(2) Az

se llama con frecuencia la diferencial de f Yy se representa por df, es decir
df = f'(z)Az
De forma similar la expresién %Am de la fé6rmu

la de aproximécién Ay ~ %y
se denomina la diferencial de y y se representa por dy, por lo tant,oy o AdrA:c
pequeno ’ T s

Ay~ dy, donde dy =~ %—Am
T
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I.:a, aproximacién de Ay por su diferencial dy tiene una interpretacién geométrica
simple.

figura 43
/------1
]
... Ay
b
! Ax
~ § x+Ax x

La figura muestra como la pendiente de la tangente es 3—% y como la diferencial

dy
d o~ :
yNdxAz

es el cambio en altura de la tangente, correspondiente al cambio de z a z+Az. Por
otra parte, Ay es el cambio en altura en la curva correspondiente a este cambio
en z. Por lo tanto, aproximar Ay por la diferencial dy es,lo mismo que aproximar
el cambio en altura de una curva por el cambio en altura de su tangente. Si Az es
pequeiio la aproximacion es bastante buena

Ejemplo 29

Un estanque de agua tiene la forma de un cono invertido de 20 metros de
altura con una base circular de 5 metros de radio. El agua esta saliendo por el
fondo del estanque a un ritmo constante de 2 metros cibicos por minuto. ;Cudn
rapidamente estd bajando el nivel del agua (altura) cuando el agua tiene 8 metros
de profundidad ?, o lo que es lo mismo, a j a qué ritmo estd bajando la allura
cuindo cuando el agua tiene 8 metros de profundidad ?

SOLUCION. Supongamos que V es e volumen del agua después de ¢ minutos,
sea b el nivel del agua y sea r el radio de la superficie del agua, tal como muestra

la figura siguiente.

_El objetivo es hallar dk | es decir, el ritmo al cual estid "bajando” h a medida

que transcurre el tiempo t.

Sabemos que ‘—%’- = —2 (el signo menos indica que el volumen esté bajando), ¥
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el objetivo es hallar

= cu: h =
e cuando 8

Recordemos que el volumen de un cono se calcula con la expresién

El volumen, segiin la férmula anterior, estd dado en funcién de las variables r
y h. Pero debemos expresarlo en funcién sélamente de k. La figura nos muestra

que se puede expresar r en funcién de h usando propiedades de semejanza de
tridngulos. en efecto:

5 T R

0 h T3

Reemplazando este valor de r en la expresién (*), resulta

1 1 /h\? ~
V = §7rr2h = §7r (-) h = —Lwh‘"’

4 48
Diferenciando implicitamente ambos lados de esta ecuacion con respecto al tiem
t, resulta | po
av. 1 .d
— = _—".’Thzﬁ
dt 16" dt
Pero -"% = —2 y también h = 8, en consecuencia
1 dh dh 1
—2= —m(64) = 4= — = ____
ig" (0 dt =~ " in

Cuestion que significa que cuando el agua tiene una profundidad de 8 met 1
nivel de agua estd bajando a un ritmo de metros, e

% =] ~0,16 o]

man
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4.22 Ejercicios propuestos

1. Derive implicitamente las siguientes ecuaciones a) z? — y? = 1. b) 16z% +
1 1
16y% = 400. c) z7 +y? = 1. d) 25 +y3 = 1. e) 2%(z — y) = y*(z +¥).
lay=1g) 2+’ =1 h) 2 +tay+y®’ =1 i) (z-1)p’ =z +1. ])
(xZ + y2)2 — 4$y
2. En los siguientes ejercicios encuentre primero % por diferenciacion implicita

y luego encuentre la ecuacién de la recta tangente a la curva, en el punto
que se indica.

(a) 2%+ y? = 25 en P(3,4)
(b) 2%y =z +2en P(2,1)
(c) Tt +.y% = 4 en P(16,16)
(d) zy? + 2%y =2en P(1,-2)
(e) 12(z? + y?) = 25zy en P(3,4)
(f) 5—_1;1—+-y-:_—1 =1en P(1,1)
3. Halle la segunda derivada implicita de las siguientes funciones: a) z2y? = 1.
b)z? =y c) sy =y> + 1.
4. Demuestre que la grafica zy® + z° = 1 no tiene tangentes horizontales.

5. Encuentre todos los puntos de la grafica de la ecuacién 23+ y® = 3zy — 1 en
los que la tangente es horizontal.

6. Se estima que el ingreso anual del Diario Atacama por publicidad serd de
R(z) =0, 5z2 + 3z + 160 miles de pesos cuando su circulacién sea de z miles.
La circulacion del periédico es actualmente de 10000 y esta creciendo a un
ritmo de 2000 por afio. ;A qué ritmo estd creciendo el ingreso anual por

publicidad?

7. Los funcionarios del Hospital de Copiapd estiman que aproximadamente
N(p) = p? + 5p + 900 personas buscardn tratamiento en el servicio de ur-
gencia cada afio si la poblacién de la ciudad es de p miles. La poblacién
es actualmente de 120 000 personas y estd aumentando a un ritmo de 1200
por afio. (A qué ritmo estd creciendo el nimeros de personas que buscan
tratamiento en el servicio de urgencia?

. 8. El volumen de un globo esférico estd creciendo a un ritmo de 3 cm?® por
segundo. ;A qué ritmo estd creciendo el radio del globo cuando el radio es

de 2 cm?. (El volumen de la esfera es Virr?).
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10.

1.

12.

13.

16,

Trace el grifico de 1a funcién de

ssta funcion es una de las 11
verd su grifico tiene forma de

l.a optimizacion

Se ha proyectado que dentro de / ano, la poblacién de Pueblo Hundido sers
de Pt} = 20 — 72 miles. ;Cuénto crecers aproximadamente la poblacidn
durante el proximo trimestre?

La velocidad del flujo sanguinco a lo largo del eje central de una cierta arteria
es de S(r) = 1,8 - 10%2 centimetros por segundo, donde r es el radio de la
. . - ’ . . . . . 5 .__I‘!
arteria. Un investigador médico mide ol radio de Ja arteria y obtiene 1,2.10
centimetros, sabiendo que comete un error de 5 - 107%™ Estime la cantidad
en que diferird el valor calculado de la velocidad de la sangre del verdadero
valor, usando el valor incarrecto del radio de la arteria.
La medida del radio de un cireulo es de 12 centimetros. ;Iin cuanto varfa su
area, si su radio es medido con un 3% de error?

- . ~ L : . 3 R ’

El radio de una esfera es de b cm y es medido con un 1% de error. ;("uan
; . s P

PTeciso es aproximadamente su volumen”

Estime que le sucederd al volumen de un cibo si la longitud de cada una de

sus aristas disminuye en 1%,

De acuerdo con |a ley de Poiseuille, la velocidad de la sangre que fluye a lo
., 1 - » uJ (2 ]

largo del eje central de wna arteria de radio r es S(r) = cr®, donde ¢ es una

constante. ;Qué tanto por ciento de error se cometera en el cdleylo de S(r)

4 partir de esta formula si se comete un 1% de error en la medida de 77,

Una pelota hueca, hecha de cucro de 2 milimetro de espesor

» Lene un diamet 1o
interno de 24 centimetros, Fstime el volurnen de la ¢

apa de cuero.

Se sabe que el radio de una esfera es 6 centimoet ros,

de 0,02 centimetros. Ermpleando diferenciales. aproximar el
posible al calcular: a) I volumen de la cslera. b) El area de |
la esfera. ) 1 CuAl es o error

Con un errop posible
Maximo error

a superficie de
porcentual en cada una los CAS0s.

Ejempl? 3(‘)1

densidad de probabilidadl norinal estindar

s amportantes en probahil

idad v estadistica. Como
campana. Determin

aremos en primer lugar los
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valores criticos. En efecto:

fi(z) = ( \/1%) % (—a) = — (\/—g—;) et —es o =0

En consecuencia el tinico valor critico es el cero y el punto critico es

1
P (0, —=
0. 7)
Estudiando el signo de la derivada en torno a cero, se ve f'(z) > 0 para losz < 0.
Resulta entonces que la funcién es creciente en el intervalo | — 0o, 0[. Por otra parte
f'(z) < 0 para los z > 0, luego la funcién es decreciente en el intervalo 0, +oo].
De esto se deduce que la funcién tiene un punto de maximo para z = 0.

Para corroborar este hecho, calculamos la segunda derivada y la evaluamos en
z = 0. Usando la derivada de un producto se obtiene

2
¢ 2 1 2 1 2
e 2 7T = ——(z? — 1)e 3

fﬂ(m) = \/-2? \/2_7r€ \/2_7‘:

Se ve claramente que el f”(0) < 0, en consecuencia P; es un punto de méximo.

para determinar los puntos de inflexién resolvemos la ecuacién f"(z) = 0.

12
—'1—‘(752"1)‘3—7=04=>xl=04=>a:=:!:1

V2T
En consecuencia los correspondientes puntos de inflexién son

L
€ 2 e

(1,"\75——7;) y (—1,\/5;)

N

Finalmente para determinar los intervalos de concavidad debemos resolver la

inecuacion 1

V21

-z
P

(m2—1)>0

Observe que la expresion .

V2
en consecuencia es suficiente estudiar la concavidad de la funcién mediante la
inecuacién (z — 1) > 0. Usted puede verificar que

oft

e >0

(:c-—l)2>04=:>:z€]—oo,-l[u]l,+oo[
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De esto se desprende que la curva es concava hacia arriba en dicho intervalo Yy, por
lo tanto, es concava hacia abajo en el intervalo | — 1, 1[.

Anotaremos toda la informacién obtenida en el siguiente cuadro de variacidn.

X Jl=oo,=1[| =1 TT=T1,0[] 0 [70,1[] 1 J1, +oo[
(=) + + - -]
f(2) 7 % N S
O - - +
] U {2 n & nlf2l |

El gréfico de la funcién de densidad de probabilidad norrmal cstandar es el

siguiente: y

Ejemplo 311

Trace el gréfico de la funcién y = 2 — In2®

SOLUCION. Escribiendo la funcién en la forma y = 2% — z(In2) resolvemos la
ecuacién f'(z) = 0. Resulta entonces que

y’:(ln?)(?)-—ln?=(ln2)(2¢—1)=0<==>21—1 =0 z=0

Luego z = 0 es el vinico valor critico. Analizan

el . do el signo de la derivada, en
torno a este valor critico se tiene

y'(z) <0 si 2<0 y ¢ (x)>0 si >0 ,
En consecuencia el punto P

: i 0,1) es un punto de minimo. E) cr
derivada permite confirmay

: iterio de la segunda
que dicho punto es un punto de

minimo. En efecto:

¥"(z) = (In 2)22° > 0 para z =0
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Para determinar los puntos de inflexion debemos resolver la ecuacién
f'(z) = (In2)2° = 0

Observe que no existen valores de z tales que f“(z) = 0. En consecuencia la curva
no tiene puntos de inflexién. Esto significa que la curva es céncava hacia arriba o

es céncava hacia abajo. Se puede ver facilmente que
y"(z) = (In2)*2% > 0 paratodo z € R

Por lo tanto la curva es céncava hacia arriba. Reunimos toda la informacidn en el
siguiente cuadro de variacion.

] — 00,0[ 0 ]0,+00[

X
f'(z)

- +
flz) | N\ /
'z T n
f(=z) U [1] U
El grifico de la funcién es el siguiente
fx)

| Ejemplo 32J

Un cultivo de bacterias crece de acuerdo a la funcién N(t) = 2* millones. (¢
estd dado en horas). ;Cuél es el ritmo de crecimiento de la poblacién al cabo de

5 horas?
SOLUCION. Derivando la funcién N(t), resulta
d
—[N()] = t
LN = (n2)2

Puesto que In 2 =~ 0,69315, resulta que la razén de crecimiento de la poblacién de

bacterias cuando ¢ = 3, es
N'(5) = 2°In2 =~ (32)(0,69315) ~ 22,18
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En consecuencia la razén de crecimiento de la poblacién es de 22,18 millones de
bacterias por hora.

4.23 Ejercicios propuestos

1. Encuentre la derivada de cada una de las funciones propuestas. a)In(3x—1).

b) InvT+2z. ) In¥/25 2. d) In /12, €) y = LT £) y = In (2 + 3)?

14z

2. Encuentre la derivada de las siguientes funciones a) loga(32% — 5). b) y
In*(z +3). ¢) y=In(2®+2)(z%+3). d) flz) = Gooap- ©) ¥ = e 7,
y=ln(z+V1i+a2). g)y=e". h) f(z) = i)y = Sz

y= e43T fe—ar *

—
p —

3. Halle % en las siguientes funciones a) y = e™%. b) y = e 2%In ¢. c)y =
a®e™®. d)y =22 in(z~1). e) y = In (z—1)2 1) 35412771 g) oy = &%l ¢

4. Utilice las propiedades de los logaritmos para derivar las funciones propues-
(a4 2 z(1~z)? - 2 —z
tas. a) y = (=35 b) (]_:)3 . ¢)ini3. d) In T ey = ln’/ng;'
5. Derive las sigui_c:m,vq funciones \af) f(z) = 33’3—”. b) f(t) = l_fq. )y =e,
VDI =5 y=% Dy= Vet gy =y
y — e\/;" + e-\/;

6. Localice los maximos y los minimos

de las siguientes funciones a) y = g2,
b) y= ae"bzzz. C) Y= l7l $2($+ 1)

. d) y = (z+1)e". e) f(z) = log (z+1)e*

7. Ha,lle’]os extremos relativos, puntos de inflexién, cuadro de variacién y esboce
el gra;ﬁco de las funciones siguientes: a) y = z — Inz. b) y = Ins <)

z Tz’
y=%—lnz. d)y=2z(lng). e) y = z*(Inz)

8. Se ha proyectado que dentro
de P(t) = 50€°°2 millones. ,
dentro de ¢t afos. b)
dentro de t afios?

de ¢ afios la poblacién de un cierto pais serj

) ¢A qué ritmo estard cambiando la poblacién
i A qué razén porcentual estars cambiando la pobl

acion
9. Se deposita dinero en un bagce

compuesto continuamente. Haj)
con respecto al tiempo.

que ofrece interés a un tipo anual de § %
e la razén porcentual de cambio del saldo
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Una cierta maquinaria industrial se deprecia hasta que su valor pasado ¢ afios
es de Q(t) = 20000e~%* dolares. a) ;A qué ritmo se estd depreciando la
maquinaria después de 5 aiios? b) ;A qué razdén porcentual estd cambiando
el valor de la maquinaria después de t afios?

Los registros de salud piblica indican que ¢ semanas depués del brote de
una rara forma de gripe, aproximadamente Q(t) = 4—;-%8373; miles de per-
sonas habian contraido la enfermedad. ;A qué ritmo se estd propagando la

enfermedad al final de la segunda semana?

De acuerdo con un modelo logistico basado en el supuesto de que la tierra no
puede soportar mas de 40 mil millones de personas, la poblacién del mundo
(en miles de millones) ¢ afios después de 1960 serd aproximadamente de

40

N({t)= ———
(1) = T Tpeonm

a) Si este modelo es correcto, ja qué ritmo estard creciendo la poblacién
mundial en 19857 a) Si este modelo es correcto, ; a qué razén porcentual
estard creciendo la poblacién mundial en 19857

Se estima que dentro de ¢ afios la poblacién de un cierto pais serd de

160 .
N(t) = 1—+—8—6’0'—0§E mlllones
,Cuando estara creciendo mas rapidamente la poblacién?, justifique su re-

spuesta trazando el grafico de N'(¢).

Una epidemia se propaga a través de una comunidad de forma que ¢ semanas
después de su brote, el nimero de residentes que han sido infectados viene
dado por una funcién de la forma

A
i) = 136w

Donde A es el nimero total de residentes susceptibles de contagio. De-
mostrar que la epidemia se propaga mads ripidamente cuando la mitad de los
residentes susceptibles de contagio han sido infectados.
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Las ecuaciones
parameétricas

4.24 Las ecuaciones paramétricas

Hasta ahora hemos representado graficos de funciones por medlofde una e-
cuacién que relaciona dos variables. En lo que sigue veremos que, con frecuencia,

con el fin de obtener m4s informacién del fenémeno que estamos estudiando, con-
viene introducir una tercera variable.

Ejemplo 33

En la seccidén 1.3 de la pagina 14 vimos que la trayectoria de una pelota lanzada,
al aire, con un cierto dngulo, y una cierta velocidad inicial, estaba representada
3 3 ,
por la ecuacién y = —0,00522 + z, cuyo grafico es el de la figura (47).

b 4

Como puede verse, esta ecuacién muestra séla
alcanzada por el objeto en relacién con la distan
cuando el movil alcanza una altura de 18 metro
metros. Mientras que cuando la distancia, hori
es de 42 metros. Sin embargo, esta ecuacién n
ejemplo, ecuanto tiempo ha estado el ob jeto en
altura y distancia horizontal. Ep general no n

el objeto en un punto dado de |3 trayectoria (
es necesario introducir una nueva variable 7t

mente la relacién entre 1a, altura
cia horizontal. Asi, por ejemplo,
s su distancia horizonta) es de 20
zontal es de 6( metros, su altura
o nos dice todo. No nos dice, por
el aire o cuando ha alcanzado tales
os dice "en que tiempo” ha estado
z,y). Para determinar este instante
que llamaremos pardmetro.
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;Cémo podemos determinar las ecuaciones paramétricas de una curva
que nos permita, por ejemplo, describir una trayectoria como la del
ejemplo 33?7 En lo que sigue mostraremos un ejemplo que no ayudard a com-
prender esta cuestion.

Ejemplo 34

Hallar las ecuaciones paramétricas de la funcién y = 1—z? usando los pardmetros
siguientes: a) t =z b) la pendiente m = :Jz- en el punto P(z,y)

SOLUCION. a) Haciendo z = t obtenemos las ecuaciones paramétricas:
=t e y=1-—1¢°

b) En cambio para expresar la misma funcién utilizando como pardmetro la pen-

diente "m” de la curva en el punto P(z,y) hacemos lo siguiente:

i) Derivando la funcién obtenemos la pendiente de la curva en el punto P(z, y)-
En efecto:
dy : ' m
m = — = —2z y despejando x resulta: z = )

dz

Sustituyendo eszte valor de z en la ecuacién inicial obtenemos y = 1 —22 =1 —
2 — m . . 1 d .
(—2)? =1 — 5. En consecuencia las ecuaciones parameétricas buscadas son:

x—m _1m2
=T ¢ Y¥YEiTH

De lo anterior se puede colegir la existencia de tantas ecuaciones paramétricas
rd
como parametros se puedan establecer.

Estamos en condicién, ahora, de formular las ecuaciones paramétricas que describan
la trayectoria del objeto del ejemplo 33 de modo que intervenga en ella la variable
tiempo. Suponiendo que z = t, resulta que las ecuaciones paramétricas para la
trayectoria descrita por la ecuacién y = —0,005z% 4 z son:

z=t e y=-—0,005t%+1¢
Observemos que:
en el tiempot=1seg z=1m e y=0,995m

en el tiempot=20seg z=20m e y=18m

en el tiempot =60 seg T =60m e y=42m
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4.25 El grafico de las ecuaciones paramétricas

Para graficar la curva descrita mediante ecuaciones paramétricas, los valores
de t conducen a los puntos (z,y).

Ejemplo 35

Trazar la curva descrita por las ecuaciones paramétricas

t
z=12-4 e y=§, si —2<t<3

SOLUCION. Construiremos una tabla con algunos valores de ¢ cn el intervalo
considerado para obtener los correspondientes valores de x e y.

aitzz—%, ocurre que x=-1,75 Y

y=+0,75
t|{—-2{-110 1 1213 (-1.75/0,15)0 1 ——
x| 0 |8 [=1[ =305 i .
yl-t{-3] 0] 27112 -K:::'° x
[ ]
-1
[ figura 48

Puesto que la funcién f es continua podemos unir los puntos y obtener e] grafico
de la figura (48). La flecha en la curva indica la orientacién cuando ¢ crece desde
—2a3.

Hemos dicho que una misma curva

mos puede tener més de una representacion
parametrica. El lector puede verificar qu

¢ las ecuaciones paramétricas:

Y sit:%, ocwire que x= 5,0

y=185

figura 49
| 05/135)
_ 3 ,_l_.-—-—'-"""—’—-.
con 1<t<y /"‘
A~ |

z=41*—4 ¢ y=t,

-
e

-1
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Cuando se tiene una ecuacién parameétrica y se quiere trazar su grafica es mas
facil hacerlo con la ecuacidn en coord \si,
enadas rectangulares. ';
| . cua h gulares. !\:311 entonces, dadas
as ecuaciones paramétricas, debemos hallar la forma de ”eliminar el pardmetro”.

Para eliminar el pardmetro seguiremos el siguiente procedimiento:
a) Se despeja el parametro en una de las ecuaciones.

b) Se sustituye el pardmetro despejado en la otra ecuacién.

Ejemplo 36

=t—2

Elimine el parametro de las ecuaciones paramétricas { 211
y=1t+

SOLUCION. a) En primer lugar se despeja t en la primera ecuacién, resulta:
¢t = z + 2. b) A continuacién se reemplaza este valor de t en la segunda ecuacién,
resulta:

y=(@+2°+l<>y=2+42+5

La ecuacién y = z?+ 4z + 5, en coordenadas rectangulares, que estamos buscando.

Ejemplo 37

z = cosb

Dibujar la curva representada por las ecuaciones paramétricas { 4 sen2f
y=4sen

mediante la eliminacién del pardmetro 8

SOLUCION. La eliminacién del pardmetro nos conducird a una ecuacion en
coordenadas rectangulares. En efecto, elevando al cuadrado la primera ecuacion
resulta z? = cos?0; escribiendo la segunda ecuacién en la forma ¥ = sen?d y

sumando, ahora, ambas expresiones se tiene:

$2+%=c0320+sen29<=$m2+%=1@y=4—$2

El gréfico de la pardbola es el siguiente
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Cuando se traza el grifico de una curva dada en ecuaciones parameétricas y
se hace lo mismo con su correspondiente ecuacién rectangular, con frecuencia los

dominios de ambas no se corresponden. En tal caso debemos ”ajustar” o restringir
dichos dominios para que representen la misma curva.

4.26 La diferenciacién paramétrica

Si una curva C viene dada por las ecuaciones parameétricas

z=f(t) e y=g(t)

entonces la pendiente de C' en el punto (z,y) estd dada por

I

dy
4 _a U=
dz 4=’ dt#0

d v, .

Puestf) que £ es funcién de.t podemos usar repetidamente la forma, paramétrica

de la derivada para hallar derivadas de orden superior. Asi, por ejemplo
] H

dy

Ay _ddy,_ glgl

di? = dg'ds' T &

segunda derivada

d3y d d? _‘i[ﬁ
5 = E[dmz] = dt dfz] tercera derivada
: at

Ejemplo 38

d d? H T T = —_—
Hallar Ey 74 de las ecuaciones paramétricas { ; f senoe
= - CO0S8
SOLUCION. Derivando la prirmera

9 resulta: ¥ segunda ecuacién con respecto al pardmetro
@. =1 dy
do ~ —cosf e d—():senG
Por lo tanto:
sen @

&&
I
sl§fsie

- 1 —cost

— i
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Para hallar g% debemos debemos calcular:

a (_senf \ .
d‘Zy __ dé l—cose)
2 dz.
dz d0

El lector puede comprobar facilmente que:

@_i( sen 0 df 1
dz? ~ df \1—cos8) dz (1 —cosf)?

Ejemplo 39J

Hallar la pendiente y la concavidad de la curva dada por las ecuaciones

et

y=1(t*-14)
en el punto P(2,3)

figura 50 P23)

~ .

SoLUCION. Derivando parametricamente resulta:

Calculando
d%y _ %[% _ gt%‘

dz? = & (D

= 3¢
En el punto (z,y) = (2,3) el valor de ¢ = 4 y la pendiente es
dy 3
o = WF=28
Por otra parte,en t =4 la segunda derivada es
d*y

Jx—i=3'4=12>0
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de lo cual se desprende que la grifica de la curva es céncava hacia arriba en dicho
punto. La figura (50) muestra el grafico de la curva propuesta.

Puesto que en las ecuaciones paramétricas z = f(t) e y = g(t) no se define
necesariamente y en funcién de z, una curva paramétrica puede formar un lazo y

cruzarse en el plano. En los puntos de "cruce” la curva en cuestidn puede tener
mas de una tangente.

Ejemplo 40

Hallar los puntos de la elipse Nota. ! definida por las ecuaciones ™)

(%) =2t — T sent
Yy=2—mcost

en los cuales las tangentes sean horizontales.

SOLUCION. La gréfica de la curva propuesta es la de la figura (51).

Yy

(\3,2)

4R
\

(-J3,-2)

figura 51

La derivada de las ecuaciones paramétricas es:

d
dy _ _;ii _ ~2sen (t - 1) _ Tsen(t - I)
dz & 2cos (t + 1) cos (t + I)

d _ = in
Observe que £ = 0 cuando t = = i > 4 i
que % 51 0 b}en, cuando ¢t 5. Asf, entonces, para
urva tiene tangentes horizontales sustituimos

- T — 4n .
t =3 yt= 7 en las ecuaciones dadas. [] lector puede verificar facilmente que

I()fl :,n lnico va.lolr de la variable dependiente. En cambio
i s, a un valor de i i i l
corresponder mas de un valor de |3 variable dependiente 1 variable cpendiente le puede
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los puntos que resultan de efectuar tales sustituciones son:

A(V3,2) v B(—V3,-2)

Ejercicios propuestos 4.27

1. Hallar la primera y segunda derivada y evaluar en cada una de ellas el valor

especificado.

a) z=2t, y=3t—1 (a) t =2
b) z=vt y=3t-1 (b) t=1
c)z=t+1, y=1t*+3t (c) t=—1
d) z=t*+3t, y=t+1 (d) t=0
e) £ =2cos8, y=2send (e) 0=1%
f) z =cosf, y=3senb () .0=0
g) z=vi y=vi-1 (g) t=
h) z=0—send, y=1-cosf (hy 0=m

9. Hallar una recta tangente a la curva en el pardmetro indicado.

a) z=2t y=t-1 (a) t =
by z=t—1, y=¢+1 (b) t=1
c)z=t>—t, y=1t2-3t (c) t=—1
d) z = 4cosl, y=3senb (d) 0:951

3. Hallar todos los puntos de tangencia horizontal a la curva indicada.
a) z=1-t, y=t
by z=t+1, y=1t"+3t
)z=1-t, =13 -3t
d)y z=t>—t+2, y=t"-3¢

_ 3 — 3t
e) z = 1423 y= 1443
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4.28 Ejercicios propuestos.

Utilice EL DERIVE para efectuar los siguientes ejercicios.

1. Trace el grafico de las funciones que se indican y utilice el cursor para estimar

los intervalos donde f’ (z) > 0. Estime aproximadamente los puntos de
maximo y de minimo si los hubiera.

(a) y=2%-3z%2+3
(b) y = 4z~ 3¢ +2)
() y=2%+4322 + 3z +2

2. Trace el grafico de las funciones siguientes y utilice el cursor para estimar el

intervalo donde f”(z) < 0. Determine, aproximadamente, los valores de x
en que la segunda derivada es igual a cero.

(a) y=—2+322+9z — 2
(b) y = 3'3:4+4x3
(c) y =2*~4z° - 162

3. Trace el grifico de las funciones que se indican y construya un cuadro de
variacién para cada una de ellas.

(a) y = 2% — 423 + 162 — 16
(b) y =% -5z
(©) v =2 -3

4. Trace el grifico de la funcién

y estime en que puntos la segunda derivada eg
igual a cero.

(a) y =3z} -2z

() ¥ = 755

(c) y=senz~Lsends 0<z<on
5. Considere las ecuaciones

ere les paramétricas de los ejercicios propuestos 4.27
de la pagina 125 y verifique sus resultados utilizando EL DERIVE.
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6. Trace el grifico de las siguientes curvas dadas en forma paramétrica y con-
struya una recta tangente a ella en el punto que se indica.

(a) z=2t, y=t*enelpuntot=1
(b) z=1>—t, y=1t>—3t, enel puntot =0
(c)z=1—t, y=t* enelpuntot=2

Ejemplo 1

Utilizar EL. DERIVE para calcular la segunda derivada paramétrica de las
ecuaciones: z = t3, y =t — t*.
(a) En command: se pone el cursor en Transfer y se presiona la tecla Enter.
(b) En Transfer: se pone el cursor en Load y se presiona la tecla Enter.

(c) En Transfer Load: se pone el cursor en Utility y se presiona la tecla
Enter.
(d) En T.L.U.F: se escribe DIF APPS.MTH y se presiona la tecla Enter.

(¢) En command se pone el cursor en Author y se presiona la tecla Enter.

(f) En Author Expression: se escribe PARA DIF([t3,t — t%],¢,2). y se
presiona la tecla Enter. Observe que las ecuaciones paramétricas se
dan en la forma [t3,t — t4]; la ¢ indica la variable de derivacién y el 2
indica el orden de la derivada.

(g) En la parte superior de la pantalla aparece PARA DIF([t3,¢ — t],2,2]
(h) En command ponga el cursor en simplify y presione la tecla Enter.

(i) En la parte superior de la pantalla aparece:

2(2t° +1)
9ts
que es la segunda derivada de la ecuacion propuesta. ;\\
N
® }‘1
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Capitulo 5 Las ecuaciones

diferenciales
cComo mo'd.e'los
matematicos

Objetivos

L. Comprender el concepto de ecuacién diferencial ye

studiar fendinenos modelados
por éstas.

2. Estudiar el concepto de primitiva de una funcigy y las reglas basicas de
integracién.

4. Utilizar EL. DERIVE para estudiar modelog en los cuales sea necesa

rio integrar
funciones y resolver ecuaciones diferenciales,

5.1 Introduccidn.,

En el capitulo 1 dijimos que en su nacimiento, e
torno a la necesidad de resolver e] problema de hallar a por un
movil cuando se conocfa sy velocidad. Dicho de

. . ) la razdn
mmstantanea de cambio de un movil, se podfa hallar | distancia recorrida por é] en
un tiempo cualquiera.

I Caleulo diferencial giré e
la distancia recorrid
Olra manera, conocida,

n

Sin embargo este es uno de los numerosos problemas en log cuales se conpce 15
derivada de una funcién y e objetivo es hallar dicla funcidn. Asq, por ejemplo,

un demdgrafo sabe el ritmo a] que estd creciendo la poblacién y puede desear
usar esta informacién para predecir futures niveles de poblaciéy. Un f{
conoce la velocidad a la cua) tpo puede querer caleulay ]

futura del cuerpo. U e el ritmo de inflacién e

‘n todos estos problemas in

sico que
a posicién
de estimar
terviene el

Se mueve un cue
Il economista que congc
la tendencia de los precios futuros, ete.
concepto de derivada,
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Toda ecuacién que contenga una derivada se llama Ecuacién diferencial y
cuando esta ecuacién modele un determinado fenémeno, hablaremos de ella como
un modelo diferencial. Asi, por ejemplo, el supuesto de que la poblacién crece a
un ritmo proporcional a su tamaiio, puede expresarse por medio de la ecuacién

diferencial (o modelo diferencial)
dP
1 i
1) kP ».
donde P representa el tamaifio de la poblacidn, t es el tiempo y'k es la constante
de proporcionalidad.

En general todos los fenémenos que hemos expresado por medio de ritmos
pueden modelarse mediante ecuaciones diferenciales.

Ejemplo 1

Se estima que dentro de t meses la poblacién de un ciderto pueblo estara
cambiando a un ritmo de 2 + /1 personas por mes. Si la poblacién actual es de

5000 personas, jcual serd la poblacién dentro de 9 meses?

Si representamos por IV () 1a poblacién del pueblo dentro de ¢ meses, entonces,
la derivada de N(t) significard el ritmo de cambio de la poblacién con respecto al

tiempo t. Esto es:
P dN

(2) —=2+Vi

En definitiva, jcémo hallar las funciones P(t) y N(t) que satisfaran las ecuaciones
(1) y (2) que dan respuesta a los problemas propuestos? La respuesta a esta

pregunta la dard el Ciélculo de Primitivas.

5.2 El calculo de primitivas.

El proceso de obtencién de una funcién a partir de su derivada se llama Célculo

de Primitivas o Integracion.

Una funcién F' cuya derivada es igual a f se dice que es una primitiva
de f. Dicho de otra forma, F' es una primitiva de f si y sdlo si

dF _ ¢ para todo = en el dominio de f

dz
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Cada vez que hayamos encontrado lo que creemos es una primitiva de una
funcion podemos comprobarlo por medio de la diferenciacion.

Ejemplo 2

Comprobar que F(z) = % + 3z + 1 es una primitiva de f(z) = z3 + 3.

SOLUCION. Para comprobar que F(z) es una primitiva de f debemos verificar
que F' = f. En efecto:

FI( — 1:3 a3 b
:II)—4'—4-+3—:12 +3

El lector habrd notado que f tienc mas de una primitiva. Asi, por ejemplo, F(z)

5'41 + 3z + 10 es también una primitiva de f. En realidad, si k € R, F(z) =
9;:— + 3z + k son primnitivas de la funcién f.

En general, si F es una primitiva de f, toda funcién obtenida por adicién de
una constante es también una primitiva de f. De hecho, resulta que todas las
primitivas de f se pueden hallar sumando constantes a una primitiva dada.

'Si F'y G son primitivas de la funcién f, entonces, existe una constante |
C tal que:

G(z) = F(z)+C

Qna explicacién geométrica simple, para el hecho de que dos primitivas de una

funcién difieren sélamente en una constante, se muestra en la figura
e 1,2 1

las primitivas F(z) = 122 y G(z) = szt -1

(1) Considere

C{x) 2
Una primitiv de ) =x o0 G(x)= X5
P(:")\ /// Lo Otra primitiva de fx)=x es Flx)= 523-1
figura 1 Z x L] esparalelaa L,
N

Si F'y G son ambas primitivas de f(z)
en el punto X es f(z) = z. Por lo tanto
curvas de ' y de G en el punto To,

= z, la pendiente de cada sus tangentes
el grafico de las rectas tangentes a las
son paralelas, esto es, cada una se traslada
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verticalmente respecto de la otra. Dicho de otro modo, existe una constante C
para la cual G(z) — F(z) =C

Parece claro que el calculo de la primitiva de una funcién no da una dnica
funcién sino una familia de funciones y que difieren entre si por una constante. El
proceso de célculo, denominado integracién, se denota por €l simbolo f llamado
signo integral e indica que se va a hallar la primitiva de la funcién que le sigue.

El simbolo
/ f(z)dz

se llama Integral Indefinida de la funcién f y denota la familia de primitivas
de dicha funcién. El simbolo dz, aparecido misteriosamente, indica que z es la
variable con respecto a la cual va a realizarse la integracion. Se usa una notacion
analoga si la funcién esta expresada en funcién de otra variable. Por ejemplo, si ¢

o p son variables de integracion, escribimos:

3 p?
/tzdt=§+0, 0 /pzdp=—,;—+0

Hemos visto que las operaciones de integracién y derivacién son inversas una
de otra. Expresamos este hecho en la forma siguiente:

La derivacién y la integracion son operaciones inversas una de la otra.

Es decir:

d _ 4 -
2 [ 1@z = 1=) [ i@ =f@)+C

Aunque hemos definido el proceso de integracién, todavia no tenemos reglas
practicas que nos permita calcular primitivas facilmente. Sin embargo el hecho de

que la integracion sea la operacién inversa de la derivacién nos facilitara el camino

para obtenerlas.

5.3 Integracién de la funcién potencia.

Recordemos que la regla para derivar la funcién potencia es la siguiente:

;; [z"] =n "1
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Si planteamos la regla a la inversa, esto es, como una regla de integracion,
debemos escribir:

1
nog. o L n+1 _ ' |
(1) /x de=——a™ 4 C (nt 1)

{

Cuestién que significa que para integrar la funcién z* (n # —1), aumentarnos

el exponente de z en 1 y dividimos por el nuevo exponente. Si el lector quiere
asegurarse de la validéz de esta regla debe derivar la funcién:

mn+]

F(a:)=n+1

Ejemplo 3

Calcular las siguientes integrales: a) [z3dz b) Jdz <) [Vzdz

SOLUCION. Aplicando la regla (1) se tiene:

2 _z%""l 5.,
a,)f$5d:1:~'_§::'l—+c=§ﬂ,

oo

+C

b) f1dz = [ 2%z = “60:; +C=z+C
c)f\/a_zdm=fx%dz=%%+c=§§-+c=%m
2 ]
El lector puede comprobar ficilmente que la integral de la funcién f (z) = 1
1o puede calcularse utilizando la, regla (1)

. 1 . x
. Observe que si escribimos z-! ¢] de. -
nominador de la funcién resultante queda dividido por cero. Sin embargo también
puede verificar ficilmente que

- 1

1
= dz = In|z| + C puesto que:

4 linlz)+ ) = L
T

z

. ’.I‘eme‘ndo' en cuenta que la funcién e* es su propia derivada, su integracién es
trivial. Escribimos:
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/e”d:r = e” + C puesto que: 4 [e°+C]=¢€"
dz

5.4 Reglas basicas de integracion.

De las reglas de derivacién para funciones que se suman, se restan, o que se
multiplican por una constante, se pueden deducir las siguientes reglas para la
integracién de funciones.

a) [kf(z)dz =k [ f(z)dz
b) [ [f(z) £g(z)ldz = [ f(z)dz+ [g(z)dz

Ejemplo 4

Calcule las siguientes primitivas: a) [(3e® — ?.23 —-1) d:;: b) f(2 +e" —z)dz
SOLUCION. Aplicando las reglas de integracién se tiene:

a) [(Be* — 2 —1)dz =3 [e*dz — [Sde — [dz =3e" - 52~ 2+ C

b) f(§+e”—a:)d:z:=2f%dm+fe’dx—f:cdw=21n:v+ex-%}—l—C

Una cuestién interesante de observar es que no existen reglas generales, tal como
ocurre con la derivada, para la integracién de productos y cocientes de funciones.
Cuando tengamos que integrar productos o cocientes de funciones, debemos ex-
presar dichos productos o cocientes de modo de poder integrarlos con las reglas

que hemos deducido.

: Ejemplo & |

Calcular las siguientes integrales: a) [ Bz=dze’tal gy b)) [7(z +5)(z — 1)dz

Podemos expresar la funcién de integracién como una suma de funciones y, a
continuacién, aplicar las reglas conocidas.
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a) [ Zz=tzeital gy J(E -t sy = [(2—4e® +28)da =2z-—4e*+Z 4+ (

b) [7(z 4 5)(z — 1)dz = 7 f(2* + 4z — 5)dz = 1z% + 1422 — 352 + C

5.5 Meétodo de integraciéon por sustitucién.

Para hallar la primitiva de funciones més complejas no es suficiente el método
que hemos desarrollado. Asi, por ejemplo, para calcular Ja integral de la funcién
2 . ’ . . . -
f(z) = z3¢* debemos inventar una técnica adicional.

Recordemos que para derivar una funcion de una variable, que a su vez de-
pendia de otra variable, recurriamos a la regla de la cadena. La operacién opuesta
de la regla de la cadena, en la integracidn, se conoce como integracién por
sustitucién.

Ejemplo 6

Calcule las integrales siguientes: a) [(z® + 2)*(32z%)ds  b) [ z3em*+24y

a) Observe que podemos desarrollar el cubo del binomio (z° +2)3, a contin-
uacion multiplicar el resultado por 3z2? y enseguida integrar utilizando la, regla (1).
Este método resulta demasiado largo y engorroso. Si en vez de un binomio al cubo
tuviésemos un binomio elevado.a siete la situacidén se complica. Por esta razén
efectuaremos una adecuadae sustitucion para transformar las inte

05 1 : grales propuestas
en otras mas simples. En efecto, efectuemos la sustitucién sigui

ente:
u =242, entonces, du = 3z dx

Utilizando este artificio la integral propuesta se transforma e

. ‘ n otra ficilmente
integrable. Asi, entonces:

4
3 39,27 _ U
/(:c + 2) 3mdudm_ T+C

Pero, puesto que u = 2 + 2, resulta que:

/(3:3 + 2)*(3z%)dz = (3._1—}_2_)_4-,4‘ C
b)

Para calcular la integral propuesta efectuaremos el sigulente cambio de variable:

$iu = e +2 42,3
= , entonces, du = e (42%)dz
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e tids = o fau =1
/ze T 1 du 4u+C

z442
/xae""'zdx - EZ— +C

135

Por lo tanto;

En consecuencia

Ejemplo 7

Calcule la integral [ 2z 4y

SOLUCION. Efectuemos la siguiente sustitucién

si u=Inz, entonces, du = }-dz
z
Por lo tanto ] ] 2
ﬁdlelnz-—dm=/udu=&+0
T T 2
Puesto que u = In z resulta que: '
l 2
nz , _ (Inz) +C
T 2

5.6 Ejercicios propuestos.

a) [3z+/1-—z%dz g) f(-z—if;—)}-dx
b) V1 — z?zdz

c) -l\i/-ﬁi zdz

h) [Vz? —2z%ds
i) [ sen®zcos zdz
NS ——lf:z-" dz
e) [ itz dz k) [ 2¢nz gy

f) [Zfide 1) [e3*dz

d) f(e +1)°e"dz
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Algunos modelos

mateméticos
clasicos

5.7 Los modelos matematicos

Cuando estudiamos un fenémeno de naturalez
de ingenieria, etc, no siempre eS‘pOSible }%allar ] . iver
magnitudes que intervienen en dichos fenémenos. A veces, 1o es posible siquiera
determinar con presicién las variables que intervienen en el fenémeno que se estu-
dia. Sin embargo, cuando las relaciones entre las cantidades pueden hallarse, casi

siempre puede traducirse esta dependencia en €cuaciones que contienen derivadas
y diferenciales.

a fisica, econdmica, demogréfica,
as leyes que enlazan las diversas

Cuando un ingeniero quiere encontrar UNa respuesta a un fendmeno de |a
naturaleza, cuyos supuestos estin basados en experimentos y observaciones, bus-
ca traducir dichas observaciones en ecuaciones matematicas.
que pretenden describir aproximadamente e} fenémeno en estudio, es lo que
llamamos un modelo matematico. Por o antes dicho es ¢
matematico lo que hace es describir aproximadamente la realid
po, se busca con él, predecir hechos y situaciones que |
no puede mostrarnos.

Las ecuaciones

laro que un modelo
ad y al mismo tiem-
a observacién del fendmeno

Una caracteristica de los modelog
los cuales intervienen derivadas
realidad se pueden idealizar det
siderar el movimiento de un ¢y
particula; o el movimiento de
Cuando hemos bhallado ¢] mode
do decimos que hemos formul
las més importantes ramas de

matematicos, en particular los mode
y diferenciales, es que, en la

erminados hechos. Asi, por ejemplo, se puede con-

€rpo, o de un planeta, come el movimiento de una
la tierra como el movimiento

lo que describe e fenémeno que estamos estudian-
ado matematicamente el problema, Uy, de
la matematica, que proporciona los métodosg para

los en
aproximacion a la

de una esfera, etc.
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fOfmula.r r‘na,tematlcamente una gran variedad de fendmenos, se llama Ecuaciones
Diferenciales.

Cuando el problema ha sido modelado mediante una ecuacién diferencial, dicha
ecuacién estd sujeta a determinadas condiciones. Estas condiciones, llamadas de
valor inicial o de frontera surgen del mismo problema. Sin estas condiciones es
practicamente imposible hallar la o las funciones incégnitas que dan solucién al

problema.

No todas las ecuaciones diferenciales que modelan fenémenos de la naturaleza
pueden resolverse mediante soluciones exactas (analiticas) y con frecuencia se debe
recurrir a métodos numéricos. Una solucién exacta o analitica es aquella que puede
obtenerse mediante los métodos del Céaculo, y se expresa generalmente través de
funciones polinomiales, exponenciales, trigonométricas, etc. La mayoria de los
problemas que abordaremos en este texto se resolverdn analiticamente.

Hallada la solucién de la ecuacién diferencial debemos ser capaces de interpretar
lo que est4 sucediendo desde el punto de vista del fenémeno. El cientifico que ha
modelado el fenémeno, contrastara la solucién obtenida con sus observaciones o

resultados experimentales. '

De tal modo que al modelar un fenémeno utilizando ecuaciones diferenciales
debemos distinguir tres etapas bien diferenciadas:

a) Formular matematicamente el problema. Es decir, modelar el
fenémeno mediante una ecuacién diferencial.

b) Hallar la solucién de la ecuacién diferencial. La ecuacién for-
mulada en la etapa anterior, sujeta a determinadas condiciones, debe ser
resuelta para obtener la funcién solucién.

pretar la solucién obtenida. Con la solucién obtenida debe-

c) Inter
de interpretar el fenémeno y predecir hechos que el

Inos ser capaces
fenémeno no puede mostrarnos.

A diferencia del algebra, en la cual se buscan los mimeros desconocidos, ©
satisfacen una cierta ecuacién, cuando resolvemos una ecuacién
buscando funciones desconocidas que satisfacen dicha ecuacion.
a mostrar los procesos que permiten traducir princi-
diferenciales, interpretando razones de cambio como
ar la solucién de la ecuacién diferencial.

incégnitas, que
diferencial estamos
El siguiente ejemplo intent
cipios fisicos en ecuaciones
derivadas, y la forma de hall
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Ejemplo 7

Supongamos que una particula se mueve en una trayectoria rectilinea a lo largo
de un eje, de tal modo que su aceleracion esta dada por la ecuacién
m
a=—6t+18 [—-2-
seg

en cualquier tiempo ¢ mayor que cero.

{Como hallar la funcién que modele el espacio s recorrido por la particula,
medido a partir del origen, en cualquier tiempo ¢ > 0, asumicndo que inicialmente

en t = 0 Ja distancia recorrida por la particula es de 2 metros y que se esta

moviendo a una velocidad v = —5 (2517

SOLUCION Para formular matemditicamente este problema debemos recordar
que la velocidad y aceleracién de un CUErpo que se mueve con una trayectoria
rectilinea, a lo largo del eje s, estan dadas respectivamente por las ecuaciones

ds _d’s
CT@ Y T
En consecuencia, de acuerdo al enunciado del problema, escribimos la ecuacién
dts . m
1 - =—060+18 {—
1) =5 +18 {3l

que es la ecuacion diferencial que describe la aceleracién de la particula en cualquier
tiempo ¢t > 0.

Si resolvemos esta ecuacidn podemos
de la particula en cualquier tiempo ¢
condiciones adicionales, esto es:

hallar la funcién que modela la posicién
> 0. Para esto es necesario utilizar las

a) El hecho de que la particula op el instante ¢ = 0 ha recorrido 2 metros, es
decir, s(0) = 2,
b) Que la velocidad en el mismo instante es de —

5 metros por segundo, es decir,
s'(0) = —-5.

Integrando la ecuacién (1) resulta

ds
(2) 5 = "3+ 18t 4 C
donde C) es una constante arbitraria que puede ser de

e~ U terminada utilizando la
condicién adicional s

"(0) = -5 en la ecuacion (2). En efecto:

S(0)=-3-024+18.04Cy = -5 <= Cy = -5
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En consecuencia la ecuacién diferencial que describe la velocidad de la particula

€s d
as _ _gs2
(3) S =-3"+18t-5

Para hallar la funcién que modela la posicién de la particula en el tiempo ¢ inte-
gramos la funcién (3) y obtenemos

(4) s(t) =t +9* -5t + C,

La constante arbitraria Cz puede ser determinada utilizando la condicién s(0) = 2
en la ecuacién (4). Resulta entonces que

5(0)=-02+9-0°-5.0+C, =2 <= C;=2

En consecuencia la funcién que modela la posicién de la particula en el tiempo ¢
es:
(5)  s(t) = —t>+ 9> -5t +2

;Cudl es la posicién de la particula después de primer segundo?. Se ve claro que
la posicién de la particula después del primer segundo es

s(1)=—-1+9-12 = 5.1+ 2 = 5 metros
Finalmente decimos que la funcién (5) es solucién de la ecuacién diferencial

(1). Para demostrar este hecho es suficiente probar que la funcién (5) verifica la
ecuacién (1). En efecto, derivando dos veces la ecuacién (5) resulta:

' d?
s(t) = —3¢%2 + 18t — 5, y por lo tanto, s"(t) = —6t+ 18 = ;l-t—':-

Definicién. Una solucién de una ecuacién diferencial es cualquier
funcién que satisface la ecuacién. Es decir, es aquella funcién que
reduce la ecuacién diferencial a una identidad.

Hallada la funcién que modela la posicién de la particula en cualquier momen-
to de su trayectoria, podemos saber mucho més del movimiento rectilineo de la
particula. Asi por ejemplo podemos trazar el grifico de la funcién s(t) y hallar
los intervalos de tiempo en que la particula se mueve hacia la izquierda o hacia
la derecha del origen, podemos saber el instante preciso en que ésta cambia la

direccién de su movimiento, etc.

Notemos que en el problema se dieron dos condiciones para determinar la fun-
cién modeladora. Una condicién sobre la derivada: ¢'(0) = —5, y la otra sobre
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la funcién: s(0) = 2. Una caracteristica de estas condiciones es que ambas estin
dadas en un mismo valor de la variable independiente, en este caso ambas

en el punto ¢t = 0. Cuando esto ocurre el problema se llama problema de valor
inicial.

Definicién. Un problema de valor inicial busca determinar
una solucién a una ecuacién diferencial sujeta a condiciones sobre
la funcién desconocida y sus derivadas especificadas ambas en un

valor de la variable independiente. Tales condiciones se llaman
condiciones iniciales :

Supongamos ahora que las condiciones para el mismo problema son sélamente
sobre la funcién desconocida y en distintos valores de la variable independiente.
Por ejemplo: i) la particula ests localizada a 3 metros a partir del origen en el
instante t = 0; esto es s(0) = 3, ii) la particula est4 localizada a 5 metros a partir
del origen en el primer segundo, es decir, s(l) = 5.

Puesto que no tenemos condiciones sobre la derivada, s’ (1) para obtener C, tal

como 1o hicimos en el caso anterior, debemos integrar dos veces la ecuacién (1)
para obtener

1

s(t) = —t> 4+ 9t2 + Cit + Co
Sobre esta ccuacién usamos las condiciones s(0) = 3 y 3(1) = 5. En efecto:
Si s(0) =3, resulta C, =3 y de s(1) =5, resulta C, + Cy; = —3
La solucion de este sistema de ecuaciones es C; =3y Cy = —6. Por lo tanto 1a
funcién modeladora buscada es
s(t) = —t>+ 9> — 6t +3

g e . ’ . . .
Si queremos saber, por ejemplo, cual es la distancia recorrid

a por la particula en
el tercer segundo, debemos calcular s(3). Esto es

(6)  s(3) = —(3)° +18(3) - 15(3) + 3 = 93 metros
Se puede verificar ficilmente que la funcién (
(1). El lector se habrd dado cuenta de 1

las ecuaciones, impuestas por el problema
sobre la funcién desconocida s(t)

6) es solucidén de la ecuacion diferencial

a diferencia en las condiciones sobre
'\

. En el segundo caso las condiciones

. se hacen en dos valores distintos de la variable
independiente, s(0) y s(1). El problema se llama ahora, problema de valor en

la frontera. A continuacién definiremos con mayor precisidn este concepto
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Definicién. Un problema de valor en la frontera busca deter-
minar una solucién a una ecuacién diferencial sujeta a condiciones
sobre la funcién desconocida especificada en en dos o mas valores
de la variable independiente

5.8 Dos modelos matematicos clasicos.

Nuestra experiencia matematica nos ha ido mostrando que muchos fenémenos
de la naturaleza pueden escribirse en el lenguaje del dlgebra. Sin embargo esta
rama de la matematica es insuficiente para modelar fenémenos que se describen me-
diante ecuaciones que relacionan cantidades variables. A continuacién analizare-
mos algunos modelos que nos muestran el proceso de traducir leyes y principios

cientificos en ecuaciones diferenciales interpretando las razones de cambio como

derivadas.

5.8.1 Modelo de crecimiento y decrecimiento exponencial.
La tasa de cambio con respecto al tiempo de una poblacién N(t),
con indices constantes de natalidad y mortalidad, es proporcional

al tamafio de la poblacion, es decir

dN
rika

donde k es la constante de proporcionalidad

Demostraremos que una cantidad que crece a un ritmo proporcional a su

tamafio crece exponencialmente.

Si N es la cantidad y ¢ €l tiempo, tendremos que

dN
o =N

de proporcionalidad. Para resolver esta ecuacién diferencial
les N y t en la forma siguiente

dN
—IV_ = kdt

donde k es la constante
separaremos las variab

ados de la ecuacién se obtiene

/%:/kdt e In|N|=kt+C

Integrando a ambos 1
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Resolvemos la ecuacién logaritmica para N aplicando la funcién exponencial a
cada lado de la ecuacion. Obtenemos

|N| — ekt-{—Cl — eclekt

Observemos que cuando ¢ = 0 la constante ¢¢ = N. Si llamamos N, a esta
constante resulta

N(t) = Noekt

que es la funcion que modela el crecimiento exponencial.

El analisis del modelo muestra que cualquier funcién de la forma
(1) N(¢) =CeM
es solucion de la ecuacion diferencial

dN
(2) g = kN

Podemos verificar esta aseveracion derivando la funcién solucién y viendo si satis-
face la ecuacién diferencial. En efecto:

Nl(t) — Ckekt = k(C’ekt) = kN(t)

En consecuencia la funcién (1) es solucién de la ecuacién (2). Puesto que el valor
deCe R , 'toda:s las f\imcxones que resultan de dar un valor a C, son soluciones
de la ecuacién diferencial (2). Podemos decir entonces que la ecuacién (2)

. tiene
infinitas soluciones; una para cada eleccién de la constante arbitraria C,

Ejemplo 8

Supongamos que N(t) es la poblacién de una colonia de bacterias en el tiempo
t; que la .poblaci()n en el tiempo ¢ = 0 (cero horas) fue de 1000 bacterias y que
la poblacién se duplica después de una hora. Halle la funcién exponencial que
modela el crecimiento de la poblacidén bacteriana. S e

SOLUGION. La informacién adicional acerca de

la funcién N(¢) nos :
hallar las constantes Ny y k. En efecto, de la ecuaci " permiten

én N(t) = Noe*t, resulia
N(0) =1000 = Cc® = C, por lo tanto (7 — 1000

Para hallar la constante k, aplicarnos el hecho
después de una hora. Esto significa
tanto

de que las bacterias se duplican
que en t = | habrdn 2000 bacterias. Por lo

N(1)=12000 = Ce*? = Ce*
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Resolviendo esta ecuacién para k resulta que k£ = In2. En consecuencia la funcién
N(t) que modela el creecimiento de la colonia de bacterias es

N(t) = 1000e*'?

Fstamos en condiciones de predecir la poblacién en cualquier tiempo futuro. Por
ejemplo, la poblacién a los 90 minutos, esto es, a las 1,5 horas, sera de

N(1,5) = 1000e")"? ~ 2828 bacterias

La condicién N(0) = 1000 se llama condicién inicial, ya que normalmente esribi-
mos las ecuaciones diferenciales de modo que el punto ¢t = 0 sea el valor inicial
(punto de partida). La figura (2) muestra algunas de las gréficas de la funcién
N(t) = Cet!"? que son soluciones de la ecuacion diferencial %’—:’- =In2N

c=0,2
%cﬁl,l

SN

.

-«

!
\

%

/

De hecho las graficas de las funciones solucién de la ecuacién diferencial llenan
por completo el plano bidimensional sin que haya dos que se intersequen. Y la
seleccién de cualquier punto del eje N conduce a la determinacién del valor N(0).
Debido a que por cada uno de tales puntos pasa exactamente una solucién, el
lector puede inferir facilmente que, en cada caso, una condicién inicial N(0) = No

determina una solucion unica.

Es posible que €n la realidad ni.r}guna, de estas soluciones de una respuesta
exacta al problema de la determinacién de la poblacién, es decir, es posible que la
ecuacién diferencial (el modelo matematico del fenémeno de poblacién) no describa
adecuadamente dicho fenémeno para ninguna seleccién de las constantes Cyk.
Esto significa que ninguna seleccién de las consti:l.fltes k y C, haria ?osible que
supieramos con exactitud el tamano de la pojb’lamc.)n dentro de 100 afios. Por lo
tanto deberfamos tratar de escribir una ecuacion diferencial mds complicada, que
tome en cuenta otras variables, por ejemplo, los ef'ectos de la poblacién sobre el
{ndice de la natalidad, la alimentacién de la poblacién, etc.

ben ser consideradas como un fracaso del modelo

Estas apreciaciones no de . .
. 1 modelo no describe exactamente la realidad. Y

sino como el hecho de que e
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que si queremos aproximarnos al verdadero crecimiento de la poblacién debemos
tener en cuenta otras variables; dificiles de cuantificar la mayoria de las veces.
Sin embargo, en determinadas condiciones, como ser con alimentacién y espacio

ilimitados la cuacion diferencial en cuestién, describe con bastante precision el
crecimiento de la poblacién.

De este anilisis se puede inferir que el modelo matematico est4 basado en ciertas
simplificaciones y describe aproximadamante al objeto de estudio, pero gracias a la
sustitucién del objeto real por un modelo correspondiente a &l surge la posibilidad

de enunciar el problema como matem’atico y utilizar el aparato maternatico para
estudiarlo.

5.8.2 La ley del enfriamiento de Newton. Ia tasa de cambio de
la temperatura T' de un cuerpo con respecto al tiempo t es proporcional
a la diferencia entre T y la temperatura A del medio arnbiente. Esto es

dT

= = k(A-T)

en la que k£ > 0 es la constante de proporcionalidad.

Podemos preguntarnos cémo varia la temperatuta T del cuerpo a medida que
transcurre el tiempo t. Suponiendo que ¢ sea el tiempo y T la temperatura del
cuerpo, separando las variables en la ecuacién a _ k(A — T), resulta

dr
AT = kdt

Integrando ambos miembros de la ecuacion se obtiene

dT
A_T=/kdt = -InA-T|=kt +C

Observe que A — T puede ser

positivo o negativo. Supondremos que A -7 >0
por lo tanto se tiene ’

M(A-T)=kt+C; e A-—T =M = T= 4 _Cipkt

Haciendo C = =%

¥ usando la notacién funcional podemos escribir
T

(1) TE)=A~Ce™ ___,

funcién cuyo gréfico est4 esbozado en la figura (3)

T T e e e - — -

A-C
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Ejemplo 9

Una chuleta de rinoceronte de 5kg, originalmente a 50 grados farenheit, se pone
en un horno a 375 grados farenheit a las 5:00 p.m. Después de 75 minutos se hallé
que la temperatura T'(t) de la carne era de 125 grado farenheit. ;A qué hora estara
la chuleta a medio cocer a 150 grados farenheit?

SoLUCION. Tomando el tiempo ¢ en minutos, a las 5:00 P.M. correspondera
t = 0. De acuerdo a las condiciones del problema se tiene que i) A = 375 y ii)
T(0) = 50. En consecuencia resolveremos la ecuacidn diferencial
dT

~ = k@375 T)

Separando las variables e integrando se tiene

1
‘ = | kdt = =In(375-T) = kt P (e=kt
/375—TdT / n ) +C, <= 3715-T=Ce

Observe que hemos llegado a la ecuacién (1) reemplazando A = 375. Esto es
T =375~ Ce™™

Ahora bien, con la condicién inicial T'(0) = 50, pOdemos; determinar el valor de la
constante C. En efecto:

T(0) =50 =375 ~C < C =325

y en consecuencia
(2) T =375—325¢7

Solo nos resta hallar el valor de la constante k para determinar completamente

la funcién que modela nuestro fenémeno. Para esto tenemos la condicién adi-

cional T'(75) = 125. la sustitucién de estos valores en la ecuacién (2) produce los

sigiuientes resultados

1 250
=375 —-325e = k= ——In(—) ~ 5
T(75) = 375 e = ln(325) 0,003

Finalmente para determinar a que hora estard la chuleta a 150 grados farenheit
debemos resolver la ecuacién
150 = 375 — 325(~0.0035)¢

Se puede hallar facilmente que

(In3%) .
= ——=2" 105
0.0035 05 min
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Por lo tanto el tiempo total de coccién requerido es de 125 minutos. Y puesto que
la chuleta se metié al horno a las 5:00 P.M. debe sacarse de allf a las 6:45 P.M.

5.9 Algunos conceptos fundamentales

Una Ecuacién Diferencial es una ecuacién que contiene derivadas de una funcién
desconocida de una o mas variables. Si la funcién desconocida depende sélo de una
variable (de tal modo que las derivadas son derivadas ordinarias), la ecuacién se
llama Ecuacién Diferencial Ordinaria. Hasta ahora hemos trabajado con ecua-
ciones diferenciales que contienen sélamente una funcién incognita y que depende
de una sola variable, por lo tanto sc trata de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Ejemplo 10

«s . . d . ..

La ecuacién difrencial £ = 4z + 2y, que se escribe también Yy = 4z + 2y,
en la cual y es la funcién desconocida de una sola variable es un
Diferencial Ordinaria. Como sabemos, z es la variable
variable dependiente.

a ecuacién
independiente e y la

Con frecuencia escribiremos las derivadas sucesivas de y por ¥, y”, y", etc.

S 3 by s 1 ! " ", 4

Algur}ds veces (’.S(‘I‘lb}.lenlo.b los mismo en la forma y/(z), y (z), y"(z), etc. Asi,
por ejemplo, la ecuacién diferencial

d2y dy : " !
T2 £+y=0 se escribe y" 4 y +y=0

En el ejemplo 2 vimos

: que el problema tenia una infinidad de soluciones. En
lo que sigue analizaremos

con mas detalle este importante hecho.

Ejemplo 11|

Una curva en el plano tiene la propiedad de que su pendieﬁte en cualquier
?unt)o (z,y) es igual a 22. Hallar la ecuacién de la curva que pasa por el punto
2,5).

SOLUCION Puesto que 1a pendiente de la curva en cualquier punto (z,y) de
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ella estd dado por gﬁ, del enunciado del problema se infiere que

d
(1) E% = 2z, con la condicién inicial y(2)=5

La solucién de la ecuacién diferencial (1) es
y = z° + C, (donde el pardmetro C es una constante arbitraria)

Esta solucién, que contiene un pardmetro o constante arbitraria, se llama Solucién
general de la ecuacién diferencial. El grafico de la funcién y = 22+ C nos muestra
que dicha funcién representa una familia de curvas del plano.

Hemos dado valores enteros a la constante C para mostrar que cada una de los
miembros de la familia estd asociado con un valor particular de C. La ecuacién
diferencial, que es satisfecha por cada una de los miembros de la familia, se 1-
lama ecuacion diferencial de la familia. Para hallar una solucién particular,
es decir para determinar un valor particular para la constante C, se utilizan las
condiciones iniciales. Asi, entonces, de y(2) = 5, resulta

y(2)=22+C=5 < 44+C=5 < C=1

En consecuencia la curva pedida es la de la figura (4)

y=z*+1
y=x2:1 2,5)
figura 4
T‘;nzx ".‘.“:: s

5.10 Acerca de las soluciones

que estamos frente a un problema de valor inicial o de frontera debe-

Cada vez
as fundamentales:

mos contestarnos dos pregunt

a) Pregunta de existencia. (EXISTE una solucién de la ecuacién diferencial

que satisfaga las condiciones dadas?
unta de unicidad. ;Existe una UNICA solucién que satisfaga la

b) Preg N
rencial con las condiciones dadas?

ecuacién dife
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Ambas preguntas tienen una gran importancia no sélo desde el punto de vista
matematico, sino fundamentalmente desde el punto de vista de los modelos. Supong-
amos que hemos logrado modelar un fenémeno de la naturaleza con una ecuacién
diferencial y a continuacién probamos que dicho problema de valor inicial o de
frontera no tiene solucién. Entonces no tiene sentido intentar hallar una solucién.

Si tuvieramos exito en hallar una solucién, estd todavia el problema de la
unicidad. Si se hallan dos o ma&s soluciones para una misma condicion inicial
se estaria violentando el principio cientifico fundamental de que un sistema no
puede comportarse en formas distintas bajo las mismas condiciones. Y si esto
ocurriera con una ecuacién diferencial que modelara un fenémeno, deberiamos
poner en sospecha la formulacién matematica a que hemos llegado. El siguiente
es un ejemplo de una ecuacién diferencial que tiene mas de una solucién para la
misma condicién inicial

Ejemplo 12

La ecuacién diferencial

U _ 303, con la condici
4 — 9Y* con la condicién y(2)=0

tiene la solucion general y = (z + €)%, de la condicién inicial se obtiene C = -9
S 1. ot R 3 ., ., M
De modo que la funcién y = (z —2)3 es una solucién de 1a ecuacion propuesta. En
" 2 ' c, . )
efecto, y' = 3(z — 2)® y reemplazando y ¢ ¥’ en la ecuacién diferencial, resulta

3(2—2)" = 3((z ~ 29°|F +=3(z — 2)? = 3(z — 2?

Sin embargo otra solucién estid dada por la funcién y = 0. En efecto, la derivada
de ' = 0. Reemplazando y e y' en

o la ecuacién diferencial resulta la identidad

Con frefll'lenc.la,, en los problemas aplicados, se hallan soluciones particulares
de la ecuacién diferencial que no se obtienen de la solucién general mediante una

S?ICCC‘O“ de las constantes arbitrarias. Estas soluciones se llaman soluciones
singulares. Estas soluciones poco usuale

las ecuaciones diferenciales que estudiaremos con detalle mas adelante
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5.11 Las ecuaciones diferenciales lineales
de primer orden

Una ecuacién diferencial de primer orden es aquella en la que sélo aparece la
primera derivada de la variable independiente. Se llama lineal si se puede escribir

la f
en la forma s

gt-=a:r+b

donde a y b representan funciones de la variable independiente ¢.

De tal modo que las ecuaciones diferenciales que modelan las leyes del enfriamiento

de Newton, de Torricelli y de Crecimiento o Decrecimiento, son ecuaciones dife-

renciales lineales de primer orden.

Cuando demostramos que una cantidad que crece a un ritmo proporcional a

su tamafio crece exponencialmente, esto es, cuando hallamos la solucion de la

ecuacién diferencial lineal de primer orden
dN

dt

o de las variables separables. En efecto, separamos las

kN

utilizamos el métod s v
variables N y t en la forma siguiente

dN
—N- = kdt

grando a ambos lados de la ecuacion obtuvimos

/g]—v}y-:/kdt & In|N|=kt+C

Inte

lamos la solucién de la ecuacion logaritmica para N aplicando

A continuacién hal .c
o de la ecuacién. Obtenemos

la funcién exponencial a cada lad

INl — kttOr — eCrekt

Observemos queé cuando t = 0 la constante ef = N. Si llamamos No a esta

constante resulta
N(t) = Noekt

que es la funcién que modela el crecimiento exponencial.
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Definicién. Una ecuacién diferencial de la forma
f(y)dy = g(z)dz

se llama ecuacidn diferencial de variables separables

Para resolver este tipo de ecuaciones es suficiente integrar en ambos lados de
la ecuacién f(y)dy = g(z)dz

Ejemplo 13

Resuelva el problema de valor inicial

d
L =ay+a-2 -2, y(0)=2
dr

La observacién del segundo miembro de la ecuacién muestra que la tinica forma

de separar las variables es factorizandolo. En efecto, aunque dicha factorizacién
no es obvia se puéde obtener

7. = (@ =2y +1)

Note que la funcién constante y =

' cién ¢ —1 es una solucién de la ecuacion, pero no
satisface la condicién inicial. Al divi

dir ambos miembros por y + 1 resulta,

/ ;%J J = 2e

Integrando en ambos miembros se tiene

1
ln|y+1|=§x2—2x+0

Suponiendo que y + 1 > 0 se obtiene

1
IN(y+1)=§a:2—2:c+C

Aplicando la funcién exponencial en a

con la observacién de que €% = z, se obtiene

y+1= e%xz-2z+0 Syl = 60632-.7:2—21:

mbos miembros de la ecuacién loga,rftmica,

A
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c

Si hacemos A = e® resulta

y = Ae%x’—h‘ -1

Aplicando la condicién inicial y(0) = 2 se obtiene que A = 3, por lo tanto la

solucion deseada es
L1292 _ 1

y=33;

Ejemplo 14

Halle la solucién particular de la ecuacién

(1+ ez)y.j_z = €7, con la condicién inicial y(0) =1

ndo las variables y aplicando el signo integral se obtiene

e* dz e dz
ydy=1+ez = /ydy=/1+ex

Separa

Integrando, hallamos \
1) L=m(+e)+c

Imponiéndole, a esta ecuacién, la condicion inicial y(0) = 1 resulta

1 -
é=zn2+6’ = C=§—ln24=>C=L%{-n—2-

Poniendo este valor de C' en la ecuacién (1) se obtiene la solucién particular

1+e7\?
y2=ln( _;e) +1

Es decir 5
1+ e=
Yy = In ) +1
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5.12 Ejercicios propuestos

[

. Verifique si la funcién indicada es o no solucién de la ecuacién diferencial. a)

29 +y=0y=e"3.b)y'+4y =32y =8 ¢)y+20y = 24; y = & 820,
d)y'=25+y% y=>5tansz. )y’ +y = senz; y = %sen:r%cos z+10e7*. f)
2zydz + (2% + 2y)dy = 0; 2%y + y? + C,. g) 2%dy + 2zyder = 0; y = — L

2

Halle la ecuacién diferencial de la familia de curvas y = cz®. Trace el grafico
de dicha familia.

Obtenga la ecuacién diferencial de la familia de curvas y = C,e2* + Cre~2%

Halle la ecuacién diferencial de la familia de circunferencias con centro en el
origen.

Obtenga la ecuacién diferencial de la familia de pardbolas

L . . “ye & 2z
Halle la ecuacién diferencial de la familia y = ]%{

. La pendiente de una familia de curvas en cualquier punto (z,y) de! plano

estd dada por 4 — 2z. a) Establezca la ecuacién diferencial de la familia, b)
Determine una ecuacién para aquel miembro de la familia que pasa por el

punto (0,0). ¢) Dibuje algunos miembros de la familia, incluyendo e hallado
en (b).

. Trabaje el ejercicio anterior sj la pendiente esta dada por 4e~2<

Una particula se mueve a lo largo del eje x de modo que su velocidad instan-
tanea

dz w2 TN
Z =12 — 3t [;e—g;]

estd dada como una funcién del tiempo t. En el instante ¢t = 1, la particula

esta localizada en ¢ = —5. a) Establezca un problema de valor inicjal que
describa el movimiento de la particula. b) Halle la funcién z(t) que modela
la posicién de la particula en e} tiempo t. c) Determine donde estar |a
particula en los tiempos t = 2 y ¢ = 3. d) Determine los tiempos en que
la particula est4 en el origen. e) Determine los intervalos de
cuales la particula estd moviéndose hacia la izquierda y hacia la derecha del

origen. f) Describa elmovimiento de la particula trazando un grafico de la
funcién posicién.

lempo en los
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10. Una particula se mueve a los largo del eje = de modo que su aceleracién

11.

12.

13.

14.

15.

instantanea estd dada como una funcién del tiempo t por la ecuacién
m
a=10-3 [—
- 92]

En los tiempos t = 2 y t = 3 la particula estd localizada en z = 0 y
r = —40 respectivamente. a) Establezca la ecuacién diferencial y condiciones
asociadas que describen el movimiento. b) jEl problema es de valor inicial o
de frontera. c) Halle la funcién z(1) que modela la posicion de la particula en
el instante t. d) Determine la posicién de la particula en el instante t = 1. e)
Trace el grafico de la funcién z(t) y uselo para determinar en que intervalos
la particula se mueve hacia la derecha y hacia la izquierda. f) Considere el
mismo problema suponiendo que la particula estd en el instante { = 0 a una
distancia de 3 metros del origen y tiene una velocidad v = —6.

Resuelva cada una de los siguientes problemas de valor inicial o de frontera
y de, en cada caso, una interpretacién geométrica o fisica posible.

a) % = 3sen z, tal que, y(r) = -1

b) % = 4e~! — 2, tal que, z(0) =3

c) 2 = 9/u, tal que, s(4) = 16

d) y" = 12z(4 — z), tal que, y(0) =Ty y(1) =0

En cada uno de los ejercicios sigiuientes se da una ecuacion diferencial para
una familia de curvas, Obtenga las curvas solucién para cada familia y de
el nimero de pardmetros involucrados. Halle los miembros particulares de
cada familia que satisfaga las condiciones dadas

a)y =2 y(1)=2. b)y"=1-cosz;y(0) =0, y'(0) =2

Hallar las ecuaciones de las curvas tales que los segmentos de cada tangente
comprendidos entre los ejes de coordenadas queden divididos en dos partes
iguales por el punto de tangencia. Ver figura (a)

Un cultivo tiene inicialmente una cantidad Ny de bacterias. Parat =1 hora
el nimero de bacterias medido es %No. Si la rapidéz de multiplicacién es
proporcional al niimero de bacterias presentes, determine el tiempo necesario
para que el nriero de bacterias se triplique.

al sacar un pastel del horno su temperatura es de 300 grados farenheit, tres
minutos después su temperatura es de 200 grados farenheit, jcuanto demora-
r4 en enfriarse hasta una temperatura ambiente de 70 grados farenheit?
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Capitulq 6 La integral definida

Objetivos

1. Comprender la.evolucién, a traves de la historia, del concepto de integral como

limite de una suma de areas.
9. Comprender la importancia del teorema fundamental del calculo como un
puente entre el concepto de limite de una suma y el cdlculo de primitivas.
3. Estudiar las propiedades de la integral definida.
4. Utilizar EL DERIVE para calcular integrales definidas y estudiar modelos en -

los cuales intervenga dicho concepto.

6.1 Las ideas que dieron origen al Calculo
Integral.

En realidad los primeros problemas del Célculo Integral fueron propuestos, y
resueltos mediante aproximaciones, por los egipcios y babilonios, al calcular el
volumen de cilindros, conos y pirdmides. La necesidad de saber la cantidad de
trigo, maiz, y otros cereales, que debfan guardar en silos de diferentes formas y
tamaifios, los obligé a calcular el volumen de este tipo de sélidos. En-este terreno
los egipcios realizaron la extraordinaria hazafia de calcular el volumen exacto de un
tronco de pirdmide de base cuadrada. Al mismo tiempo resolvieron brillantemente
el calculo de 4reas de regiones acotadas por lineas rectas, no asi el de las figuras
acotadas por lineas curvas. El caso mas interesante de los intentos por resolver
problemas del segundo tipo, se refiere al célculo del area del circulo. Al pretender
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calcular, aproximadamente, el drea del circulo, ejercicio propuesto con el nimero
48 en el papiro de Rhind, los egipcios, formularon sin saberlo. uno de los problemas
m4s fecundos de la matemdtica: el problema de la cuadratura del circulo. Muchos
de los problemas relativos al célculo de superficies acotadas por lineas curvas,
propuestos por egipcios y babilonios, fueron resueltos después por los antiguos
griegos en los mil afios de esplendor de su civilizacién. El milagro griego ocurrido

entre los siglos VII antes de Cristo y III después de Cristo, dejoé una huella que
ain transitamos con admiracidn.

Es posible que si en la época de Arquimedes (287-212 a.C) se hubiera desa-
rrollado una simbologia matematica como la que tenemos actualmente, ¢l Calculo
Integral habria sido inventado con dos mil afios de anticipacién. Arquimedes, para
calcular el drea aproximada del circulo, inscribié tantos poligonos regulares, de
mas y mds lados, como le fue posible, hasta que el #ltimo de ellos se confundiera
con el circulo, fig (1). A continuacién calculé el drea de éste ultimo y la propuso

como una aproximacién. Esto le permitié, también, calcular el nimero 7 con 3
decimales exactos.

También calculé el drea del circulo subdiviéndolo en rect
muestra la figura (2). En ambos casos expresd que si el nimer
tara indcfinidamente, las ireas aproximadas
del circulo. Utilizando el aparato
lar, por ejemplo, el drea de una s

(cuadratura de la parabola)
esfera,;

angulos, tal como
o de lados aumen-
serfan exactamente iguales al 4rea
geométrico euclideano Arquimedes logré calcu-
uperficie acotada por un segmento de parabola

y los volimenes exactos del cilindro, del cono y de la
amen de interesantes propiedades relativas a estos s6 idos.

Sin embargo la geometria euclidea
para resolver una amplia g
durante El Renacimiento.
de curvas cualesquiera y el
problemas, hizo nece
que pudiera ser utili

na resulté ser una herramienta poco 1til
ama de problemas que surgieron, dos mil afiog después,
La necesidad de determinar la longitud de segmentos
drea de superficies encerradas por éstas, entre otros
sario desarrollar un aparato matematico menos engorr
zado incluso por los aficionados a la matemdtica.

Con una simbologia m4s desar
siano de Coordenadas, fue posibl
sigue utilizando las ideas de Arqu
desarrollar métodos para calcular
eje z, lasrectas r = ¢ y

0s0 y

rollada y con la invencién del Sistemna Carte-
e escribir formalmente estas ideas. En lo que
imedes (y la simbologfa moderna) intentaremos
el drea de cualquier

regién plana acotada por el
T = by lagrifica de una funcién f continua, y no negativa.
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Sin embargo, para poner en practica estas ideas necesitamos definir previamente
algunas notaciones y otros conceptos que se derivan de ellas.

6.2 La notacién sigma

La letra maytscula griega ¥, la usaremos para denotar abreviadamente el con-

cepto de suma. Asf, por ejemplo, para expresar la suma de los 5 primeros nimeros
5

naturales, escribiremos: 1 +2+3+44+5=3.,1

Los siguientes son otros ejemplos de sumas abreviadas de diferentes términos.

n
Q) mtaztastagtastastartan =) a

) 142 +32 44245 462 +T 4 tmi=) i

1=1

¢) f(z1)Az + f(z2)Az + - flwa)Az = ) f(z:)Az
=1
La letra i se llama indice de la suma y los nimeros enteros 1 y n son los limites
inferior y superior respectivamente. Es claro que en vez de las letras y numero

anteriores pueden utilizarse cualesquiera otras. Con frecuencia, por tradicién, para

el indice, suelen usarse las letras 1y j.

Ejemplo 1

Escribir en notacién abreviada (Z) la siguiente suma de términos: ; R

1 + 2 N 3 . n
1+1 241 3+1 n+1 .

SOLUCION. Observe que los "n” primeros términos de la suma son de la forma:

n
n+1
no se forma con el indice ¢ = 1, el segundo con el indice 7 = 2, etc,
| enésimo término. En consecuencia el indice ” i” toma todos los
Por lo tanto la suma abreviada se escribe:

El primer térmi
hasta alcanzar e
valores desde ¢ = 1 hasta : = 7.

1 2 __.-—3 P n — - i
1+1+’2+1+3+1+ n+1 ;i+1
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Ejemplo 2

s
Evaluar la suma 375_, 5.

SOLUCION. Observe que el indice de la suma va des 0 hasta 3, por lo tanto se
tiene que:

53j+1_0+1 141 241 341 1 2 3 4 163

= : =4t ps =22
Sojyz o2 Tretare T3t it it T R

Dos importantes propiedades de la notacién £ son las siguientes:

1) Zcf(l = CZ f(z). ¢ es constante

=1 =1

2 U@ +g6)] =3 f)+ Y 90)

La primera de ellas significa que cualquier factor independiente del indice
es ina constante y puede ser sacado fuera del simbolo de suma, y la segunda,
expresa la distributividad del signo respecto de la suma (resta) de funciones.

|Ejemplo 3

a) En la siguiente igualdad se ve que la expresién ni, no depende del indice, por.

lo tanto puede ser sacado Y puesto antes del simbolo de suinya:

N

n

n
_4,.1'2 _ 4 Zi?
n? n? 4

=1

b) Se destaca, ademas, la siguiente igualdad:

=1

i=1

DE=kY l=k(l41 41414 U=k n
=1

[] n 1rnp1.ll~so al desarrollo del concepto de suma de una sucesién de nimeros
lo dio en su nifiez el gran matematico Aleman Karl Gauss (1777-1855)
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Gauss, fue hijo de un modesto albanil nacido en el aro 1777 en la ciudad de
Braunscweig, Alemania. En sus primeros aiios, como el mismo contaba, aprendio
a leer como todo el mundo. Con el tiempo, adquird una memoria prodigiosa y unc
gran habilidad para calcular. A los siete anos ingresd a la escuela de su barrio y,
segin se cuenta, hasta los 7 afios jamds sobresalid entre sus compaiieros. Un dia de
verano, a los 9 nueve afios, su profesor, correa en mano, como eran los profesores
de esa época, les dio la tarea de sumar desde el 1 hasta el 60, tarea suficiente
para tenerlos tranquilos durante mds de una hora. Para efectuar los cdlculos los
nifios usaban una pizarrita pequeiia que debian dejar sobre la mesa a medida que
iban terminando. Dos minutos después de haber propuesto.el ejercicio, el diminuto
Gauss saltd de su asiento y en carrera llegd hasta la mesae del profesor diciendo en
el dialecto local "ligget se”, que significa ”ahi estd”. El maestro mird al paliducho
Causs sonriendo maliciosamente, como diciendo, “después de la paliza que te daré
se te quitardn las ganas de gastarme semejante broma. Luego de que todo el mundo
hubo entregado las pizarras, de las cuales la de Gauss era la primera, el maestro
empezd por la iltima, distribuyendo a cada uno, los elogios o la reprimenda verbal
segin fuera el caso. Al llegar a-la de Gauss, su sorpresa no tuvo limites, porque
no habia mds que un nimero, 1830, que era el resultado correcto.

;Como habia hecho el rapaz para llegar a este resultado tan rdpidamente se
preguntd el maestro?, jlo habia sabido casualmente de memoria?. Interrogado
Gauss como en un tribunal, dijo que todo era muy simple. En primer lugar habia
hecho los cdlculos mentalmente para no perder el tiempo. escribiendo. Colocd los
nimeros en su memoria, desde el 1 hasta al 30, en una primera fila, y desde el 31
hasta el 60 en una segunda fila, de modo que la suma del nimero de arriba con €l
de abajo fuera siempre 61. El profesor le le ezigié que escribiera dichos cdlculos y
Gauss anoto lo siguiente:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 --30
60 59 58 57 56 55 54 53 52 51 ---31
61 61 61 61 61 61 61 61 61 61 ---61

Para Gauss calcular ahora mentalmente 30 veces 61 era algo sencillo, de tal modo
que escribio 1830. El sefior Burtner, asi se llamaba el maestro, quedd con la boca
abierta, dejé el chicote en la mesa y felicitd efusivamente al debil Gauss. Dias des-
pués el sefior Burtner hizo algo con lo cual pasé a la historia para siempre, compro
en Hamburgo un libro de matemdtica y se lo dio de regalo. A los 15 afios Gauss
era un gran matemdtico y llegd a ser a los 25 afios, el mds grande matemdtico de
Europa. La historia lo conoce como el Principe de las Matematicas.

Tiempo después, cuando Gauss hubo asimilado la simbologfa matematica, inventd
una férmula para sumar los n primeros ntmeros naturales, escribiendo lo siguiente:

+1
1+2+3+4+5+6+7+-..+n=___"'(”2 )
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De tal modo que en notacién de suma abreviada se puede escribir:

(1) Zz’:?("TH_)

=1

Con el tiempo se propusicron otras notables férmulas para surmar determinados
numeros. Algunas de ellas, que utilizaremos m4s adelante, son las siguientes:

2) ?:1 c=c-n

\ n 2 n!n+1!!2n+1!
3) Zi:l =

6

OPIEUEES o

4

5) no cq4 _ n{nt1)(6n’+9n%+n-1)
=t = 30

Todas las férmulas de esta naturaleza pueden ser demostradas por induccién
matemadtica, sin embargo no es nuestro propésito detenernos en ahondar estos
hechos. De tal modo que las usaremos aceptando su veracidad.

: Ejemplo 4 |

Halle una férmula que permita sumar los "n” primeros t{érminos de 1a expresion
k(2 — 3k?), esto es, 7 k(2 — 3k?)

.

SOLUCION. Utilizando las propiedades de la notacién 3. se tiene:

Y k(2 —3k*) = Y 2k — Y 3k°
> 2L

! n n
= 2 Z k-3 Z k*, y utilizando las férmulas (1) y {4)

k=1 k=1
_ n(n+1) . [n%(n + 1)2
oo

= n?4qn_ Z(n4 +2n® + n?), esto es,
dn® + 4n — 3n — 6n3 — 32
1 , finalmente resulta,
dn 4+ n? — 6n3 —~ gp4
4
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Por lo tanto la expresién Y ,_, k(2 2\ _ 4ntni—6n®—3n%
" ”' . k=1 '(u‘—3k )=MHOS .

Zuma. de ]0§ n” primeros términos de la forma k(2—§k2). Asi pfre:jn;::le 1?110 ular la

el los (5 ggl)merfs términos de la expresién propuesta, esto e; Zs klz2 ’ zli;l)ma

—1 + (—20) + (—75) + (—184) + (- ’ » Zuk=1 B8 = 98 ) =

5 En efecto: )+ ( ) 4+ (—365), se calcula en la expresién hallada para

=4.5+52—6-53—3-5“ ___20+25—750—1875 —2580
4 4 T g

S
= —645

Ejemplo 5

Calcular S120(37 —4)

Observe que la suma empieza desde cero en vez de 1. En estos casos conviene

expresar aparte el primer nimero e iniciar la suma con =1

100

100
S@E-4) = 4 > (3i-4)
=1 =1
100 100 100
2(32'__4) = -—4+3Zi—24
i=1 i=1 =1
100
) 100 - 101 :
Z(Iiz-—fi) = —4+3 [——2'—] ~4.100 = 14746

=1

6.3 Arquimedes, Newton y las sumas de
Riemann.

i

Isaac Newton, expres6 que: Vst en cualquier figura delimitada por rectas y
por una curva S€ inscriben y circunscriben recténgulos en nimero arbitrario, y st
la anchura de tales rectdngulos se va disminuyendo a la par que se a.umer;ta el
numero de ellos hasta el infinito, afirmo que las razones entre las figuras inscritas

y circunscritas Y la figura curvilinea acabardn siendo razones de igualdad”

tas palabras no difieren mucho de las que Arquimedes habia

Como vemos €8 .
hocientos anos antes. Sin embargo Newton fue més lejos (se

pronunciado mil oc
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habia desarrollado el dlgebra y otras ramas de la matematica) y supuso la exis-
tencia de una funcién f no negativa y continua en un intervalo cerrado [a,b]. A
continuacion redujo el problema al calculo del 4rca bajo el grifico de f entre las
rectas £ = a y z = b. Para esto dividié el intervalo [a, ] en n subintervalos iguales:

e=20< 1 <T3<T3< <Ly 1<T,=0"b

y trazé graficos como los de las figuras (3) y (4). La figura (3) muestra los rec-
tangulos inscritos en la curva y = f(z), donde A, ¢s la suma de las reas de dichos
rectangulos. Dicha drea se escribe mediante la expresién que sigue:

A~ [(@)Aa + f(5)Az + [(@)AT+ -+ fz-)Az = 3 f(zi)Aa
1=1

%o B Yamr

se ve que f(zo), f(z1), -+ f(zn_1), son las alturas de los reclangulos y Ar es el
ancho de la base; igual para cada uno de dichos rectangulos. Iis claro que el drea
bajo la curva es menor que el 4drea exacta. A esta suma se le llama Suma Inferior.
La figura (4) muestra la aproximacién A, del drea tomando rectangulos por exceso,
es decir, de rectangulos cuya drea sobrepasa el drea exacta. A la suma total se le

Hlama Suma Superior. Analogamente f(@1), f(22), -+ f(22) son las alturas de los
rectangulos y Az es el ancho de la base de cada uno de ellos.

ok

Az = f(21)Az + f(z,)Az + f(z3)Az + - + f(zp)Az = z": fz)Ax

=1

Estos resultados nos sugiere la siguiente desigualdad respecto del 4rea exacta A

Zf(;ci-x)A:c <AL zn:f(a:,-)Aa'

i=1

1
|
i
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En la practica las areas aproximadas se acercardn cada vez mds al drea exacta
subdividiendo el intervalo [a, b] en una mayor cantidad de subintervalos de manera
que la longitud de la base de cada uno de los rectingulos tienda a cero. Esto es lo
mismo que decir que si n — 400 entonces, como afirmaba Newton, las razones
entre las figuras inscritas y circunscritas acabardn siendo razones de igualdad.

Veremos mds adelante, que estas sumas, llamadas sumas de Riemann,
resultan ser un importante instrumento para definir el concepto de
Integral Definida.

Ejemplo 6

Use la suma inferior para hallar el 4rea aproximada de la regién comprendida:
entre la grafica de la funcién f(z) = z? y el eje z, en el intervalo [0.2]. Divida
dicho intervalo en cinco subintervalos.

SOLUCION. Observemos que la longitud Az de cada subintervalo del intervalo
[a, b] esta dado por la expresiéon Az = b—;'l—“-, donde n 'es el nimero de subintervalos.
En nuestro ejemplo n =5, a = 0y b =2, por lo tanto, se tiene que:

A = ——

5 =0,4

[S1 21 W)

Puesto que Az = 0,4 resulta que cualquier punto de orden z, se obtiene sumando
2 = 0,4 al punto de orden z;. De este modo si el primer punto es zo = 0, entonces €l
segundo punto es ; = 0+§ = 2, el tercer punto serd z; = T+i= §+§ =%2=0,8.
Finalmente los cuarto, quinto y sexto puntos son &3 = £ + 1=8 2= 642=8
yaos = e+ 2= 19 = 2. Esto nos sugiere que la férmula z; = § nos permite
hallar todos los puntos de la divisién. En efecto, si z toma los valores 0, 1,2, 3,4,9,
respetivamente, resulta la tabla siguiente:

(5]

)
$5=~"2

—
[SV]
w
N

? 0
$o=0

by
o |

i 0g

— b —_
:133—-5- Ty =

5]

A

I
k()

r; = Iy =

Note que la expresion z; = %z es un caso particular de la férmula general:

S 0L

;= cuandon =5,a=0y b=2
n

b
que nos permite hallar los puntos z; de subdivisiéon de cualesquicra que sea el
intervalo [a,b] y el mimero n de subintervalos. El grifico de la figura (5) muestra

los cinco rectangulos construidos por defecto bajo la curva f(z) = z? en el intervalo
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[0,2], donde el primero de ellos es de drea nula porque su altura es f(0) = 0 y el
ultimo tiene por altura f(z;_1) = f(2). En consecuencia el drea aproximada es:

2 4\ 2

Factorizando por la fraccién 2 podemos escribir:

+
S~
.
[ N e
N—
[ob1 B I ]
+
&,’
N
[S181Re o]
N’
[SLEN ™)

2 4 16 36 64 21120 2124 _48_
A~5[0+2—5'+§5+£€T-2—5-]—5[—]——g[ }—— = 1,92

Bjemplo 7]

Usando las sumas inferiores y superiores hailar el 4rea exacta de la regién

comprendida entre la grafica de la funcién f(z) = z* y el eje x, en el intervalo
[0,2].

SOLUCION. Para hallar las sumas pedidas es necesario determinar previamente

la longitud de cada uno de los subintervalos y los puntos correspondientes a la
division. Se divide, en primer lugar, el intervalo [0,2] en n subintervalos de igual
longitud. Puesto que la longitud de cada subintervalo es Az, resulta que;

n n n

La figura (6) muestra algunos rectangulos inscritos
bajo la curva f(z) = z®. Note que la expresion:
2
;= =

n

-y ) X X
permite hallar cada uno de los puntos en los cuales b e

se subdivide el subintervalo [q, b]. En efecto:
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1—1
2(1—-1

n

oo

1 0 1

:c.-=% 2g=0|z2;=

4
xz_—_; DR m!—'l=

3 1w

Asi, por ejemplo, si el intervalo se ha dividido en 5 subintervalos, esto es, si
n = 5, los 6 puntos que subdividen el intervalo [0.2] se muestran en la tabla

siguiente:

3

T3 =

1 0 1
1:,-:-2-51 .770=0 Iy =

1

o [

=
o

£ |08

o tey

CL‘5=2

or | O

[y) T4

Estamos, ahora, en condiciones de hallar la suma inferior en el intervalo [0.2).
Puesto que dicha suma es 37, f(zi-1)Az, resulta: :

222
B

=1

Il

3 f(@ia)Ax

1=1

n n

= i(:—a)(ﬁ—zwl):%[ii2—22i+zl] |

i=1 1=1 =1 i=1

8 [r(n+1)(2n+1) n(n + 1)

- = _o(M2rtl)
nd | 6 2 tn
8 [2n®+3n*+n

_ 8 (203 4+ 3n? + n — 6n?]

| 6

= g -t Hnl =3 - T g

La dltima expresién nos sirve para calcular el drea bajo la curva entre 0y2,
por defecto. En el ejemplo (6) hicimos los célculos para n = 5. Observemos que
el 4rea aproximada que hallamos es la misma. En efecto:

5
8 4 4
;f(:c.-_l)Ax— 375 T35 =192

Para calcular la suma superior utilizamos la expresién Yo f(zi)Az. Resulta

entonces que:
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S = (24

1=1 i=1
221 72] 8
n2 n| n3<

?;2

I
NE
WE

1=

Ji
—

1

8 [n(n+1)(2n +1) _ 8 [20°+3n* +n
T on3 6 T pd 6
= Aotz 8 4, 4
- %[Qn +3n +n':_3+n+3n2

El area por exceso para el mismo nimero de puntos, es decir, para n = 5 es:

5
8 4 4
Zl:f(z,-)Ax—§+-5-+-,7—5~3,52

De acuerdo a Arquimedes y Newton, si el nimero de subintervalos elegido fuese
mayor, las sumas superior e inferior deberian llegar a ser iguales. De hecho si
n = 100 entonces el drea por defecto es:

— 8 4 4
Z flei)z = 3 = 5 + gooes 7 2,62673

En cambio, el 4rea por exceso es:

100
4

8 4 N
Zf(:ri)Aa: =3 + 100 + 30000 ~ 2,70673

i=1

Siguiendo la misma idea, esto es, haciendo tender n a infinito, las 4reas por

defecto y por exceso tendrian que ser iguales. En efecto, para el drea por defecto
escribimos:

n—s+oo n—— o0 n 3n2

T . 8 4 a4 g
Area exacta = lim -Zf(mi—l)Aﬂf— lim _5——4._._ 3

=1

Para el drea por exceso escribimos:

1 8
3n2 3

: & 8 4
Area exacta = liln = . = —_ g
potm §=1 flz)Az . 11114}oo 3 + " t
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De lo cual se deduce que, cfectivamente, cuando el nimero de rectangulos crece
indefinidamente, las afeas por defecto y por exceso, en el intervalo [0, 2] resultan
ser ambas %.

En realidad esta presentacién de las sumas de Riemann es una versién restringida
de una caracterizacién mas general. Sin embargo no estamos interesados en de-
sarrollar en detalle la versién general dada por el matematico Aleman G.F.B.
Riemann (1826-1866), quien proporciond, a partir de ellas una definicién rigu-
rosa del concepto de Integral Definida. ; Qué es entonces la integral definida?

6.4 La integral definida como limite de una suma

La siguiente es la definicién de Integral definida utilizando la misma notacion
usada por el gran matematico y filésofo Alemin G.W. Leibniz (1646-1716)

La integral definida de la funcién f en el intervalo [a, b}, es el nimero

lim
n—+400

n n b
Z f(zi-1)Az = n-!-l»gloo Z flz)Az=1= / f(z)dz
1=1 a

=1

siempre que el limite exista. El tal caso se dice que la funcién f es
integrable en el intervalo [a,b]

El ndmero I se considera como el drea bajo la curva y = f(z) y se lee, "la integral
desde a hasta b de f de z dz". Los nimeros a y b se llaman limites inferior y
superior, respectivamente, de la integral, y no son mas que los puntos extremos
del intervalo de integracién. La funcién f(z) que aparece entre el signo integral y
dz suele llamarse integrando. El signo dz debe imaginarse como la indicacién de

que la variable de integracién es la variable independiente z.

6.5 El Teorema fundamental del calculo.

Hemos visto que el calculo del drea bajo la curva, o lo que es lo mismo, la
evaluacién de la integral, mediante las sumas de Riemann no es sencilla y puede
Jlegar a ser tan complicada, como compleja sea la funcién que se est4 integrando.
Felizmente para evaluar las integrales nunca usaremos este método. En 1666, Isaac
Newton, miemtras era un estudiante de la universidad de Cambridge descubrié una
forma mucho mas efectiva de hacerlo. Afios més tarde, el otro inventor de Célculo,
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Gottfried W. Leibniz (1646-1716), en forma independiente de Newton, des-
cubrié el mismo método. Las ideas de Newton y Leibniz se pueden resumir en el
Teorema Fundamental del Célculo.

Si una funcién f es contiriua en el intervalo [a, b], entonces

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a)

donde F es cualquier funcién tal que F'(z) = f(z), para todo
z € [a, b

i

La diferencia F'(b) — F(a) se abrevia con frecuencia en la forma siguiente:

/f@wx=[Fu)m

Todo esto significa finalmente que si podemos encontrar la antiderivada F de

la funcién f podemos evaluar [ f(z)dz sin necesidad de recurrir a las sumas de
Riemann.

Quizas convenga aclarar la diferencia entre una integral indefinida o primitiva
y una integral definida. La integral indefinida [ f(z)dz denota una familia de
funciones de x llamadas primitivas de f. En cambio la integral definida fb f(r)dz
es un numero; es e} limite de una suma. Hemos visto ademas que a pesar d:a haberse

definido dichas integrales de una forma completamente distinta se conectan entre
si mediante e] Teorema Fundamental del Célculo

Ejemplo 8

H§llar el drea de la regién comprendida entre la grafica de la funcién f () = 2
y el eje z en el intervalo [0, 2).

SOLUCION. Recordemos que (seccién 5.3 pag 131) si f(z) = 2"

ecor y conn # —1,
entonces una antiderivada de la funcién f es:

f. m'n-H
T) = —
(z) —
Por lo tanto si f(z) = 22, entonces, [ z2dz =
mental del Calculo, resulta:

/”mz=|§|’_g¢j 0_8 ,_8
A 3, "3 "3=370=3

.‘123 . A
% Y aplicando el Teorema Funda-
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Vemos que, a diferencia de las Sumas de Riemann; resulta muy sencillo calcular el
4rea bajo la curva utilzando el Teorema Fundamental del Célculo.

Un comentario. Quizds convenga hacer una reflexién respecto de lo dicho
en el ultimo pérrafo. Es posible que cuando Alfred Whitehead (1861-1947)
dijera que la civilizacion avanza cuando amplia el nimero de operaciones que se
pueden efectuar sin necesidad de pensar se refiriera, entre otras, a las operaciones
del Calculo Diferencial e Integral. Hemos visto que antes del Célculo de Newton
y Leibniz, las operaciones que habia que efectuar para resolver los numerosos
problemas del Calculo eran dificiles'y engorrosos; tan complicados como lo fueron
en su tiempo las operaciones de multiplicacién y divisién. En el caso del Célculo
los complicados métodos de la Geometria Euclideana, combinados con los métodos
de la mecanica, que Arquimedes usé para calcular el volumen de la esfera, por
ejemplo, eran problemas por si mismos. En la iltima década, antes de la
irrupcion de la calculadora manual, o de la computadora, el calculo de derivadas,
de integrales, el grafico de funciones, etc, eran problemas por ellos mismos. Hoy
muchisimas operaciones del Célculo sin necesidad de pensar,

podemos realizar
te dedicar mas tiempo a aquellos conceptos que requieren de

cuestién que permi
una gran ddsis de reflexion.

‘6.6 Propiedades de La integral definida

A continuacion se enuncian las propiedades mas importantes de las integrales
definidas. Se supone que s€ trata de funciones f y g integrables.

ey s

_ - -
1)/ kf(z)dz =k / f(x)dz, donde k es una constante
b c b .
2)/ f(z)dz = / f(z)dz -}-/ f(z)dz,donde a < c < b
b a
i b, e S dz = —
3) Sia> ntonce /a f(z)dz ‘/; f(z)dz

o [ 1) £ olallds = [ et [ g(a)ds,

5) / fla)ds =0,  siempre que f(a) exista

e 0 =
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Ejemplo 9|

Usando el Teorema Fundamental del Célculo calcular las siguientes integrales:

a) Ji(e? = 3)dz  b) [ (4t + 1)%dt ¢) fo (225 dz
SOLUCION.

) [{(a* = 8)de =[5~ 3] = (3-6)  (

1

5
b) fy (4t +1)%dt = 1 [ u2du = L [g]l =11 u
Observe que hemos hecho la siguiente sustitucién simple: de v« = 4¢ + 1 resulta,
du = 4dt. Y los nuevos limites de integracién los obtenemos reemplazando ¢t = 0

y t =1 en la expresién u = 4t + 1, en la forma siguiente: Si ¢ = 0, entonces u = 1;
sit=1, entonces u = 5

2 1 3 1
ORI = (5 + ) - et s = ] -

b tot] < B = (o) = 2

Ejemplo 10

“Calcular foz |22 — 1|dz

SOLUCION. De acuerdo a la definicién de valor absoluto se tiene que:

|2$ _ ll — “(2:1: - 1), para x <
(2z —1), paraz>

B et |

d

De la definicién, y de la grafica de la funcidn,

. (fig 7), sc desprende que debemos
descomponer la integral en dos partes: »

~
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W B2

N |2.’L—‘Hdl‘_‘fn 2¢—1d1—|—j 91—1(1!2—[#2,3-%&]0 [z? — z]

— (-t + D -0+ +(-2) = (- 1) =

B3|

'Ln consecuencia el drea de la region acotada por la funcién propuesta es de
unidades cuadradas.

Ejemplo 11

Usar el Teorema Fundamental del Célculo para calcular el drea acotada por la
orafica de la funcién y = 2z% — 3z + 2

SOLUCION. La.figura (8) muestra la regién cuya érea se desea calcular.

figs

De acuerdo a la definicién de integral definida resulta:

2 23 32 2
,4:/(2;c2—3:c+2)d$=[?: ——m—+2:1:] =1—3§—6+4:§
5 3

3 2 4
En consecuencia el area acotada por la funciéon propuesta es de 139 unidades

cuadradas.

Hallar el area bajo la curva y = 22* — 8 en el intervalo [—1, 3]

goLUCION. El grifico de la funcién f (fig 9), muestra que Ay, una de las
cuya area deseamos calcular,- esta debajo del eje z. Por lo tanto al

re;_,lorl( 8,
ovaluar la integral en el intervalo [~1,2], obtendremos un mimero negativo. De
esto resulta, entonces, que para obtener el area total debemos escribir:

Area total = —A; + Az = — / (2z% — 8)dx +'/ (22% — 8)dz = 638 [1?]
v-1 2 [
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6.11 Caracterizaciéon General de la Integral de Riemann.

En la caracterizacién general de la integral de Riemann se considera una funcién
f(z) (no necesariamente continua y positiva) sobre un intervalo [a,b] y una coleccién de
subintervalos de la forma

[wo, $1], [Z1,z2), (T2, 23]y -y [Tnon, 20

llamada particién del intervalo [a,b] y que se denota usualmente con la letra P. Sobre
esta particién se establece una norma definida como el maximo de las longitudes

Az, =1; -1,

de los subintervalos de P y que se denota por ||P}|. La figura siguiente muestra la
interpretacién geométrica de la Suma de Riemann )7 f(z})Az. donde z} designa un
punto arbitrario del i-ésimo intervalo [z;_1, z;]

N % |/

ac¥ X } C b= Yo

L 4
Y«'.-H

A la coleccién de puntos § = {z7,23, 23, ...,23} con a} € [Ti-1, %], se le lama seleccién
de la particién P. Conviene hacer notar que cada punto z} del iésimo intervalo es
arbitrario, esto es, puede ser cualquier punto de dicho subintervalo. En cambio en las
sumas superiores e inferiores que hemos analizado en en la seccién 6.3 los puntos T} eran

los extremos de cada uno de los subintervalos de la particion. Una definicién de Suma
de Riemann es la siguiente:

'

Sea f una funcién definida en el intervalo [a,b]. Si P es una particién
de [a,b] y § una seleccién de P, entonces la suma de Riemann para la
funcién f determinada por Py S es

R =Y f(7)Ac ‘

1=1

-

Conviene precisar que, en la préactica, cuando se calcula una Suma Riemanniana, por
lo general se recurre a los casos particulares que analizamos en la seccidn 6.3, esto es, se
consideran los puntos x} como los extremos izquierdo o derecho de los subintervalos.
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Una definicion para la integral definida usando la Suma de Riemann es la siguiente:

La integral definida de la funcién f en el intervalo [a, b] es el nimero

IlPli—o

b n
I=/‘1 f(z)dz = lim Z;f(xf)Az.

siempre que este limite exista, en cuyo caso se dice que la funcién f es
integrable en el intervalo [a, b]




‘4

6.8 El Teorema del valor medio para
integrales

En muchas situaciones pricticas se estd interesado en el valor medio de una
funcién continua sobre un intervalo. Asi, por ejemplo, se puede desear saber el
valor medio de la polucién del aire de una ciudad en un intervalo de 48 horas; la
velocidad media de un vehiculo en un viaje de 24 horas; la produccion media de
un trabajador en un dia; la presion media de la sangre de un paciente durante
una operacion, etc. En todos estos casos interviene una integral definida mediante
el llamado teorema del valor medio para integrales. La siguiente es una
formulacion de este teorerna.

El valor medio (o prom?dio) de una funcién continua f(z) sobre
el intervalo [a;d], es dado por la expresion:

1 b
Valor medio = - ' / f(z)dz
-— a a

Fn efecto, imaginemos que tenemos una funcién f definida cn el intervalo
[a,b] y que hemos dividido dicho intervalo en n subintervalos iguales tal que z; <

Ty < T3 < +++ < ZT,. Bl promedio numérico f(z1), f(z2), f(za), - f(z,) de los
correspondientes valores de la funcion es:

flza) + f(22) + f(zs) + - + f(%a)

n

Cuando n — 400 el promedio numérico aproxima con mayor precisiéon el valor
medio de la funcién f sobre el intervalo [a,b]. Es decir:

f(z) + flza) ++- 4 f(za)

sl n — 400, entonces, — Valor medio de f

n

Necesitamos escribir esta expresién mediante una integral. Recordemos que si el
intervalo [a, ] se divide en n subintervalos iguales, su longitud es igual a:

Az =

Por lo tanto podemos escribir:

_ b -
- T f(xl)_n’“"‘ + f(ﬂ-"-z)"‘;‘q o+ f(xn)";—
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Esto es equivalente a escribir que:

LOLSICOREES (L YR Zf(mj)Aa;‘

n b—a

i=1

Si n — +o00, entonces:

b
Valor medio de f sobre [a, b] = ; i - / f(z)dz

Ejemplo 13'

El Departamento de transito de la ciudad de Copiapé ha estado registrando
la velocidad del trafico de vehiculos que entran por la panamericana norte hacia
el centro de la ciudad. Los datos muestran que entre la 1:00 y las 6:00 p.m. en

un dfa normal de la semana la velocidad del trafico en la entrada, es de v(t) =
2¢3 — 2142 + 60t + 40 [52], donde ¢ es el mimero de horas. Calcule la velocidad -

media del trafico entre la 1:00 y las 6 : 00 p.m.

SoLUCION. Nuestro objetivo es hallar el valor medio de v(t¢) en el intervalo
1,6]. Usando el teorema del valor medio resulta que:

1 6
Velocidad media = —6——-——1-/ (2¢% — 21¢% + 60t + 40)dt
=1

De donde se obtiene finalmente que:

6 km

.11 1
Velocidad media = # [§t“ — 7t3 + 30t + 40t] = 3(456 —63,5) = 78,6 [7&7]

6.9 La interpretacion geométrica.

Hemos visto que para calcular el drea aproximada de una regién acotada por
una curva construfamos rectangulos por exceso y por defecto; a continuacién suma-
bamos las areas de dichos rectdngulos y obteniamos dreas mayores y menores que
el area real. El Teorema del Valor Medio afirma que entre.e todos lo.s tamafios de los
rectdngulos inscritos y circunscrito's’ ha,y un rectangulo intermedio que tiene por
irea exactamente el area de la region limitada por la curva. Con el fin de mostrar
este resultado mas claramente, enunciaremos el teorema en una forma levemente

distinta.
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Si f es continua en el intervalo [a,b., _existe un nimero ¢ €la, b tal
que

L
/ f(2)dz = f(c)(b— a)

Observe que el teorema no especifica como determinar ¢, sino que sélamente
garantiza que dicho mimero ¢ existe. Note, ademas, que f(c) (llamado el valor
medio de f en el intervalo [a, b]) puede conocerse despejandolo de la férmula.

e
/
1
i
o c b

En la figura se puede apreciar claramente que existe c en el intervalo (a, b) tal

que f(c)(a —b) = f: f(z)dz

Ejemplo 14

Hallar el valor medio de la funcién f(z) = 3z2 -~ 2z en el intervalo [1,4] y
determine el valor de la constante c.

SOLUCION. Aplicando el teorema se tiene que:

/1 (32 — 22)dz = f(&)(4 —1)

4 3 9214
/ 3(3:1:2 - 2z)dz = [ir_ — .ZE_.] =64 —16 — (1 — 1) =48
1 3 2 ],

De lo cual se desprende que:
fo=5
Debemos, ahora, hallar un ¢ tal que f(c)(4 — 1) = 48. Resulta entonces que:
(3¢* —2¢)(3) = 48 <= 3¢? — 2¢ = 16 <=> 3¢ — 2c — 16 = 0

Las soluciones de esta ultima ecuacién son ¢ = —9 yc= — . Puesto que ¢
pertenece al intervalo [1,4], el valor buscado es &

3

= -2 no
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6.10 Las ideas de Newton sobre el movimiento

En el capitulo 1, seccién 1.2, vimos que conociendo la funcién posicién de un
cuerpo o de una particula, se podia hallar su velocidad. En lo que sigue veremos
tal como lo planteaba Newton, que: ”si la velocidad de un mdvil es dada, es posz’bl;
hallar la longitud de la distancia recorrida en el tiempo propuesto” . Para analizar
esta situacién empezaremos estudiando un caso sencillo; aquel en que la velocidad

es constante.

Ejemplo 15

Sabemos que la velocidad v = $, donde s es el espacio recorrido y ¢ el tiempo.

Si la velocidad v es constante entonces

v(t) = k, dondet > 0

Esto significa que cualesquiera que sea el tiempo transcurrido la velocidad serd
siempre la misma. La figura (9) muestra el grafico de la funcién v(t) = k.

\

k V(4= K

r
{ig?

Puesto que el espacio recorrido es igual a la velocidad multiplicada por el
tiempo, es decir s = v - i, la distancia recorrida por el mévil se obtiene
calculando el drea bajo la recta. En un intervalo cualquiera la altura de la
grafica nos da la velocidad durante el intervalo, y la longitud horizontal nos da
el tiempo. Si suponemos, por ejemplo, que la velocidad del cuerpo es de 2{Z2],
entonces, en 4 segundos, el movil recorrera 8 metros; después de 10 segundosgel
espacio recorrido sera de 20 metros, etc. Observe que las unidades de estas areas
2 ¢om?, etc, como podria creerse, sino que son unidades de distancia.

no son m*, ) .
Si un lado del rectangulo estd medido en horas y el otro en en [';;—';‘], entonces el

producto, en este caso, tiene por unidades:

) km
distancia recorrida = horas - — = kilémetros

hr

;,Qué ocurriria si la velocidad de la particula fuera variable?. El ejemplo

siguiente analiza este problema.

3

L)
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Ejemplo 16

La velocidad de una particula se describe mediante la funcion v(t) = t + 1{Z-].
i Qué espacio recorre la particula durante los primeros 4 segundos 7

SoLUCION. La figura (10) muestra el grafico de la funcién que describe la
velocidad de la particula. Siguiendo con la idea sugerida por el ejemplo anterior, si
suponemos que en el intervalo [0, 1] la velocidad es de 1{2], en el intervalo [1,2] la
velocidad es de 2[ 2], en el intervalo [2, 3] la velocidad es de 3[ 2] y en el intervalo
(3,4] es de 4[], todas velocidades constantes en dichos intervalos, entonces la
suma de areas (ie los rectangulos A;, A;, A3 y A4 nos dara, aproximadamente, el
camino recorrido por el mévil en los cuatro primeros segundos. Si utilizamos las
sumas de Riemann, esto es, haciendo que el nimero de intervalos tienda a infinito,
podemos calcular el drea exacta bajo la recta.

Felizmente, para esta situacidn, resulta més sencillo calcular el drea del trapecio

ABCD. El trapecio de la figura (11) tiene la base menor igual a 1, la base mayor
igual a 4 y la altura igual a 4, por lo tanto su drea es:

En consecuencia la distancia recorrida por el mévil es de 10 metros

f'gao fg 4

A\A’lhk“
1 2 3 4 t 2 3 4

A\ ’, . -
Sin embargo, a veces, nos encontramos con méviles cuya velocidad se describe
con funciones algo més complicadas, por ejemplo, por la funcién v(t) = 2, t > 0.

]ngfz }
1
[}
0 2 .
Los ?jgmplos anteriores nos mostraron que para hallar la distancia recorrida,
por un movil que lleva una cierta velocidad v, en un cierto tiempo ¢, es suficiente

determinar el drea bajo la curva en el intervalo de tiempo propuesto. Este es un
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problema no elemental cuya solucién podemos hallarla utilizando las sumas de
Riemann. Sin embargo, hemos visto que podemos calcular el drea bajo la curva
utilzando el Teorema Fundamental del Célculo

Ejemplo 17

Una particula se mueve con la velocidad v(t) =1t t>0en | :17_1; ]. Calcular la
. . . . ’ . mn
distancia recorrida por dicha particula en los primeros dos minutos. Fig (16).

SOLUCION. De acuerdo a lo dicho, calculando el drea bajo la curva en el
intervalo de tiempo [0, 2] obtendremos la distancia recorrida. Resulta entonces

que
2 8

S=/ t2dt = - km
0 3

Ejemplo 18

Un pozo de petroleo que produce 300 barriles de petroleo crudo al mes se secard
Se estima que dentro de t meses, el precio del petroleo crudo sera de
ares por barril. Si el petroleo se vende tan pronto como se

serd el ingreso futuro total del pozo?

en 3 anos. ir
P(t) =18+ 0,3v1 dél

extrae del suelo, jcudl

SoLUCION. Tal como lo sugieren las sumas de Riemann, conviene dividir el
do de 36 meses en n subintervalos iguales de longitud At. La longitud de
cada uno de los subintervalos no es necesariamente igual a la unidad, es decir,
la division no €s necesariamente de 36 subintervalos. De acuerdo a lo anterior,
durante cada subintervalo se producen 300At ba.rriles' de petroleo crudo. Asi, por
ejemplo, si At = % mes la produccién serd de 150 barriles, si At = 1, la produccién
sera de 300 barriles. En general

’

perio

el nimero de barriles = 300A¢

Si At es muy pequeiio, esto es, cuando la longitud del j-ésimo intervalo tiende a
do sers aproximadamente de P(%;) délares por barril.

t; el precio del petroleo cru

Por lo tanto: i
el ingreso total es & Z P(t;)At
Jj=1
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Si At — 0, o lo que es lo mismo, si n — +oc, entonces:

n

nETw Z P(t;)At = ingreso total
i=1

De acuerdo a la caracterizacién de la integral definida como limite de una suma
resulta que:

n

36
Ingreso total = lim P(t;))At = / 300P(t)dt
Jm 3o P)AL= [ a0y

Luego se tiene que el ingreso total es:

36 36
/ 300P(t)dt = 300 / (1840,3v/t)dt = 300(18t-+0.2V13){3® = 207360 ddlares
0 0

Ly
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6.11 Ejercicios propuestos

1. En los siguientes ejercicios exprese las sumas dadas en notacién ) _
(a) 3—(‘;5+-3T12—)+§(13—,+-~-+;(1;)
b) 5+t t - Tos
(c) [2() +3] + [23) +3] +-- [2AD) +3]
9. Use las férmulas (1-5) de la pagina 186 para encontrar las sumas en los

ejercicios del 1 a 6.

a) Sioy(4i—3) d) 5_, (2k — 3k?)

b) 8, (5—2) e) Soras(r —1)(r +2)

&) TI2,(+1) ) T8, - 3i +2)

3. En los siguientes ejercicios determine si las sumas son o no iguales
n—-1 .

. —1/: n
a) Z?:l Ly Z?:O (Z + 1) b) Zi=1 Ty 1 + Ei:l 2
ntes problemas use las sumas inferiores y superiores para calcular

4. En los siguie
prendida entre el grifico de la funcion propuesta, el

el area de la region com
intervalo dado ¥ el eje X.

a) f(z)=28+5 [0,3] d) f(z) = 2% [0,4]
by f(z) =13~ 3% (0.4 ¢) f(z)=322+2 [1,5]

¢) f(z) =725 [0,1] ) f(z)=2*+1; [0,1]

lar las integrales definidas que se indican

5. Calcu
a) J22zde a) fo(2t — 1)%dt
b) fy 3dv b) [2(&-1)de
o) Jule =% ¢) [1,(t3—9t)dt

d) ff(«ffi; + 4)dv d) [ (32% — 9z + 7)de

&) [, — 2t
[) [P+ 2de £ [Zy(v5)dv

e) f12(5l‘4 + 5)dzx
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6. Calcular las integrales definidas que sc indican

a) f02 2zdz . é} ffl(t% —151) dt
b) JI, VE—2dt )Lb) I ({f) dz

4 -2
¢) Ji TEdu o) fi hmda

d) f_—; \/%d:r \ d) fol zV1 — 22 dx
e) fo=lide o) [ (e +1)%da
£) [3(2-t)VEdt L) foaVataida

7. Calcular las integrales definidas y hacer un eshozo grafico de la regidén cuyas
arecas representan las integrales propuestas.

a) [1,|z|dz ¢ ) [[(2z-1)de
b) fy 12z — 3| dz b oY) foe+4)de
c) [ |z? — 4z + 3| dz 3\ ¢) f;(mgmg)d:c
d) [}, |2 da - ) f(z—3)dz
8. Sabiendo que f: z?dz = %, hallar el valor de las siguientes integrales sin
recurrir al Teorema Fundamental del Célculo.
a) ffz z?dz c) f(;z —zdz
b) f?, 2% de d) fo(z?+1)dz
9. Cierto dia la temperatura ¢ horas después de la medianoche fue:
T(t) = 80 + 10 sen (-%(t _ 10))
{Cual fue la temperatura promedio entre el mediodia y las 6 pm?
10.

Suponga que un tanque de agua de 5000 galones tarda 10 minutos en vaciarse
y que después de ¢ minutos la cantidad de agua que queda en el estanque es
de:

V(t) =50(1 - t)* galones

(V414 2 P 1 . M 3
iCual es la cantidad promedio de agua en el estanque mientras se vacia?
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Un estudio indica que dentro de ¢ meses la poblacién de un cierto pueblo

estara creciendo al ritmo de 2 + 6,/z personas por mes. ;En cuanto crecera -
la poblacién del pueblo durantc los proximos cuatro meses?

En Copiapé la demanda de gasolina estd creciendo exponencialinente a un
ritmo del 5 por ciento por afio. Si la demanda actual es de 4 millones de
galones por aflo, jcuanta gasolina se consumira en la ciudad en los préximos

3 anos?

Un estudio demogréfico indica que dentro de = meses la poblacién de Tierra

N . 2 .
Amarilla estard aumentando a un ritmo de 54-3z% personas por mes. ;Cuanto
crecera la poblacién del pueblo en los préximos 8 meses?

Un objeto se mueve de forma que su velocidad después de ¢ minutos es de
5 + 2¢ + 3t? metros por minuto. ;Qué distancia recorrera el objeto en los

’ -

primeros cinco minutos?

Dos particulas se mueven con velocidades v‘(t) =12 [E2] y ot) =t (A=
respectivamente; a) jcudl de ellas ha recorrido una mayor distancia en la

primera hora?, b) en qué instante recorrren ambas, distancias iguales 7.

Utilice EL DERIVE para comprobar los resultados de los ejercici(;s 1 al 15.
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Capitulo 7  El calculo de areas

Objetivos

1. Calcular el area de superficies acotadas por dos o mas funciones.
2. Estudiar modelos en los cuales intervenga el concepto de area.

3. Utilizar EL DERIVE para calcular el drea de regiones acotadas por dos o més
funciones.

En el intento de resolver la cuadratura del circulo, el
gran filésofo y matemaético griego Hipécrates de Chios
(479-411 a.C) habia logrado, por métodos geométricos,
determinar el area de hinulas como las de las figuras (1) y {'% ! A‘ g

(2).
Arquimedes, alrededor de 200 afios después, utilizando
también la Geometria, inventé un método para determinar

al 4rea de un segmento de parébola, fig (3). Postriormente

propuso el método que analizamos en el capitulo 6 para
determinar el area de un circulo.

Siguiendo el ejemplo de Hipérates, y posteriormente de Ar-
quimedes, muchos mateméticos trataron de inventar, sin
conseguirlo, un método general para determinar el area
de figuras acotadas por lineas curvas. Como es sabido,-
este problema seria resuelto completamente durante El
Renacimiento europeo por Newton y Leibniz. En lo que

sigue se estudia el método propuesto por estos dos grandes F(g?’
matematicos del Renacimiento.
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7.1 El area comprendida entre dos curvas

Consideremos dos funciones definidas por y; = fi(z) y y2 = fa(z) continuas
en el intervalo [a,b]. Supongamos ademds que: ' ’ '.

fa(z) < fi(z) paraa<z<b

Esto significa que la curva 31 = fi (z) estd por encima de la curva y; = fo(z) en
[a,b]. Nos proponemos, ahora, determinar el area limitada por ambas
curvas entre ¢ = ¢ y « = b. Si dividimos el intervalo [a,5] en n subintervalos
iguales, cada uno de anchura Az = g’ﬁﬁ, y utilizamos un rectigulo representativo
de base Az y altura fi(zi) = fa(z:), (donde z; estd en el i-ésimo intervalo), como’
aproximacion del drea comprendida en el i-ésimo intervalo (de ancho Az), tal area

podemos escribirla como:

Ai = [fi(zi) = fa(zi)] Az

el intervalo

44

ara aproximar ol 4rea total, fig (4), sumamos las 4reas de dichos rectangulos,

P

esto es: n

A= Z[fl(:l:,) — f2($.)]A:z:
t1=1

Finalmente si hacemos que Az = 0, o lo que es lo mismo, si n — +00, obtendremos

el 4rea exacta, esto €s:

n ’ b
limZ[fl(xi) _ fa(:))Dz = Area exacta = / [fi(z) — fa(2)]
n= =1 . !

definicion de area entre dos curvas.

La siguiente €5 la

Wnﬁnuaﬁ tal que f(z) > g(z) para & €
‘o b]. Enton cos, el area A de la regidén limitada por las curvas
)9l « y las rectas verticales z = g y z = b, es:

y = f(z) yY =9(=)

b
A= / /(=) ~ 9(2)}dz

e

_,»/"
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Observe que si g(z) = 0 resulta: ]:[f(r) — 0jdr = [ f(z)dz, integral que
estudiamos con detalle en el capitulo anterior.

Ejemplo 1

Encontrar el 4rea acotada por las pardbola y = 6z — x? ¢ y = 2? —~ 2z,

SOLUCION. Debemos determinar en primer lugar el intervalo de integracién.
Para esto debemos resolver el sistema de ecuaciones formado por ambas curvas.
Igualando la variable dependiente y de las dos ecuaciones se tiene que:

6z — 2 = 2% — 2z <= 22° — 8z = 0, cuyas soluciones son. A(0,0) y 3(4,8)

La figura (5) muestra el rectdngulo de ancho Az. La altura de dicho rectangulo
es (6z — z?) — (2% — 2z), por lo tanto su drea es (8 — 22?)Az. En consecuencia
el area pedida es: ’

= %é unidades cuadradas

Ejemplo 2

Hallar el drea de la regién limitada por la recta y =z y la pardbola y = ¢ — z2.
S?LUCI(SN. En la figura (6) se muestra la regién cuya area deseamos calcular.
Los limites de integracién se encuentran resolviendo el sistema de ecuaciones for-

mada por ambas curvas. Igualando la variable dependiente "y” resulta la ecuacidn:

— 2 2 ‘ .
T=0—z‘<=1z + 2 — 6 = 0 cuyas soluciones son 7, = —3 Y To =2
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Por lo tanto los limites de integracion son ¢ = —3 y b= 2. Resulta, entonces, qu
. Re ) . que

el area de la regién es:

2 3 2
A=/(6~$2—I)dx=[6m_§__£
- 3 2 3

3

obteniéndose:

A= o~ Ly - 3o - |69 - o - o] = 12

En lo que sigue veremos que a veces €s necesario subdividir una regién antes

de aplicar la definicion.

Hallar el area de la regi

++/6 — T.

4n acotada por la recta y = z y la pardbola y =

y:t' 6—1' y:x

< /"

¢33)

’[(1

SOLUCION. La figura ) muestl"a la regién cuya area deseamos calcular. Ob-
n son A(=3,-3)y B(2,2) y se encuentran

tos de interseccio

serve que los pur 4
cuaciones formado por dichas curvas. En efecto:

| sistema de e

z== e =z e e 4 e 6=0=(e43)z -2 =0

nde de inmediato que las soluciones son ¢ = =3y = = 2

or se despreé
res de z en la ecuacion y =7, resultan los puntos dichos.

De lo anteri
do estos valo

4 acotada en su parte superior por larectay = @ en el
' az0 de pardbola y = +/B =7 en el intervalo [2, 6. Y
i ferioy/gregxén est4 acotada por el pedazo de pardbola y = — \/b’:;

to se despT nde que debemos dilvidir la region en dos partes. La primera €n
3.2)yla segunda en el intervalo [2,6]. En consecuencia se tiene que:

el intervalo (3>

A=/i[$~("\/6-‘$)]d$+/; [\/G—m—(_,/ﬁ_m)]dm‘

]a region est

3,2], y por el ped
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De esto resulta sucesivamente:
2 ——— 6 - 1 2 2 . 3 ‘ ‘ 2 2 ¥
A:/ (a:+\/6—-x)dx+2/ V6 — zdz = o - =(6-z)2| +2 —5(6—.7:)2
-3 2 -3

y por lo tanto

16 9 16 25
A=2——=)—(z-18)+20)-2(——) = —
(2-5)-(G-18)+2(0) ~2(~2) = =
. Qué ocurre cuando las regiones a las cuales se les desea calcular el drea estan
bajo el eje x 7. En esta situacidn, al calcular la integral definida se obtendra un
nimero negativo, pero, puesto que el drea es un mimero positivo o cero, debemos
multiplicar tal nimero por " —1".

Ejemplo 4

Hallar el area de la regién limitada por la funcién y = %2 ~ 4, el eje de las z,
z=-2yz=3.

SoLucidON. La figura (8) muestra la region a la cual debemos calcular su irea.

\ -2...?/

}lgis
Se tiene sucesivamente que:

3 x2 3 2 3 3
A:—-/ (—-4)4:/ Y i de = _ 145
[-2 3 T ) 3—%—1 dz 9+4x . 3

Con frecuencia hallaremos curvas que acotan, al mismo tiempo, regiones que

estdn sobre el eje x y bajo el eje x. En estos casos debemos calcular las areas de
las regiones separadamente.

Ejemplo 5

Hallar el area de la regidn acotada por la curva y = 2% — 3

22—z +3, el eje z
ylasrectas z = -1y z = 2.



M. Barahona D.
g4

SOLUCION. La rcgion a la cual debemos calcular su area es la de la figura (9).
Se ve que una parte de ella estd sobre el eje z y la otra debajo de él, por lo tanto,
dichas 3reas, deben calcularse por separado. .

1 2 i .
4e [ rnin [ s e
-1 1

En consecuencia:

Observe que podemos escribir formalmente lo siguiente:
/21 |(z® ~ 32® — 2+ 3)|dz
Para evaluar esta integral, debemos aplicar la definicién de valor absoluto y a
continuacién calcular dos integrales; tal como lo hicimos en el ejemplo 5.

Note que el cdlculo del 4rea de la regién del ejemplo 3 fig (7), se puede simpli-
ficar si dicha regién se considera acotada por graficas de funciones de "y” en vez

de funciones de »2”  La siguiente definicidn precisa este hecho.

Gean f y g dos funciones continuas tales que f(y) > g(y) pa'ra todo
y € [a,b] Entonces el drea A de la regién acotada por las curvas

- = f(y) y & = g(y), y las rectas horizontales y = ¢, y = d, es:

d
A= / () = 9(v)] dy
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Ejemplo 6

Encontrar el area de la region IR-acotada por las funciones f(y) =y y g(y) =
6 — y2. Fig (10)

fG)=y ‘t
(v)= (-y2 ‘

o

PR S IR O
REY ahe P LW

53
9 fig 10
Note que hemos despejado las ecuaciones, del cjemplo anterior, en funcién de
7y” en vez de dejarlas en funcién de z. Aplicando la definicion se ve que ¢l cdlculo

del area es mas sencillo. En efecto:

2 3 272 95
Yo 125
A=/[6—y2—y1dy=[ey_:’§__%] _ 1%
-3 -3

7.2 Las funciones discontinuas acotadas.

Hasta ahora nos hemos interesado sélamente por las funciones continuas. De
hecho toda funcidn continua en un intervalo cerrado [a,b] es integrable en dicho
intervalo. Sin embargo también son integrables todas las funciones acotadas con-
tinuas a trozos. Acotada significa que existe una constante finita M tal que:

|f(z)] < M, paratodo x € [a, b]

'

| Yy e ‘{ .
La figura (11) muestra una funcién continua a trozos y acotada en el intervalo

[a,b]. Como se ve, el 4rea de la region puede calcularse facilmente si se conocen
las funciones que definen la curva.
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Ejemplo 7

Calcular el drea de la regién acotada por f(z) = { 5 sil<z<4
z—1 s514<z<8

SoLUCION. La figura (12) muestra el grifico de la funcién y la regién cuya

4rea debemos calcular.

pye
Observemos que la funcién f(z) es acotada y discontinua en z = 4. Por lo
tanto el drea de la region es:

2

4 8 8
T
/0 5dz + /4 (z —1)dz = [5z]5 + [? - x] = 40 unidades cuadradas
4

7.3 Distancia y Velocidad.

Consideremos, ahora, una particula que viaja a lo largo de una recta con una
velocidad v = f(t) y queremos calcular la distancia neta recorrida desde el
tiempo ¢t = a hasta el momento ¢ = b, es decir, la distancia entre su posicién inicial

en el tiempot=ay hasta el final, cuando ¢ = b.

Si la funcion v =
las distancias hacia ade

f(t) tiene valores positivos y negativos para t € [a, b], entonces
lante y hacia atras se cancelardn mutuamente cuando se
calcula la distanci,a/ neta. La distancia total recorrida, independiente de la
direccién, puede dsterminarse evaluando la integral del valor absoluto de la funcién
velocidad. Se puede evaluar esta integral integrando por separado los subintervalos
en que es positiva y los subintervalos en que es negativa y sumando después los

valores absolutos de los resultados.
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Ejemplo 8

La velocidad de una particula esta dada por la funcion v(t) = 30 — 2¢ {s—:‘;],
determinar la distancia neta y la distancia total que recorre la particula entre los

instantes { = 0 y ¢ = 20 segundos.

SOLUCION. La figura (13) muestra la grifica de la [uncién que modela la
velocidad de la particula.

(&)

- {1(9;13

Para calcular la la distancia neta debemos usar la formula

o= | " fyat = [ 1w

Por lo tanto la distancia neta es igual a: s = 020 £(30 — 2t)dt = [30 — t3]2° = 200
La particula recorre una distancia neta igual a 200 metros.

Para determinar la distancia total recorrida, observemos que v es postiva en
el intervalo [0, 15[ y negativa en el intervalo ]15,20[. Esto significa que la particula
en el decimoquinto segundo cambié de direccién y empezd a devolverse. Por lo
tanto para hallar la distancia total recorrida por la particular debemos calcular:

15 20
s = / (30 — 2t)dt — / (30 — 2t)dt = 225 + 25 = 250
0

16

Se ve que la particula recorre 225 metros hacia adelante y luego 25 metros hacia
atras. '

7.4 Las funciones discontinuas no acotadas

Nuestra definicién de integral definida incluia las hipdtesis de que el interva-
lo {a,b] de integracién fuese finito y que la funcién f fueSe acotada en él. Por
) ) ’ v, ’ .
otra parte el Teorema Fundamental del Cilculo exigia ademas la continuidad de

.y 2 . .
la funcién f. Vimos que las funciones continuas a trozos, acotadas, podian ser
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na dificultad. Pero, ,qué ocurre con las funciones, como la de

integradas sin ningu
cotada, en que uno de los limites de integracion

la figura (14), discontinua y no a

es infinito?

-

]

V4
.Pgm

ntegrar estas funciones es necesario elaborar nuevas

ién que haremos en un capitulo posterior

Debemos decir que para i
herramientas de célculo; cuest

= 5 Ejercicios propuestos

s hacer un esbozo de la regién acotada por las

entes ejercicio
dadas y hallar el area de cada regién mediante

1. En los sigui
ciones

graficas de las ecua
integrales definidas.

(a) f(z)= 22 — 6z; 9(z) = 0

(b) f(a:)=:v2+2$+1; g(z) =z +2
(c) fz)=a* 4+ glz) = 2" +2+3
9z; g(z) =38

d) f(=)= 3z% +
(e) f(z) = 7 9
f) f(z) =V g(z) =72

icios hacer un

(:v)=3:2~6x+9

esbozo de la regién acotada por las

9. En los siguientes ejercl ’

graficas de las ecuaciones dadas y hallar o] 4rea de cada region mediante
integrales definidas

(a) f(¥)=Y> gly) =y +2
(b) fly) =Y 9—y) 9@ ="Y
(c) F(¥) =Y +1; 9@ =0 y=-1 y=2 |
| ntes ejercicios utilizar la integral definida para hallar las areas
srtices s€ indican »

3. En los siglﬁe
de los triangulo

(a') A(O’O)’ 3(41O)v C(4a4)
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(b) A(0,0), B(a,0), C(b,c)
(c) A(0,0), B(4,0), C(6,4)
(d) A(2,-3), B(4,6), C(6,1)

4. Segun el Ministerio de Agricultura el consumo total de verduras en la Tercera
Regién entre 1950 y 1970 fue de:

Vi(t) = 23703 + 1002t + 0,015¢%, (miles de kilos por afio)

(Con ¢ = 0 correspondiente al afio 1970). En cambio entre 1970 y 1980 cl
consumo fue de:

Va(t) = 22,93 40,6781 — 0,037t*, (niles de kilos por afio)
Estimar la reduccion total del consumo entre 1970 y 1980.

5. En los ejercicios siguientes calcule la distancia neta y la distancia total reco-
rrida entre los instantes t = a y t = b, por un mdvil, a lo largo de una recta,
con la funcién velocidad dada en cada caso.

(a) v=-32; a=0, b=10
LY e=4t--25; a=0; b=10
(c)v=1[2t=5]; a=0; b=5
(d) v=4t% a=-2; b=3

(e) v=sen2t; a=0; b=1

¢0 '40

1

7.6 Integracién Numérica T

Cuando se estudia un fenémeno de Ja vida real, muchas veces es imposible
obtener una funcién continua, o continua a trozos que lo modele. Con frecuencia,
como producto de las observaciones, lo que se tiene es una funcién dada mediante
una tabla. En estos casos, en que el problema se resuelve calculando la integral
definida de dicha funcién, no se puede apelar al Teorema Fundamental del Calculo.

En suma, cuando no se puede hallar una antiderivada de dicha funcién debemos
utilizar métodos numéricos para evaluarla.

~—

Problema. Un lago artificial tiene la forma que se indica en la figura (15).

Las medidas que se tomaron estas separadas cada 20 metros. ;Como determinar
el drea de su superficie? ’
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Una forma aproximada de determinar el drea de la superficie propuesta es
construyendo trapecios; tal como muestra la figura (16). Observe que se forman 7
ltura. Puesto que el drea de un trapecio es:

by+0b
A= (_1_';_'__2_). .k

resulta que la suma de las 4reas es igual a:

trapecios de la misma a

A = (255920 + (245920 + (2472)20 + (B52)20 + (¥5)20 + (S5 2)204
+(80£49)20 + (¥59)20.

Factorizando por 90 se tiene la expresién:

4 20 [(2520) + (252) + (o) + (5%) + (B9 (0440) 4 (60£10) 4 (4510)]

Finalmente la éuperﬁcie del lago es:
A =20(15+ 40 + 60 + 65 + 60 + 65 + 50 + 20) =,7200m"’

rataremos de establecer un método para calcular la integral defini-

En lo que sigue t '
fenun intervalo [a, b] de la cual se conocen sélo algunos de sus

da de una funcién
valores.

. 7.6.1 El método de los Trapecios

gamos que que se desea calcular la integral definida en el intervalo [a, b] de

Supor i = de la cual se ¢ los sigui .
la funcion continua ¥ = f(z) dela se conocen los siguientes valores igualmente
espa.ciadOS-

a=2%0 | %1 | T2 T3 | " b=z,
Yo y1 | Y2 [ Y3 | """ Yn
/""—M/ ,/'|
i : S T o
A ! ) |
spAL AC AL L
] i : 4 ! { ] y
Y t N
%y X, AN Xy x, zi %ot

jos trapecios supone que la funcién asume una trayectoria lineal
a dos valores conocidos. Uniendo dichos puntos por lineas rectas, 8¢

o
entre cad j0s, (fig 17), de altura b = Tiz1—I; y cuyas dreas son las siguientes:
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Yo + 1 1
A= 0 )~ [ f(a)da
2 .
+ =2
A, = u 5 yz(ccg —-z) =~ f(z)dx
Ty
+ o
Ay = BBz —an)x | fla)da
T2
.............. _
A, = h-‘aﬂ’-’i(xn_l —a)x | f(a)de

Puesto que la altura b = z,_; — z; es el mismo para todos los trapecios, sumando
las areas se obtiene:

h ;
A=A1+A2+A3+'~+An=§[yo+y1+y1+yz+yz+y3+--~+yn_1—ynj

Finalmente resulta que:

h | o

A= 3 lyo+ 2y + 202 + 25+ + 2yn1 + Un) %/ J(z)dz
o

La dltima expresion, llamada Férmula de los Trapecios, nos permitird calcular el

arca bajo una curva poligonal construida utilizando una tabla de datos.

ey - ’ . , D
. . féormula en una forma mas . ; ra una
Podemos escribir la férmul f eneral. En efecto, para u
particion:
A=<z <ITy< Tz Ty=2"
b—a
n

de puntos igualmente espaciados, tal que Az = h = =2, donde n es el nimero de
intervalos resulta que la férmula de los trapecios se puede escribir como:

—a ' | b
A= %T;“[f(xo)-i-?f(xx)-l"?f(xz) +--.+2f(xn"1)+f($n)]“/u Hz)dz

Ejemplo 9.

Calcular la integral definida entre los limites 1 y 6, aplicando el método de los
trapecios, a la funcién y = f(z), de la cual se conocen sélamente los valores que
se indican en la tabla siguiente:
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l
t 1 2 3

4 5
h’(t) 100 | 115 | 117 | 131 | 149 120

Segin la férmula de los tra =
1 los t i i
d peclos, teniendo en ¢
uenta que h =1 i
, se tiene:

6
1
f(z)dz = 3 :
[ (z)dz ~ (100 +2 115+ 2117 +2- 131 +2 - 149 + 140]

Es decir:
6 1
z)dz =~ =
/1- f(z)dz 2[100-%-230+234-{-262+298~}-14;()]=632

7.7 La tabla de vida £(z).

modelo i :

personas nacidas en el mismo M POblaCIonal referido a una cohort
P > | omento, cerrado a la migracié e o grupo de
és de e adc:s gucesivas hasta que mueren. Esta funcién dlon, y estudiado a
representa ¢l numero de personas que alcanzan con vida la ol 3 variable discreta,

L, et .. ad ex =
inicia acta

| de £o nacimientos. Se dice que ell o afios, 0¢
a muestra la

La tabla de vida es un

una determin
extincién de la poblacién por muerte.

co aproximado de la funcién £(z) que muest
stra

8 representa el grafi
tes a diferentes edades exactas de un
a generacion de 100
000 nacidos

tos se han unido mediante una linea poli
poligonal conti
inua. (tabla 1)

La figura 1

los sobrevivien

vivos. Los punl
x| ) L6 (mi
51700 500 /fx) (miles)
10| 68000
{00
oo | 64331
30 | 59036 0
40 | 052820
50 | 044 739
60 | 34 711
70 | 021 591
go | 08 955 T > .
g0 | 01100 P ™
100 | 00000 fig 1
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Observe que nos hemos tomado la libertad de unir los puntos mediante una
linea poligonal continua, pensando en que el comportamiento de la funcién no
diferird sustancialmente al tomar intervalos de edad mas pequernios. El drea bajo

la regién acotada por esta linea poligonal tiene una interesante aplicacién en la
demografia.

El Tiempo Vivido es el numero de afios vivido por una cierta generacion de indi-
viduos entre dos edades exactas cualesquiera. Asi, por ejemplo, si una generacién
de 10 personas vivas, vive 10 afios cada una, el nimero de anos vividos por dicha
generacion es de 10 - 10 afos, es decir, 100 anos.

Esto nos sugiere que el tiempo vivido por una generacién de individuos, en un
intervalo de tiempo [a, b es igual al 4rea bajo la curva de la funcién £(z), esto es:

b
Tiempo Vivido =/ L(x)dz

Podemos preguntarnos entonces, cual es el tiempo vivido por la generacién de
individuos del ejemplo 10. Puesto que la funcién £(z) es una funcién expresada
mediante una tabla debemos calcular el drea utilizando un método numérico. Para
realizar esto utilizaremos el método de los trapecios. Puesto que A = 10 resulta
que el tiempo vivido por dicha generacién es:

10
T, = — (100000 + 2[68406 + 64331 + - - - + 8995 + 1100] + 0)
Es decir:

T, = 4056950 afios persona

Ejemplo 11.

Consideremos la funcién N(t) = —t2 4 10000 que modela el ndmero de sobre-
vivientes a la edad exacta {, en afos, de una generacion inicial de 10000 nacidos
vivos. El gréifico de la figura (18) muestra el comportamiento de este fenémeno.
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La ié ;

curva m;estra que la generacion se extingue a los 100 anos. Podem

a ) / . . . . 0s
ora, j cudl es el tiempo vivido por esta generacién ?. De acuerdo

preguntarnos,
el tiempo vivido en afios por esta generacion es:

a la definicion,

100 t3 100
T, =/ (—¢* + 10000)dt = [—§-+10000t] = <_M
0

0

+ 1000 000)

De esto resulta finalmente que el tiempo vivido es:

T, ~ —333333 + 1000000 = 666 667 (aflos persona)

e vista grafico el Tiempo Vivido esta representado por el area
Jas edades 0 y 100. Preguntémonos ahora cial es el tiempo
1 en los primeros 10 afios. En este caso tendriamos el

Desde el punto d
bajo la curva entre
vivido por esta genera
grafico de la figura (19)-

.2
C10

y por lo tanto el tiempo vivido es igual a:

10
_( 10000
= ( ——— + 100 000) ~ 99 666

3

t3
[_, +10 OOOt]
3 0

10
T, = / (—£* + 10000)d¢ =
0

afios persona
da. La esperanza de vida de una genéracién se define

que en prom~edlo les resta de vida a las personas que
la edad exacta de t anos. Por ejemplo, la esperanza de vida de
]

Jegan con vida a . ~
lleg lega con vida a la edad de 10 anos y que se extingue a los 100

una generaCién que 1

afios s’ g 100 p(z)dz

-~ L0 = __Y:EEL — J10
10~ ¢(10) £(10)

100 g(z)da es el tiempo vivido por la generacién desde los 10 anos

ﬁontd ) un]eO 1; ggixeracién se extingue Y £(10) es el mimero de sobrevivientes a la
asta

edad de 10 afios:
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| Ejemplo 12.

Dada la funcién £(z) = 100 — z (llamada ley de mortalidad de Moivre !)
que representa el nimero de sobrevivientes a sucesivas edades de una generacion
inicial de ¢(0) = 100 personas nacidas vivas. Calcular la Isperanza de Vida de
esta generacion a la edad exacta de 10 afios.

Alx)

SoLUCION. Calcularemos primero el numero de anos que le resta de vida a
las personas que llegan con vida a los 10 afios, es decir, el tiempo vivido por la
generacion desde los 10 afios hasta que la generacién se extingue. .

100 £2[100
T, = / (100 — z)da = ‘100:1: -
10 . 10
De donde resulta que:
100? - 10? .
T, = 100(100 — 10) — = 4050 (afios persona)

Por otra parte el nimero de sobrevivientes a la edad de 10 anos es £(10) == 90. En
consecuencia la Esperanza de Vida de la generacién a los 10 afos es:

4050
o = —— = 45 afios

90

1

La funcién Densidad de Probabilidad. Una importante aplicacién

de la integral definida es al Célculo de Probabilidades, en particular al Control
de Calidad, mediante la funcién Densidad de Probabilidad.

Supongamos que estamos interesados en predecir que fraccién de una cierta
cantidad de discketes fabricados por una compaiifa tendrdn una vida comprendida
en un cierto intervalo de tiempo. Es decir, estamos interesados en determinar la
probabilidad de que un discket seleccionado al azar tenga una vida = comprendida
enunrangoa <z < b Una forma de hacer esto es seleccionando una determinada

Abraham Moivre fue un matematico francés que hizo notables contribuciones a la matematica
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cantidad de disc s
e discketes y comprobando la vida de cada uno de ell
' e ellos. Con estos d
atos

se puede cons i na 1
btrulr u 5 nt‘ t
funClon cO 1nuia pOSi iVa, f(x) CO l
n la pIOpiedad S' 1
1gu1€nte:

La probabilidad P(a <
<z <b)de ;
componente seleccionado al azar esté 2;121 lijx t\:rc\i/ald(f u;
alo |a,

es el area bajo la curva fentrez =ay b
—_ x g

a la propiedad anterior se llam Ny
aeva:';able z. Hemos visto qu: EEE;;ZEOdELDenSidad
a 3 D
experimentalmente sin embargo ;:r::‘ ;’u:‘talql.ner c?njunto de datos cgf;RIX b
dicha funcién. E i i stra intencién detenern S ruir
n lo que s1gu€ mostraremos como usar el os en construir
calcular la probabilidad una vez conocida la funcién den:idcgn;epto de area pa.i‘a,
: ad de probabilidad.

bilidad para la vida de discketes de comput
uta-

densidad de proba
a cierta compaiiia es:

f(z) = 0,02

1 meses de 1 1
un discket seleccionado aleatoriam: t
ente.

Una funcién que teng
de Probabilidad para |

podemos ajustar

La funcién de

que fabrica un

dora
~0,02z

senta la vida €
la proba.bilid
30 meses’

donde T T€PTE
a) LCué.l es
esté entre 20y
la prob i
?

b) ;Cudl es
menor 0 igual 2 920 meses-

) La probabilidad d

SoLUCIéN. a
y 30 meses, €S €

vida util de entre 20
Wy zT= 30. De tal forma que:

ar

. l 1 l . l ]
I

sead una
e gue un is i
q d cket selecmona,do al azar tenga

1 ’ .
4rea bajo la curva densidad de proba.bilida,d

entre =

~0,027 Jp = __60.02:: 30
| 4 = —0,5488 +0,6703 =0, 1215

30
pa0 <z <307 / 0,0%¢
20
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Esto significa que la probabilidad de que un discket sacado al azar tenga una
vida 1til de entre 20 y 30 meses es de 0,1215. Dicho de otro modo, significa que
de una muestra de 100 discketes 12,15 de ellos tendran una vida iitil de entre 20 y
30 meses. Esto es, el 12,15 por ciento de los discketes tendrdn una vida de entre
20 y 30 meses.

b) La probabilidad de que la vida de un discket seleccionado al azar sea menor
de 20 meses es igual al 4rea bajo la curva de densidad de probabilidad, entre z = 0
y ¢ = 20, esto es:

20 .
PO<z<20)= [ 0,02¢7°%%dz = [->%%| 7 = —0,6703 + 1 = 0,3297

]
%
P(o<x< 20

Esto significa que la probabilidad de que un discket tenga una vida 1itil menor
de 20 meses es de 0,3297. Dicho de otro modo, el 32,97 por ciento de los discketes
se estropearan en el transcurso de los primeros 20 meses.

7.8 Ejercicios propuestos

1. Un satélite observa la velocidad de un cardumen de salmones que viaja desde

la Isla Juan Fernandez hasta al continente. Los datos recogidos por el satélite,
cada hora son los siguientes:

[this Jo[1[2[3] 4[5]6
v eI Toa 2711 |19
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observacion.

. La gréfica ; _—
galognes POrdrililzufZguZi siguiente muestra la medida de la méé d .-
la cantidad total d,e un tanque durante un perfodo de 10 mi n ge ﬂujo,’ en
minut b ague} c.1ue fluye al tanque: a) Durant lnutoS, Estlme
os, b) Durante los altimos 3 minutos, ¢) Durante los ;’0 os 5 primeros
minutos.

valores S ivi
preeenta, los sobrevivientes a diferentes dad
edades

. La siguiente tabla de
cién de 100000 nacidos vivos

exactas de unad genera

0110 ]20 )40 |50)60 70,80 90 | 100

X anos
g(x); miles | 100 92 |91 {86 {80({69]{49]22] 3
0

d .
mado de la la funcién £(z). b) Calcule la esperanza

e un grafico aproxi
a la edad de 20 afos.

a,) Trac
de esta generacién

de vida

ule €l ared bajo la curva de la funcién y = ™% ;
en el intervalo [0,2]

. Calc
tomando ur -0
.. de densidad de probabilidad para la vida de las bombill

mbillas fabri-

. La funcion _ o7
cadas POt una cierta compafiia es de
\ f((l?) = 0,0le"ouolx
-
ta la vida, en horas, d )
donde © represet ’ , de una bombill .
a;neﬂte' a seleccionada aleatori-
Cual €8 la proba.bilidad de que la vida de un '
:iai sté entre las 50 Y 60 horas? a bombilla seleccionada al
. 1 es la probabilidad de que la vida de .
b) z,cs‘;: nor deé 60 horas?. una bombilla seleccionada al





