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CURSO: "NIVELAGION DE MATEMATICAS"

Ira

CONJUNTOS NUMERICOS

1) Conjunto de los Nimeros Naturales:
Los niOmero naturales son aguellos ndmeros que sirven

para contar, es decir:

N = {1; 2, 3, 0e... }

2) Conjunto de los Nfimeros Cardinales:

Es el conjunto definido como: ND: N U {[]}.; es decir:

ST Ng= {o, 1, 2, ..... |

3) Conjunto de los Nameros Enteros:

Se define como:

2 = {....~3, -2, -1, 0,1, 2, ....}

4) Conjunto de los Nimeros Racionales:

Se define como:

!1=[—p—~lp,qe2/;qf-0‘
. ; )

5) Conjunto de los Nameros Irracionales:

w .
Se denota camo IL o §)°, es el conjunto de ndmerus que

no pueden expresarse exachkamente en forma de fraccian z
. 6) Conjuntn de Nimecros Reales: !
Es aquel conjunto gue resnlta de 1a uni@n e lps  ©A-
cionales con los irracionales; es decir:
gﬂ T T ’ . - )
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CURSO: | "NIVELAGCION DE MATEMATICAS"

R =0 UX

-
ar

7) Conjunto de los Nameros Comple jos:

Es el conjunto de pares ordenados de ndimeros reales
gue pueden escribirse en la Forma a + bi dande i= 'V—1, es

decir:

E=f{a+b, |l a ber; i- N-T}

L %’ﬁ? DEPARTAMENTO DF CAPACITACION ”




CURSO- "NIVELACION DE MATEMATICAS®

NUMEROS REALES

-
a

Estudiaremos ahora, con algin detalle a R, con el
objeto de que se capte.como las propiedades y operatoria fami-
liares son consecuencias de axiomas, definiciones y demostra-

ciones rigurosss.

Adicion y multiplicacion en IR /

Vs

i) La "adicion" en IR se define como:

+ IR ),<*\ IR —_— IR

(a, b) —— @a + b =¢c ; c©c €R

ii) La "multiplicacibn" en IR se define caomo:

"

R xR —— IR

(a,b) ——= a . b =4d; de¢pR

Ambas operaciones se llaman nperaciones hinarias o

leyes de composicion interna.

La operacibon binaria de adicitn asocia a cada par
(a, b) de ndmeros reales un (nico nimero c € R, llamado la
suma de a f\ b, anédlogamente la operacitn binaria de mul-
tiplicacion asocia a cada par (a,b); a, b € R un (nico ndmero

d € R, llamado el producto de a y b.

Axiomas de cuerpo

Se dice que IR con las operaciones de” adicion vy

multiplicacion es un cuerpo porque cumple con los siguientes

axiomas:
. ' | ) ‘V | )
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CURSO: "NIVELACION DE MATEMATICAS®

a

“C1) Asociatividad:

G@ + b) + c=a + (b + c) Va, b, c € R

R )

c2) Elemento heutfo aditivo:

"Existe 0O € R tal que:

0 +a=a+0=2a ; ¥a ¢ R

C3) Elemento inverso aditivo (opuesto):

Para cada a3 ¢ R existe (-a) € R tal que:

a+ (-a) =2 (-a) + a =20
" . S D

-

C4) Conmutatividad:

a+b=Dbb+ a Ya, b € R

C5) Aspciatividad:

- e - - ———

(ab)e = a(bc) Va, b, c € IR -

C6) Elemento " neutro multiplicativo (idénticao):

. o ~~\\‘
Existe 1 € R tal que: ' \\!ERS'DADE

C7) Elemento inverso multiplicativo:

Para cada a € IR (a # 0) existe a~ € IR tq:

-1 -1 -
a .

a . = a .a = 1

DEPARTAMENTO OE CAPACITACION .
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(CURSO - . "NIVELACION DE MATEMATICAS"

c8) Conmutatividad:
abh-= ba Va, b ¢ R
C9) Distributividad de la multiplicacion con respecto a

a(b + c)= ab + ac- Va, b, c € IR

Definicion (Cuerpo)
' Se llama cuerpo a un conjunto cualquiera en el cual

se han definido dos operaciones binarias, una "adicifdn" y una

"multiplicacion" gue satisfacen los axiomas anteriores.

Teorema:

1

~ El elemento neutro aditivo es Gnico en IR.

Demostracion:

Sean 0 y 0 neutros aditivos en IR entonces caomo

0O€E R vy 0 esneutrn aditivo entonces:

(1) . D+0D=0+0-=0

Como O ¢ R y 0 es neutro aditive entonces:

(2) 0+0=0+0=0
De (1) y (2) 0= 0
Teorema:

€l opuesto (-a) es (nico para vada aé€ R
Demostracidn: .

Sean 38 y 3 opuestos de a € R; entonces:

=

8= +0=3+(a+3)=(a+a)+a3=04+5=3

Y DEPARTAMENTO DE CAPACITACION - l l 5,




CURSO: "NIVELAGCION OF

MATEMATICAG"

Teorema:
El idéntico multiplicativo
R. )

Teorema:

£l elemento inverso a

Demostracion:

Sean a y a inversos de a € R;

a= a 1 = a(a a)= (A a)

Teorema:

0 a = 4a 0 =20 Ya € R

Demostracion

a 0= a o+ 0 ax
= ia 0+ [a + (-a)] aX
:[a 0 + a] + (-a) aX
:[a . 0D+ a 1] + (-a)
= a(d + 1) + (-a) aXx
= a 1 + (-3) aXx
= a + (-a) A x

_ .

oy DEPARTAMENTO DE CAPACITACION
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(CURSO: -

"NIVELACION DE MATEMATICAS"™

es decir:

Kid

Teorema:

-(-3) = a

Va &€ R

Demostracion:

a=0 + a=

1 1] It

" Teorema:

(a=H-1. 3

Teorema:

La ecuacion
IR.

Teorema:

La ecuacifn

cion en - IR.

™

[-(-a) + (-a)] + a

-(-a) + [(-a + a]

Demostraciaon:

-(-a) + O
~(-a)
Va € R
a + X = b admite una dnica solucion en
aX=b ; a # 0 admite una dnica solu-
-1 axy= a~ L b ==8%:22. (57! a)X= 3‘1, b

Sea Y otra solucibn, entances satisface la ecuacifn

a¥Y = b

_©

T
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(CURSO:'

"NIVELACION DE MATEMATICAS"

Luego: ax . = ay ====> 8_1(8X)= a—q(ay)
« === 1 x = 1 v
=== X =y

A}

"Teorema: (Ley de cancelacibon para la adicibn)

Si a + x = a + b === x =+t

Demostracion:
8 + x = a + b==> (-8)+[a + x] = (-a) + [a + b]
== [(-a)+ a]+ x = [(-8) + a] + b

0O+ X=04+051b

i
1
4

X =0b

iy
{

" _Teorema: (Ley de Cancelacibn para la multiplicacion)

Si ax = ab ==>x = b ; a8 £ 0
Teorema:
(-a)b=a(=b)= -ab Ya, be R

Demostracion:

(-a)b (-a)b + O

7 (-a)b + [ab + (-ab)]

ax.3
= [(—a)b + ab] + (-ab)

ax.9
Z = [(-a) + a]b + (-ab)

YA = 0. b + (-ah)

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION




( CURSO: "NIVELACION DE MATEMATICAS"

Prop.
z = 0 + (-ab)

Arndlogamente se demuestra que:

a(-b) = -ab
Teorema:
(-a)(-b)= ab Ya, be R

Demostracion:
(-a)(-b)=(-a) (-b)+ [(-ab)+ab] = (-a)(-b)+ [(-a)brab]=[(-a)(~b)
+(-a)b] + ab
= (-ai[(-b)+b]+ab= (-a).0+ab=

= 0O+ab = ab
Observacion:
1) a+ (-b)=a - b Ya, b € R
2)  abT) = B Va, b€ R ; b #£0
- b
5i a =.1 ==== 51 = _%_

o “ |
. DEPARTAMENTO DE CAPACITAION 9.




( CURSO: "NIVELACION DE MATEMATICAS®

R

01)

02)

03)

1)

2)

3)

1)

Axiomas de Orden

-

Se dﬁce”que " IR es ordenado" porque existe R e

que satisface las siguientes propiedades:

Ley de tricotomia:

Para cada X € IR und y sola una de las siguientes

proposiciones es verdadera:

i) xe€ R ii) X =0 iii) (-x) e Rr'

Clausura para la_suma: !
) Aﬁara.a, b ¢ R ==>a + b € R*

Ql?!§9!§-9§£§_51_95999939 .

51‘ a, be R" == a.pb e r?

Observacion!

El conjunto. R se llama conjunto de ndmeros rea-

les positivos.

la € R (-3)c€¢ IR*} es el conjunto de niimerns

reales negativos.
R= R U {0 uR’

Definicion

Sean a, b ¢ R entonces diremes que:

"a es mayor que b" denotado por a8 > b si a-be R*

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 0.




( CURSO: "NIVELACION DE MATEMATICAS®

- e e cd e et e e e e .-,._._.___.\

2) "a es mayor o igualque b" denotado por a 3 b ssi

a >h v; a = b.

-

3) "y es menor que b" denotado por a <b ssi
b-a & IR

4) "a es menor o iguwal que b" denotado por a¢<b ssi a<h
v a = b. )
Ejemplos:

1) -2 <4 pues bL-(-2) =4 4 2= 6€ R*

2) 7>3 pues 7 -3 =4e RT

3) 4 } 8 pues 4 - 8 = -4 ¢ R*
Teorema:

Todos los nimeros- positivos son mayores que cero ed:

a ¢ RY «=> a >0 - ,

Demostracibn:

a € R' =3 a-0¢R"e=2 a>0

Teorema:

Sean &, b ¢ IR entonces se cumple una y sAle una de

las siguientes -relaciones:
i) a > b ii) a =+ iii) a«¢hb

Demostracion:
Tricot.
Como a, be R &= a3 - be¢ R &= a -bsD

v a-b=0 v a-bec¢0 E==> a > h v

a=Db v ach .
m - [ PN
o) DEPARTAMENTO DE CAPACITACION .
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(VCURSOE

"NIVELACTON DE MATEMATICAS®

1)
2)

1)

Teorema: (Transitividad)
Sean a, b, £ ¢ IR entonces:

as>b ~ b sc === asc

a <b A b¢c === a <cc

Demostracion:

4

a->bAb>Q=5=> a - be R Ab—CCIR+

Andlogamente se demuestra (2).

'

Teorema:
1) 8 >b <= a+c b+ c Ya, b,ce R
2) 8 > b <«== ac > bc Va, be IR, c ¢ R*
3) a ~ b <= ac < be Ya, be R, ce¢ R~
Demostraci6h: N
1) a > b é‘::’:jﬁ) a - b ¢ lR+
@~ a+c-b-rc¢ R
<=2 (a + c) - (b + c)ée R*
=“=>a + c > b + b
2) a >b ~ce€ R ¢=2 a_-beR" Ace R
{8 DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 12.
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..... S e e e
CURSO: "NIVEIL.LACTON DE MATEMATICAS"
<«=> (a - b) ce R
- £=» ac - b-Cec RT
<=2 ac » hc
3) -8 >hbh A~ cemR &=>» a-be¢ R" A (-c) ¢ RY
) &= (a - b)(-c) € R'
«==> -ac + bce¢ R*
<=3 bc - ac ¢ r*
<=z Bbc > ac
£=> ac < bc
- Teorema:
1) ac RY «=2 :5'1e R* *7[ Q,#C'
2) a€e IR &= a~le IR™ '
Demostracion:
1) === ) Supongamos a < IR" , luego a # 0 entonces:

-1 -1

Ja " ¢IR y a £ 0

Si

a ¢ RY , a>0

- DEPARTAMENTO DE CAPACITACION

syponemos que a

<0 entonces se tiene que:




C UR SO: "NIVELACION DE MATEMATICAS"
-1 + -1
( €==) Supongamos a~ ¢ IRY ; a £ 0
~-51 suponemos gue a e IR™ == (-a)e IR" entonces
1 1 -1

-a>0 A a e RY'==3 (-a).a”

c==s> -(88_1) >0

La demostracian de (2) es an&loga.

Teorema:
S 1) a >b === a >h Ya, be R; c e RY
c C
2) a>b ==2-2.B . yi b R cre m™
- c C
Demostracion:
) a >b ~c€e RY === a s b a C-1e R*
=:=> a'C—1 S bC—1
—=s 8 _ B
=2 T T

2) Se demuestra anflongamente a (1)

Teorema (Regla de los signos)

1) 23>0 A~ b0 === abs0O B
2) a >0 A b <0 === ab <0
3) a <0 A b >0 === abh 0

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION ]
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T — e e e e e e wae 4 nma < b "'\
CURSO:. "NIVELACION DE MATEMATICAS®
L) a <0 . b <0 ==z ab >0
Tégrema: ' .
V a c¢R-| 0) ==>a >0
Demostracibn:
va eiR - [0F === aeR* v . ac R™
===> g > 0 v a <0
=== a a > >0 \Y} a . a > 0
2 2
===> a > 0 v a > 0
) ===> a 5 0
Tegrema:
- Sean a, b, c, d ¢ IRt entoncdes
1) a >b 4 © >d == ac s bhd
2) 2 3b . ©cocd —ms 2, b
c d
. Demostracion:
1) a8 >yb., 4 coe RT ==3 ac > bec
' ( Transitividad
+ ==
C.->d . be R ==bc > hd
=== ac > hd
. -1 -1 o,
2) a >b A © <«d==> a sb . C > d .(Ejerciein)
==> ac ) > db” (Parte(1))
a b
¥ 2 3
N DEPARTAMENTO DE CAPACITACION J l'
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( curst:

"NIVELACION DE MATEMATICAS"

DESIGUALDADES NOTABLES

-
-

1) feﬁréma:
Béan a4, b ¢ R entonces:
8 4+ b2 > 2ab a#b
Betmbsbtaolbhs:
tonsideremas: (a-b)2> 0 ; a#b
:*. &8 - 2ab + b%2 > O
a2 + b? s 2ab
2) téoreina: .
L&, umd dé un nimero real positivo con su recipro-
. &8 es siempre mayor o igual que 2; ed:
t&_i.% ) 22 si a>0 !
 Besostracin:
td - 230~ ~ y
B - 28+ 130
8 4+ 1328 /:8.
] 4,% 5 2.
33 tebtbma:
8 4 b2 4+ c? 5 ab + bc + ac Va, b, ce IR
5alvo en que a= b = ¢ -
L DEPARTAMENTO OF CAPACITACION 16,
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CURSO: | "NIVELAGIDN DE MATEMATICAS®

Demostracion:
a2 + h? s 2ahb
b2 + c2 > 2bc

82 4+ c?2 s 2ac

242 & 2b%2 + 2¢? y 2(ab + bc + ac) \\1

[}

‘. 8 + b2 + c2 5 ab + bc + ac

31 d =b=c ==2A8 + b2 + c® = ab + bc + ac
by tBdtetia:
_ B &2 4+ b2 =1 . 2 + d® = 1. Entonces:

ac + bd ¢ 1

bemostracibn: '

_ , i
Babemos qué: a? + c? 2 ac A b? + d2 , 2 hd
>

)

f. 82 + 6?2 4+ b2ad? 5 2ac + 2bd

(a2 + b2)+(c® + d®) > 2(ac + bd)
14+ 1 > 2(ac + db)
,2 > 2(ac + bd) /:2

1 > ac .+ bd

By teotema:
x3 +‘W > x2y + xy?2 3 x,ye¢ RY m x # v
bemostraclibn:

(x -v)2>o0 x £y

xE - Xy 4+ y2 > xy  /e(x + y)

DEPARTAMENTD OF CAPACITACION | 17.
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. v , . —— —— _,-A-__..,.....__.._.._....x
(CUR&US | "NIVELACION DE MATEMATICAS® -
(x + y)(x2 - xy + y2) > xy (x + y)
x? + y? 5 x?y + xy? A
befinicibn:
S5ean a, b € R entonces:
1) Le media aritmética de a y b es: —9—%—9—
11) La media geométrica de a y b es: Vab
i 4 \ s s . 2ah
i) tLa media armbnica de a y b es :
3 © tebteha:
- bdn a, bt R ; a, b >0 ; a#b
L ' . d + b 2ab
bemostrar que: 5—> Vab > ——
bemostracibn:
8) Demostraremos que —jl#tl1—> vab®
2
Bébemos que s1 a #b == (a - b)2>0
.. 82 - 2ab 4+ b2‘>.D /+bab
8¢ + 28b + b2 > 4 ab
(8 + b)2 > (2 Vab )? / 'V
8+ b >» 2 Vab /:2
g 4 by Ve
2 .
b) bemostraremos que /ab > gfg
51 a # b ==3%(a - b)2>0
DEPARTAMENTD OE CAPKCITAGION 5.




— — ) e e - — s e
(tURSO! "NIVELACION DE MATEMATICAS®
(a + b)2 » bLab
(8 + b)2 S ab
4 et scame
(a + b)?2
. ;-
kg2 bz_ ¢ ab /\/,__- :
(a+h)?
28b_ ¢ am
a+b
be (a) y (b):
2 a+b
tebrena:
68 x>0 ; vY>0: X#Y demostrar gue:
_1... + ._1_. > . 2
X Y X +Y
bemostracibn:
x>0 ==3% >0
Y>>0 ==V >0
X2 + Y2y 0O / + 2XY _
X2 4+ 2XY + y2 > 2XY
(X + V)2 > 2XYy /: (X'VY)
¥ BEPARTAMENTD DE CAPACITACION 9. )




1)

2)

(86 + cd)? ¢ (a%+ c2)(b2 + &) ¥ a, b,

Ejercicios:

ﬁrobar que: (ab)-1 = a'1b"j

bemostracibn:

ta” 6" (ab)= (a” o™ ) (ba)

7 =a (b”"ma
lo= a1 . 1a
/= a1 a
2= 1

(a1 (@

Sean a, b ¢ &* entonces:

c,

T - S N
CURSO: "NIVELACION DE MATEMATICAS®
X+ ¥ 0o /(X + V)
Xy

(X + V) 2

X, Y ,.2

Xy Xy X+Y

f1,

X Y X+Y

8) tBotrema:

d e IR

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION
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CURSOD: "NIVELACION DE MATEMATICAS®
Demostracibn:
a<hb;a, be R ==> (b-a)e RY¥ ~ abe R*
=== (b-a) ¢ R* a (ab)-1e IR*
=== (b—a) € |R+ A a-1b_1€JI‘R+
=== (b-a)~a-1b"1e Rr*
===¢‘>'I:;a'1b—1 - aa_1b—1€ Rr*
=—==> bb_1a—1 - aa—1b-1e R
> 1. a1 -1.b % R
=== 3-1 - b—1 € |R+
= === a > b7
)] Bl OX4Y <1 A XDV == X2 - ¥Z < X - ¥
Solucibn:
X+VY<1 ~ X-ve IR
e X+ YY) (X -Y¥) ¢ X - Y
X2- y2 ¢ X - Y
L) 5l a.>b ==% 3'1 < l:"1

Balucibn:

61 a, be R se tiene que:

a>b == a-bert ;at, b1, R
=== (a-b) . a—1e R*
== aa ' - albe R* -
=== 1 -a 'b gRrR" ;b e R
s (1 -a 'm bt R .

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION
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"NIVELACION DE MATEMATICAS"™

53

&3
)
8y
4j)

1d)

Ardlogemante se demuestra si a,b e R
bumugstre que: |

£48 .2 stato,bé0 y asb
-{-¢-8))= -a

tfisé = -8

-{a-bj= -8 + b

t-15t-b)= B
1.4.1
B ab

BEPARTAMENTO OF CAPACITACION
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(cURS®: LVELACION DE WATEWATIGAS® )

"NIVELACION DE MATEMATICAS"

- DESIGUALDADES E INECUACIONES

Las expresiones a > b y a < b determinan una

*degigualddad" entre dos valores.

befFinicibn:

Una desigualdad es absoluta si es vilida para todod
" ips valored reales de las wvariables que intervienen en gl1d.

Ejemplo:
g 4+ 41>0 va € IR
batinicibn:
" Uné& desigualdad es condicional si es vAlida sélo
para ciettos valores de las variables que interviénen en

ella. L&8 variables representan incOgnitas y la desigualdad

constituy® ung inecuacibn.

beFinicibin:
Considerembs el polinomio p(x)= ax + b; a & 0
entonces una inecuacibn 1ineal es una desigualdad del si-

guienté tipo:
1) p(x)= ¢ O ii) p(x) > O iii p(X) < O

iv) p(x) s O

Eiemplos:
1) 2x+3s0===>2xs—3==¢x5-——:23——
S4= {x ele X &~ % }
DEPARTAMENTO OE CAPACITACION ] .
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‘29 -8-2x < 7x + 28
-9% < 36 '
-x < h/-"t
x > -b4
;.,. Qé = {x &R Ix > -4
3 Bt3x + b)) -bx + 7 ¢ 5 4+ x
é%+8—%+7(5+x " >
Bx - bx - x <5 - 8 - 7 \
_ x < -10 - C \‘,\ , - "jl‘\_
By: [x& R| x4-10) -
..
thtervélueg
Rl rbsolver clértos problemas es corriente en-
contrars® éon conjuntos dé nimeros reales de los siguientes
tipbs:
1 intervele cersddy:
[a,b) = {x e Rla ¢ % ¢ b) Y,
' 8 b
2) ntervalo sbierto:
. Ja,bf = [XéR 1 a<x <b] SR,
. a. b
3) - iritervelod semisbiertos:
fa,bl = {x€ Rla ¢ x <b) — wtommth _
" a b
14,b) = {x¢ Rla <x ¢b) __ grmmmmmd
- . 8 b
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)

1)

2)

1)

tntérvalos no acotados:

J- @, a[ = {xe RIX <aj /7417472777

a

]- @, a] = [xe R1X g a} b 7777770720300 7777 W
a
)a, wm [ = [X€& R'X >4 W, /27777 T/ 1L T T T
a
[é,cn[ = |[X€emRIX yal B 1 T T T T 2
' a
BB&efvacibn:

LB8 #&oluciones de las inecuaciones anteriores son

ré8psctivamente:

g,lr’-]-dj,—-%]; 52=]-h, cn[ v 53=]- o , -10[

H88siver una inecuacibn es encontrar el conjunto de

vAltres para los cuales la inecuacibn es cierta.

~Définicibn: (inecuacibn cuadrética)

Conéideremos el polinomio cuadrético:

p(X)= aX? + bx + ¢; a # o entonces una "inecua-

cibn cuadrédtica" es una desigualdad del siguiente

tipo:

1) pex) ¢ o . ii) p(x) ¢ 0
114y pexy >0 iv) p(x) » 0
.Ubﬁérvécién:

-

81 B2 - btac = Ay0, el polinomio tiene rafices rea-
165 y distintas, luego el poilnomio se puede fac-
torizar y la inecuacibn resolver usando la regla de .

BEPARTAMENTO DE CAPACITACION
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ios signos.

9y §1 A= 0 el polinomio tiene raices reales e iduales
entonces p(X) tiene el mismo signo de a vX #£ &
(si & es la raiz).

3) 5§54 O<D el polinamio tiene raifces complejas; enton-
ces p(X) tiene el mismo signao de a ¥ x € |R.

. Ejémplos:
1) Resolver las inecuaciones: ,‘

a) 2x2 - 7X + 3 >0 Sol: S={xe |R|X<-; xs>3}

b) X2-13X + 22 <0  Solv 5= {X€W'2 <x <11}

c) Xi - 4X + 4 <0 Sol: 5= -
d) X2 - 2X + 2 >0 Sol: S= R °

e) 3X2 + 2X + 6 <0 Sol: S=p

Befinicibn (Inecuacibn Racional)

e llama inecuacitn racional a una desigualdad del

siguiente tipo: -

PO gy XY g B g BOO g

a(x) a(x) q(x) q(x)

diHdeé XY, q(X) son polinomios y q(X)£ O
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Ejercicios:

Resolver las inecuaciones:

. 2
1) il S > 0
X2 4+ 7X + 12

) X2 - 2X + 3 1
X2 - 5X + 6 5

3) X + 3 . 1 1
X2 - 4 X+5 X+2

b4)

9 @ DEPARTAMENTO OE CAPACITACION 27.
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VALOR ABsoLUTO

por 14y al nOmero real definido por:

L a- si a >0
' );am ;[U' si a =_.U,,

-a si a <0

teareia:

1) jdj=0 &=3 & =0

93 4] 30 ¥ a §~m57 -8

3y . Jaji= e ' ‘

b lal - v X

- 8) -|8] 2a ¢ lal :
Basnstracibn:

1) t === ) 5i lal=0 == a=10

=== g =

( g== ) 51 a = D‘==$ ‘ai:

2) 5 8ER ==> atR" v &
B a & R* ==2 ldl=a 50,
8f 4 =0 === lal=10
B && |~ === lai= -a > 0O

.t jal s o

3) Bl aé& H ===% ac¢ Rt v 4
B & ¢ R === 1al = 4 ==%
gi a = o ===z =0 ===

Pues

Séa a & R, llamaremos valor absoluto

de a denotado

DEPARTAMENTO BE CAPACITACION
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b)

5)

(-a)(-a)=

Bf 4 & IR ==3 lal= -a ===a|?
|a'2 = aZ
a= 0 vi aé€ iR

Va=a =

81 #& R == ac RY v
8 d¢ A== a > O
Ei 4 =0 == Va2 =0 =
b1 4 ¢ H™ == a <O
LuBgd: Vaz
Bea At R
8 #E& HY ==4 (a1 =
B B = O ==
61

1al

-a = \al

3

| al

==.$E:€|R+ \ a=2=0 v aelR'"

g
0 == |al] = a

1ai

éélh-==-=>»la\=-a>0>a==-\ lal > a

Luédo tai 3 a 1)

Andisganente:

Bog Bzl == 8¢ R* v a=0 aeR"

8l aé R* ==b|g) =4 >0 > -a == |aly -a
==3 -ldl < a

81 8 =0 ==» ||=n;a==s>-|a|=n

51 d4& R ==% |a| = -a
4 == - lal= a
LuBga: -lal ga (2)

Luedo de (1) y (2) tenemas que:

-lal s a £ |al

J -
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tentema:

Sean a, b ¢ IR entonces:

lal = b &= b>2>0 A(a= b v a = -b)

bemostracion:

==> ) Como lal » 0 === b > 0

Ademés a¢ R == a¢ RY v a= 0 v ae R
B a &R ==3|gj= 8 Alalj=h ===> a = b

Gi §=D-‘;|8)=U/\a=b===‘; b=0 == a=~=>b

_ 51 8 & IR™ ==4 Jaj= -a Alal= b ==>a = -b

Luédo: 18l = b == a=b v a = -b

tessema:
8s8in &, b ¢ IR entonces:

|d]=|b) €= a =b v a = -b

Ej8mpios: .
1) Rédbiver la ecuacibn: Ix - 21= 3x _ g
A {x-2]= 3x-9 €= 3x-9 3 0 A(x-2= 3x-9 v x-2= -3x+9)
&=3 x 3 3 A(2x=7 v bLx= 11)
¢=3x 3 3alx = v x=%;)
¢=5 5 ={ 7/2}
2) bétermine los posibles valores de x que satisfacen
Ix-21 = Ix| ' ‘ _
Baivetbn: ‘ A 7!
i
{%-2)= x| == x-2 = x v x-2 = -x
DEPARTAMENTO DF CAPACITACION 1.
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3)

1
2)
3
)

1)

i}
a
<
N
X
i
N

&= -2
&= -2

"
a
<
X
"
-
A

Como -2 # O la solucibn es x=1 .°. 5= {1|

Encuentre los valores de x gque satisfacen la ecuacion
13x-41= |6-x]

8diucibn:
i3%-b{ = |6-xI === 3x-b = B-x v 3x-b= x-6
=== bx = 10 v 2x = =2 -
==% X= ‘52“ v X= ;-'1
5-={5/2, -1}
téorema:

8kan a4,b, x € R; b » 0 entonces:

ixl € b &= =b ¢ x ¢ b
x-8l ¢ b &= -bgx-8 ¢b
Xl $ b &= x 3 b .v x ¢-b

|%-81 3 b &= x-a» b v x-a £ -b

bemostracibn:
ixl &b &=3% -~|x| 3 -b
Ademés, -b ¢ -ixl £x € Ix| € b

Lukgo: =b ¢ x ¢ b

OEPARTANENTO OF CAPACTACION D
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Tedriema:

Bedn a, be IR entonces:

1) |a+bl € val + (bl
2) ~ {a-b} & fa) + bl
3) - 1@l = 1d) . by

- T B £ ' o
‘s["b‘—’ 0 | .

bemostracibn.
1) Pot teorema se tiene:
-|8] ¢ a ¢ \al
- bl & b ¢ |b]
Luéggo: -(lal+1Ib) ¢ a + b ¢ |ay+ bl
la + Bl < \al +|bl I
2y léd-bl=1a +(-b)! ¢ lal+|-bi=lal + |b)
."« la-b| g |a) +\bi

3) jd.bt= V(ab®2 = Va2 .b? = Vaz . Vb? =g . Ibl

Luego: 1abl = tal . |bl

- 4 - : 2 Va2 _ e
b) 1B1= gf(De - q/E L VE e
b b b A bl

Luego: l—irF %%% ' h#£0

Observacibn:
Htrd demostracibn para:
3 Ee presentan los siguientes casos:

1) 84 a=0 v b= 0 no hay nada que demostrar
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{11) 54 a, b e R* == a . b e R? ; entonces:

~labl= ab =lal. b

i

114) s1 ae R* A b € R™ == ab ¢ R™, entonces
labl = -ab = a(-b)=|al . |bl '
iv) 64 a ¢ IR™ ab €¢R' ==3 ab ¢ |R™, entonces:
|labl = -ab = (-a) . b=1lal . (b
v) 51 a, be R™ ==3 abe R"; entonces:
labl= ab = (-a)(-b) = ja . ibl S
Lufo: tgabi lat .- bl ’ ‘ T
| Ejemplas: ’
1) Redolver: |x - 4 ¢ 3 “'
| gBiUcifﬁn‘:

|%-b] €3 ¢=% -3¢x -4 g 3 ‘

2) Resolver: I3x + 2] 25 - x A
Goiucibn:
| ﬂ ‘ 132 + 2| 9 5-x =% 3x + 2 3 5-x v 3x + 2 € x=5
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D
3)

1)
2)
3)
b)

RELACIONES Y FUNCIONES

béfFinicién: (Par Ordenado)

o, )= {{a, {a, bj)

. Obgérvacibn:

(é; B) ¥ (h, a)

El eiemento a se llama primera componente y b sé

llama segunda componente.

~bé?ihici6n:'(Igualdad)

((4a, b) = (c, d)) <=2 (a=c A b= d)

Eiemplos:
Beltuldr X e Y en los siguientes casos:
(X 4+ 3,2) = (5, v-1)

(8% + 4,3

(-x2, 3)

(x2 -1, X) = (X, X2 - 1)

(X + 2, Y + 3X)= (2Y + 1, 5X - 2V)

Definteihn: (Producto Cartesiano)

8eéh A y B conjuntos cualesquiera, se llama producto

cdrted4idnd o producto cruz de Ay B denutado por A x B al
glgulent® conjunto. e -

A x8=1x, vI xenav e B]

o

Edémplo:
Beda A = [XER([x* -8BX + 15= 0}=(3, 5)

DEPARTAMENTO OE CAPACITACION w.
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1)

2)
3)
b)

5)

1)
2)

1)

B= (X €2|-3 < x <0} ={-3, -2, -1}
Entonces:
AxB={(3,-3)(5,-3)(3,-2)(5,-2)(3,-1)(5,-1)}
BxA={(-3,3)(-3,5)(-2,3)(-2,5)(-1,3)(-1,5)}

be agui podemos ver que: AxB £ BxA
Prbpiedddes:

81 A tiene n elementos y B m elementos entonces
AxB tiene ‘mxn elementos.

61 A= v B=B == nAxB=

AxB # BxA

A x (BUGE) = (AxB) U (AxC)
A x (B AC) = (AxB) N (AxC)
A x (B -C)= (AxB) - (AxC)

A x (B x C) £ (AxB) x C

Hhservacibn:

R x A =g

Eh general AxB puede representarse en un diagrama de
cbordenadas.

El plano real se representa por R x IR = IR?

Ejemplo:

8 na={a, b, c, d} y B={x, vy, z ] efitohces AxB
puede graficarse de 1a siguiente manera:
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<
[]
]
L}
-+
I
I
e
I
N S
1
H
ap—- e —o——-o

AxB= {(a,x) (b, x) (c,x)(d,x)(a,y) (b,y)(c,y)(d,y)(a,z)(b,2)(c,2)(d,z) }
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A a i

2)
3y

by
5)

1)

2)

3

4)

RELACIONES

befinicitn (Relacibn)

8edn A y B conjuntos, entonces "R es una relacidn de
g8l R E axB

Hhgsrvacibn:

81 (X,Y) ¢R escribimos XRY, y diremos que "X estd en
réldeibn con vn.

81 (X, V) ¢ R entonces X R V

B A= ; R S A x Ay se dice que "R es una relacibn
B A,

R 88 puede definir mediante una propiedad.

Usdremos las letras R,S,T,.... , para denotar a las
telaciones.

Ejbmplos:

888 A= [1,2,3] y B= {a,b,c,d} entonces:

A= l(1,a)(2,a)(1,b)(3,c)} es una relacibn de A a B

Bed INo ; {0,1,2,3,....} ; definamos:

H= {(X,¥) € No xNo }] X + ¥ = 2}

gntonces: R= {(0,2) (2,0) (1,1}

Se6. R= [(X,V)&R x RIX + Y= 2 | entonces IR es una ré
ldcibn en [R.

Bea R= {(X,V) €lR?[Xx2 + v2= 4} , entonces R es tambibn

una relascibn en |R. |
|
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1)
2)
3)

1)

2)

1)

2)
3)

1)

2)

Definicibn: (Relacibn de.Equivalencia)

Sea A un conjunto cualquiera, se dice que una relacibn

R definida en A es una "relacibn de equivelencia" si:

Wa eh; (a, a) €R (RefFlexividad)
(a,b) € R === (b,a) € R (Simetria)

(a,b) € R A(b,c) €R ==3 (a,c) € R (Transitividad)
Ejsmpios:
51 A = {1, 2, 3} entonces:

R =]01,1(2,2)(2,3)(3,2)(3,3)}

®8 uhd relacibn de equivalencia en A.

81 R= {(X, Y)ER x R | V= X} entonces R es una relacion
dé edquivalencia en IR.

befiniecibn: (Relacibn en Orden)

Sed B conjunto cualguiera, se dice que R € A? es una
"t8idcdbn de orden® si:

Vaeh ; (a,a)éR
(B,b) ERAa(b,8) €R ==2 a = b (Antisimetria),.
ta,b) € R A (b,c) ¢ R === (a,c) € R

Ejénplog:
El A ={ 2, 7, 10} entonces:

R ={(2,2),02,10),(7,7),(10,10), (7,10}
€8 una telacibn de orden en A.

8i R= [(X,V) €IR xR | X ) Y] entonces R es una re-
1stibn de orden en R.

DEPARTAMERTO DE CAPACITACION 3Bs




CURSO:

"NIVELACION DE MATEMATICAS"

1)
2)
3)

Dempstracibn:

¥ X €lR; (X,X) ¢ R

(X,¥) €R A(Y,X) ER ==X 3 Y a V¥ 3 X ==% X =Y

(X,¥) ¢ R A(Y,Z) e R==3X> YA Y27 ==% X321
gbservacibn:

Una relacibn que es simétrica no es antisimétrica y

vicevers#, salvo el caso de la. igualdad, que es simétrica vy
dntisimétricd & la vez. ;.

1)

2)

1)

bafinicibn (Dominio y Recorrido)

8é8 R una relacibn de A a B, entonces:

El conjunto de todas las priméras coordenadas de los
glémentos de R, se- llama "Dominio de R" y se denota
pot Dom(R).

En gimbolos: Dom(R)={X € Al (X,Y) ¢ R}

£l conjunto de todas las segundas coordenadas de los -

elementos de R, se llama "Recorrido de R" y se denota
por Rec(R).

En simbolps: Rec(R)= { Y € B] (X,Y) & R}

Ejemplos:

58 R= {(x,v)e IN xin/2x + v = 10}

Es decir R= [(41,8)(2,6)(3,4)(b,2)} entonces:
bom(R)= {1, 2, 3, &)

Ree(R)= [2, &, 6, B}

Bea R= {(X,¥) € N x N |v=3X ; 15X <6}

g [C1)2)(8,9) )
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e o e ] — N

1
- 2)

1)

2)

Ee la relacibn idéntica definida en IR.

" Pom(R) € A y Rec(R) € B (si R ¢ AxB)

Es decir  R= {(1,3)(2,6)(3,9)(4,12)(5,15) Jentonces:
bom(R)= 41, 2, 3, 4, 5}
Rec(R)= {3, 6, 9, 12, 15}

Observacibn:

Al recorrido de R tambiBn se le llama rango de R.

Befinicidn (relacibn idéntica o Relac.identidad)

Sed A conjunto cualquiera entonces R ¢ AxA se llama

"relacibn idéntica" si:

R = {(Xx,vy) e AxAl v= X} = 1,

Edémplos:
81 A = |1, 2, 3] entonces:

Ip= ](1,1)(2,2)(3,3)] es la relacibn idéntica de-

finida en A.

b= {(X,v) € R xR v= x]
Y
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befinicibn (Relacibn Inversa)

Sea R ¢ AxB se llama "relacibn inversa de R" p sim-
plemente "inversa de R" denotada por R™1 & 1a relacibn de B a

A definida asi:
1= oG 1o e R}
Ejemplos:
1) - SeaR:[(X,Y)EU\lxIN 1 2X + Y = 10}  entonces
™1 = [,y e W xmtzy 4 x = 10)
Es decir:

R = {(1,8)(2,6)(3,4)(4,2)]
H-' |8, 16,2204, 3)(2,1)]

2) 81 R= | (X,¥) e R xR | y= X2} entonces:
1o l(X,Y) € R xR | X=v2} o bien: Iy

k1. X, e R xR v=1 X}

Y v =\/)?

] T .i'" T t
'\ B
'\ 3 i
) '
E 21 ‘;’“ * X
1 \\ :

-3 22 -1 0 1 2 3 Vv VR
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Observacidn:

5i R es una relacion de A a B ed R ¢ AxB entonces

i=1 ¢ BxA y ademés:

bom¢R™ )= Rec(R)
Ree(R™)=  Dom(R)

bafinicibn (Composicibn de Relaciones)

S5ea R ¢ AxB y S5 & BxG se llama "Relacibn compues-
ta de S y R" denotada por 5 o R, 1la relacibn de A a C defini-
dd por: |

seR= {(X,¥) € AxC|3Z € BM(X,2) € R A (2,¥) ¢ 5}

Ejemplos: SoR
1) Gean R y 6 definidos como:

R=[c1,32,3 y  s= (3,1 /

o.o SOR= 1(1,1),(211)}

2) Sean R y § dos relaciones definidas en R tales que:

R=lx,v)e Ry xR (v= VX] IS IR R

— A !

8 =1(X,¥)e R xR |Y= X+2] ORO’;\Q

Entonces: _

8ol (X, V) EIREx R |IZERM(X,2) € R ~ (Z,) € §)

BoR= [(X,V) €R* x RIIZER M7= VX A V= Z + 2]
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1)
2)

D
2) -

1)

2)
3)

4)

SeR= [(X,Y) €Rp xR | Y= VX + 2}

Observacion:
todo 1o dicho para SoR es vAlido para RoS

En general SoR # RaS

beFinicibn (Funcibn)

Sea f & AxB, f se llama "funcibn de A a B" ssi cumple

;(as siguientes propiedades.

bom f= A
‘31 fa,b) € f «a (a,c) € f == b= of
Obsetvacibn:

54 f es una funcibn de A a B escribimos:

f: A —» 8 o A—_+ 8
Dé 1a definicibn se tienme que Rec f ¢ B ;-

be 1a definicibn se tiene que distintos elementos en
el dominio pueden estar relacionades con un mismo ele-

mento en el recorrido.

5§ f es una funcibn de A a B entonces f se puede es-

cribir:

a4y En Forma "implicita":
F o= ((x,v) € AxB I f(X,Y)= 0}
b) En forma "explicita":

f = J(X,¥) e AxB 1 Y= F(X)}
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5)  (a,b) fe=% af be=s b= f(a)
6) Las funciones se denotan por las letras mindsculas f,
g, h,....
Ejemplos:
1) Bed A= {1,2,3,} y B= {a,b} entonces:

F=‘(1,a)(2,a)(3,b)] es una funcion de A a B pués:

1) bom £ = {1,2,3) =

i) A cada elemento de A le correspande un Onico ele-
mento de B.

2) Sed A= N y B={ X | X= 2n,' ne W} ; entonces

f= [(X,¥) ¢ AxB | ¥ = 2X + 4]
es una funcibn pués:

1) bom F =N = A

11) Si (a,b?) é F A(a,C) e f ===>

=== b=2a + 4 A c = 2a + 4

Befinicibn  (Imagen)

Bed f: A —> B. Sea X € A entonces el Gnico elemen-
ta v & B tai que (X,v) € f se llama "imagen de X por f" y
escribimoé v= f(X).

bbéktvacibn:

1) 84 Y € B es 1la imagen de X por f, entonces Xése lia-
DEPARTAMENTD DE CAPKCITACION | )
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( CURSO: "NIVELACION DE MATEMATICAS™ .
ma "pre-imagen".
2) Como f: A ——= B es también una relacion, las defini-

ciones de Dominio y Recorrido son tamhién vélidas para

f; es decir:

Dom f = |X € A1 (X,Y) € f]

Rec f

[veB | (X,v) ¢ r]

Definicibn (Func.Inyectiva)

Sea f: A —= B entonces "f es 1inyectiva" ssi:
f(X) = F(Y) === X = Y

Ejemplo:

5ea f: R —— R

X —— f(X)= 2X-1
entonces f es inyectiva pués:

F(X) = F(Y) == 2X-1 = 2vY-1

Dbefinicibn (Func.Epiyectiva)

Sea f: A —— B entonces "f es sobreyectiva o epiyec-

0 bien: VY eB IX €AmY = f(X)
Ejemplo:
Sea f: IR —= IR

X —s f(X)= X + 1

_©
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entonces f es epiyectiva pués Rec f = IR
befinicibn (Func. Biyectiva)

vd" ssi f es inyectiva y epiyectiva a la vez.
Elbmplo:
‘g . wt , +
Béa F: R — R]
X +—— F(X)= X2

éntohces f es biyectiva pués

1) f es inyeétiva:
F(X)= F(Y) —3 X2= VY2 ==3X =y

11) £ es epiyectiva:

Rec f‘={ve|ﬁ‘;|x=\/ v} =R}

bufinicitn (Func. Inversa)

-1 = {(x,y) 1 (v,X)e F}

Hbservacibn:

1) - tX,v) ¢t PN (v,X) € f

29 (v,X) & -1 ess (X,¥Y) € F

Gem f: A —> B entonces se dice que "f es biyecti-

Sea f: A — B biyectiva se llama "funcion inversa de
f* denotada por #~1 a 1a funcibn de B a A definida asi:

~ DEPARTAMENTO DE CAPACITACION
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Ejemplo:
Como f: IR; H—eJR; m f(X)= X2 es biyectiva,

Entonces:

¢ RS — R mF(X)= VX

Definicibn (Func.Constante)

Sea f: A —» B, se dice gue "F es funcion constante"

ssi Rec f= (b} ¥X € A; es decir:

funcibn

F= [(X,Y) € AxB I F(X) =b ; beB, ¥ €A}

Ejemplo:

Sea f: R —=R

X —a f(X)= 5

es la funcibn cte. igual a cinco.

befinicibn ( Func.Idéntica)

Sea A conj. cualquieray f: A ——> A se dice que "f es

{déntica" ssi:

Observacion:

Generalmente la funcitn idéntica definida en A se de-

nota por In.

9
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Ejemplo:
Es decir: Io={(X,¥) € Rx®R| v = x}

Es 1la funcibn idéntica definida en R.

befinicibn (Func.Lineal)
Bea f: R—sR; f(X)=ax +b; Y48 bER ; a ¢

entonces . f se llama’funcibn lineal®.

Hbservacibn:

both £= Rec f = R

BeFinicibn (Funcibn Cuadrética)
Bea f: IR —> IR tal que F(X)= ax? + bx + ©

M8, b, c e IR; a 4 o entonces "f se 1llama funcibn
tuadréticar. '

Efemplo:

Hécer el grafico de: F(X) = 2x2 - 7x + 3
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R EIE N

1)

ipy

3)

L)

Y
Solucibn:
5
Dom f= R L
Rec f= [-3.125, o
3
2 L
1

'3

Hbskrvacibn:

El gféficu de la funcibn cuadrdtica se 1lama "pa-

rébolan, S i

PEtd determinar el vérice de la parabola se usa la ex-
bte&ibn: '
) - h2
V(- b bac b )

?

2a bLa

51 8 >0 las ramas de la parébola se abren hacia arri-

ba vy se a < 0 las ramas de la paridbola se abren hacia
ab8jo.

8) 81 bB® - bac > 0: La pafabola corta al eje X en dos
puntos. i

by 64 b2 - 4ac = 0: La parébola corta al eje X en un
g8olo punto.
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5)

1)

2)

c) Si b2 - bac < 0: La parébola no corta al eje X.
a) Dom f =R
b) Rec f = [—EEE—:Lif— ,ID[ sia>0
ba :
Rec F = ]-m , =22 =5 } &5 aco

La

Bafinicibn (Funcibn Polinémica) s
864 f:+ IR — R

X — f(x) = B, X+ 8, 4% $4 «... + @
Dﬁﬂdé:

n

L

cibn polindmica"

tjémblu:

H

F(x)= 3x%, 2% - 5x2 4 3x - 4 es una funcibn poli-

némica de grado &4.

thservacibn:
h es el gredo del polinomio

bom £ =R ; Rec f = 7

bekinicibn (Funcibn Racional)
Bed f: D —>» R C e

X —s f(x)=

ITREREE , 8, € Rj & #0 ; entonces f se llama "fun-

L
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0 bien : X —s f‘(x):—L(E-)—-
q(x)

bonde 8 ye-+ 8, b b, € R 5 a, £0, b_#0

n,‘o. n

~entonces f se llama "funcign racional”.

. Bbgervacibn:

boin £ = {xe RIb_ x" + .... + b, # 0]}

Ejenplo:

. 2
La Funecibn F(X)= 3x*_+ 1 es una funcibon racional,
* - 3 . B

dondé: Dom f = R - | Y3} }N"

beFiHielbrn: (Funcibn Par)

S8 dicé que una Funcion f es "par" si:

F(-x) = F(x) ¥V x ¢ Dom F

dbsétvaciobn:

Un& Puhcibn par es simétrica c/r al eje V.

Eieinplo:
F(x)= 2x2 + x' es funcibn par, pues:

4

Fl-%)= 2(-x)2 + (-x) = 2x% + x“ = f(x)
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——r o aee -

R

1)

]

beFinicibn (Funcibn Impar)

Se dice gue una funcidn "f es impar" si:

F(ox)= ~F(x)  V x € Dom f

Bbservacibn:

Una funcibn impar es simétrica c/r sl origen de coor-’

denadas.

Ejeémplo:
Ld funcibn F(x)= x* es impar pues:

Fl-x)= (-x)?= -x*>= -F(x)

Bﬂfihiciﬁn (Funcion Periodica)

5e dice que f es una “Funciﬁn'perindica“ si:

Filx + h)= F(x) vVh#0

Ejemplo:
Ld4 Funcibn f(x) = 5 es periodica pues:
Flx + h)=2 5 = F(x)

Befinicibn (Func.Creciente y Decreciente)

8e dice gue una Funcibn f es "creciente" (estrictamen-
te creciente) si:

Xp > X4 ==% f(xz) > f(x1)

' .% V x4, xz'; Dom f
(xy > x4 == Fix,) > Fix4))
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2) Se dice que una funcidn f es "decreciente" (estricta-
mente decreciente) si:

Xy > Xq == F(xz) £ f(x1)

. .} ) Xqr Xp € Dom f
(x2 > xq == Flxy) < Fx,))

Bekinicibn (Funcitn Valor Absoluto)

L4 funcibn Y"valor absoluto" se define de la manerd si-
guiente:
Fell — R

X — f(x)= i1xt = {

bothi F = IR ; Rec f

i
3
+
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CURSO: "NIVELACION DE MATEMATICAS®
. 53 /-
Ejemplos:
. (1)
1) F(x) = I3x - sl .
2) F(x) = Ix - 1l+]x - 2|
D xd e pyf = P
b) x4 yj= 1
|
(3) N
- (4)
1 N
' — A -
_1\/1 X -1 1" .
\\
-1 \
-1
N

La funcibn "mayor valor entero" se define de la siguien-

te manera: |
b M —sC
X — too=[x]

bonde ﬁ*ﬁ = nez con x=n + d

?

0

€d <1
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Ejemplos:
1) £3.53 =% 3 +0.50=3
2) fb.11 = to +0.1§=0
3) g-1.81 = -2 + 0.2] =-2
El gréfico de la fumncidn f(x)= I x] es el siguiente:
vy A
3 o
2 ;—‘—“: b
! ', t
¢ /1 f_-’: ' !
N ’ (1 } ;__: ,‘; j :
4 -3 _.f_’ -1 1 2 3 4
I
AN
[}
L
P
1 |
[ PO -3
-~ (.‘,
-3 g & &—2 ==z NXIl = -3 == y = -3
-2 ik & -1, == x4y = -2 ==¢>Ay = -2
-1 g 8 < 0 ==z X = -1 === y = -1
Uix € 1 == xit = 0 == y= 0
1 €% € 2 == x4 = 1 === y = 1
2 £x € 3 == 4xbi = 2 ==» y = 2
3%)(( b === Xt = 3 === y = 3

bom F = IR Rec f= 7

OEPARTAMENTO DE CAPACITACION
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befinicibn (F.exponencial)
Bea & > 0 ; 8 # 1 se define la "funcibn exponencial de
basé &", como: ’
f: R —s IRY
X —s f(X) = a° ¥V X €R
Propiédades:
1) FI&) = 4 ==% a%<1==2 x =0
2) FOX+v)= a**¥ = & &Y = F(X) . F(Y)
ool = @% X rx @) ; vee R
4) F(X-v)= aX™¥ = X+ (-y) _ x -y
x
=a® . f(-y) = 8% (V)T - B
. ) By
5) 51 0 <a <1 entonces f(X)= a* es Estrictamente Decrec:
6) Si & 3 1 entonces F(X)= a* es Estrictamente Crec.
7) La funcibn f(x)= a* tahhién se puede escribir como
Fix)= exp_ (x)
8) Ld funcibn y= &* es biyectiva pués:
§) F(x) = F(y) == a” = a¥
== éx-y = 1
== X - y: 0
===> X = v
b) Hes £ = @
Q) de (8) sé tiene que f(x)= a* admite funcitn inversa
10) 81 #= e entonces y= exp(x)
12,
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Grafico de 1a Funcibin exponéncial

der. Cdsa: O<a <1
¢ | v = (172)%

+ 2
+1

-1
-2
-3

28 Cdso: 8

A\ W e e e e e ce e

1

1/8
1/4

/2.

o &£ N o
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Definicibon (Funcian Logaritmo)

lLa "funcion logaritmo" se define como la inversa de 1a

funcion exponencial y estd dada como:

+

1uga: IR — R
X — y = lnga(x) : a >0 ; a #£1
Observaciaon:
-1 51 vy= log x <=2 al = x
2) 51 y= 8" ¢=3 x = log_ vy
3) En lugar de escribir exﬁ; (x) escribimos lag_(x)
Propiedades:
1) La funcibn y= luga(x) es hiyectiva.
2) log (1) = 0
3) luga(xy)= luga(x) + lmga(y)
] X _ _
= inga (V) = laga(x) log_(y)
¥ 5) lnga x" = n lngax i NhE R
logc b
6) logab = —————— (cambio de base)
10gc a
7) 51 0 <a <1 entonces = lnga(x) es Estrictamente Decrec.
8) 51 a >1 entonces vy = loga(x) es Estrictamente Crec.
9) 51 a= 10 entonces y= log,g(x) son los llamados "loga-

ritmos decimales o de Briggs"

10) 51 8= e entonces y= 1DQE(X): Ln x se llaman "logarit-

mos naturales o neperianos". v

e
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Gréfico de la funcibn logaritmo
der. baso: o<aci
b
Y = log 2 (X)
2
\

0 "1 X
29 tasd: & $4

Yf Y = logz(X)

I
b / 1 . X
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de f vy

1)
2)
3)

4)

1)

2)

befiricibn (Composicibn de Funciones)

Sea f: g: B —~ C, entonces 1la "compusiciﬁn

g", denotada por g o f se define como:

R —e B vy

g o f={(x,y) ¢ AxC| 1z2x€ B m (x,2) € f A (z,y) € gl

teotrema
Sedn f: A —=B vy g: 8 —= C entonces:
(g of) (x)=g(f(x)) ; ¥ xe A

Dbéérvacibn:
hﬁéinﬂéménte se define f o g
Dom (g o f)= [x € Dom f| f(x) € Dom g}

La composicibn de funciones no '‘es conmutativa; g§ decir

gof#foog
L4 composicion de funciones es asociativa; es decir:

[fotgo h)] (x)

[(F o g)oh] GO

Elehplos:
Sedri f = {(1,2)(3,h)(8,6)(5,1)s
g = 1(2.7)(h,5)(6,9)(1,11)}

g0 f= 4 ¢1,703,5008,9)¢5, 11}

Sean f: ‘R — R
| x — f(x) = 2x + 1
g: IR — R e i
x —>» g(x) = x2 - 2; entonces:
(g 6 F)(x)= g(f(x)) = g(2x + 1) = (2x + 1)2 - 2
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y
teorema

Fortof o1

bemo8ttracibn:

Sabemos que: (x,y) € f «—» (y,x) € F_1
o bién y= f(x) ==3 x= F—1(y);
cbot~ M= frTy))= o) =y Ty
(e o= £ (Feo) - Y= x = T(x)
Luefo: for~! = r Yo F= 1
Ejetpla:
884 f: R — R
x — F(x) = 2x-1, entonces:
R —r
N ———vf'1(x)= x + 1
2
Luddb:
(o " hoo= rer o= peXtty pcXety
2 2

entonces:

1= %

- ,‘ .

T F)(x)= Fo 1 r(x))= £ (axo1)= 2X=1 + 1

= X

DEPARTAMENTD OE CAPACITACION

61.

3




GURSﬁe | )

"NIVELACION OE MATEMATICAS®

Observacion:
1) La composicibn de ‘dos funciones inyectivas es inyectiva
2) La composicibn de dos funciones epiyectivas es epiyec-
tiva.
3) La composicibn de dos funciones biyectivas es biyectiva.

Definicibn (Igualdad de funciones)

Sean f: A —>B y g: A — B, se dice que las funcio-

hes f y § son iguales ssi:

f(x)= g(x) Ux ¢ A

Befiniedbn (Algebra de Funciones)

Sean ?:.A — IR vy g: B — R tal que: A NnB #£ ¢ enton-
ced "1a suma, diferencia, producto y cuociente" de las funcia-

nes f v g se definen como:

1) (F48)(x)= F(x) + g(x) ; Yx € A NB

2) - (F-g)(x)= F(x) - g(x) ; VYx ¢A NB

3) (F.g)(x)= F(x) . g(x) : WYx ¢ A NB _

4y (F/g8)(x)= F(‘x)/g(x) ; ¥x € (AR "B - {xlg(x) =0} )
Ejemplos:

1) Sean f= {(h,B)(S,G)(é&SO(B,Z)(G,11)’

v g= {(5,-4)(0,6)(3,3)(8,9)(7,10)}
Entonces: -
bom £ = {0, 3, 4, 5, 8}
bom § =[O, 3, 5, 7, é}

|
T
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%)

pom £ A Domg = {0, 3, 5, 8}

f 49 =1(0,11(3,5)(5,2)(8,20)}

F -0 ={(0,-1(3,-1(5,10)(8,2)}
f . g=1(0,30)(3,6)(5,-24)(8,99)}

f/g = {(0,5/6)(3,2/3)(5;3/2)(8,11/D}

Been f: IR -{-1 —=R

x +—> f(x)= —;}T—
g: R —> R
x +—3 g(x) = x + 2 entonces:
(F + g)(x)= f(x) + g(x)= : + X + 2
A X + 1
(F = §)(x)= F(x) - g(x) = —— ~ X - 2
x + 1
. )= F(x) glx)= X2
x + 1
1
Ch/8) ()= Fx)/g(x= 22T o L
‘ X + 2 (x + 1D(x + 2)
bam ¢f * @)= Dom (Fg)= R .- {-1} -

bom (F/g)= R - {-1}- {-1, -2} =R - {-1, -2}
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Ejercicios:

B . . . .
1) Cudles de las siguientes relaciones son funciones:

a) Ry = {(3,2)(4,6)(5,-1}
b) Ry = {(3,6)(4,7)(3,7)}
e) Ry = {(1,0)(3,6)(7,3)}

-2) badad 148 funciones:
ﬁ,:tR-——& ﬁ ¢ F(X)= X2

gt R - 1) — ok goo- X1
. -1 si X<oO
h : iR —sR ; h(x) =4 0 si x=0
1 si X>0

4) Calcular:

FtH) § 9(2) ¢ 9(o), h(-5); h(D) y h(7)

b) Cdlcular: Rec f; Rec g; Rec h

3) Sea F(X)= % V3 - X2 Hallar

b) badd 18 Funcibn. F(X)= 2X - 3
4) bétetming bom F “

Dom f y Rec f

by télcule FC-5); F(-1); F(D); F(3/2)

t) betermine Rec f
) tédleule F(F(-1)); F(F(O))
€) Calcule F(X+1): F(X+h)

£y teleule —L(Xth) - FCX)
: h

55 BiFesld funcibn definida por:
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[ [2x] si X e (0,3]

F(X) = :
2.-fx]  s1 xe]3,5)
a) betermine f(1/2); f(2/3);

b) Grafique f

f(3/2); F(4); £(10/3)

652

| 6) bemuestre gue:

. a) ﬁx in] = [Xn + N si ne 7
by I o+ fxj-0 o m
o B + O «fx + vd

7) _“Gfﬁ?icét:
8) FER) = 1X - 11 + I1x - 21
b IX) + 1vi= 1
) 1kl + Iyt =1

8) betermine dominios y recorridos de las funciones si-
guientes:
a) HtR) = ——

X

b) F(X) = X2 - 5X + 6 )
6) F(X) = VAT

.9) betermine Dom y recorrido de:
1) ¥ = 2X - 1 6) Y =2 VX
2) ¥V =x -1 7Y Y= - V14

Y L X(X=2)
H v=Vz-x 8) Viem—xim
by ¥ = X2 4+ X 4 1 9) v = Vx2 - 16
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5) y = XD X-1) 1) vV = - VX
X-1
T 40) Restringir adecuadamente el Dom y/o Recorrido si es ne-

sario para que las siguientes relaciones sean funciones:

(1) 2x2 - vz = 1

]
-~

{2) X2-y 4+ X
(3) 3% -4y =5

11)  sean Ry = [(X,v)eR xR [y = vX-2'}
Ry = {(X,Y)€R xR /v = —1
1 + X2
‘d4) dS5on R1 y R, funciones?
b) Si{ son funciones ¢son biyectivas?
c) ¢{5e pueden determinar ﬁ1 v Réz ?
. , . 3% + 1 .
12) Demostrar que la funcibn f(X) = ~x_—F es inyectiva
13)  verifigue que la funcibn: ‘
f: R —R; F(X)= x2 + 11 no es inyectiva.
i ' : | X + 3
1) sea f: R - {172} — R - {1/2], f(x)= XL
Demuestre que f es biyectiva y encuentre f£ 7
15)  beterminear si: il
fe fR+ —> R*
| 3X
DEPARTAMENTO OF CAPACITACION 6.
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16)

17)

19)

20)

“24)

18)

es biyectiva, ed caso de serlo determine f~ |
Sea f: IR -{3] — R - [1]
X-2
X —— f(X) = =3
beterminar F'1, si existe.
Sea f:llR —= IR tal que: ' ,
F(X) = VX2 + & ’

Hacer f biyectiva y posteriormente determinas L

_Encuentre fog y gof si f y g estin definidas por:

a) F(X) =2X2 + 5 ; g(X)= 47X
by Fi(x) = 1 ;7 g(X) =’ 2
3X + 1 X2
6) F(X) =X + 4 ; g(X) = 7-x2 & 1

Encuéntre f+g, f-g, f.g vy f/g si:
a) f(X) = x2 ; g(X)= 4X?
b) F(X)= X(X2 - 9) ; g(X)= X2(X + 3)-

81 F(x)= X§1 obtenga:
ca) F—) b)) Fex) £) FF(X)) d) Fl—)
X | F(X)

Seda F(X)=8X + b ; . g(X)= CX + d {Qué condicibn de-

ben satisfacer a, b, c vy d para que Fog% gof?

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION
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4 CURSO: "NIVELACION DE MATEMATICAS®
22) 64 f(X)= a + bX. Obtenga f7(X) donde:
" = fofo ..... of, n veces
¢ ;.
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CURSO: ' "NIVELACION DE MATEMATICAS"

1)
2)

1)

2)

3

by

SUMAS Y PRODUCTOS

Sedn 84, 8p,--.. 8 € R. La expresion:

ay + éz + .... + a_ se puede expresar mediante la nota-

n
cibn abreviada: L a,
k=1 :
— i n
ES dec&r: 2 ak = 81 + 82 e + an
k=1

. ‘ ~ ' 1
-.gue 86 lee: "suma o sumptoria de los a, desde k=1 hasta k=n"

_.ObsetvBcibn:

La 1éttd k se llama "{indice mudo"

El #1émento a, se llama "término genérico"

k
Ejemplas:

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION N 69.




CURSD ¢ "NIVELACION DE MATEMATICAS®

~

Observacion:

n+1 - n
1) > 8.= z Ot B
k= :

R . Y

3

+

n ' /
'2) Y (k)= E: F(k) + F(n+1)

~
[}
S
=
1l
-—

Prspiedades de” 1a sumateria

1) a,

n
' 1

n
C-8, = ¢
1 =

k=t k

bémostracidn:

n
E:C‘ék =C a8, +Ca, + e + coa
k=1 :

™~

I

a

—~

Q
-

+

[3)]
N

+

L]

L]

L]

[ ]

*

+

o

~

3] r
2). 2:ak = 2: ak + Y oa 1 <r¢n

bemostracion:

n
;E: ék= (31 B, ... 4 ar) + (ar+1 Foerenan
=1 .

n

r
/ = E: a, + 2: 8,
k=1

k=r+1

OEPARTAMENTO DE CAPACITACION




CURSO:

"NIVELACION DE MATEMATICAS"

n
3) zc:m:
=1

k _

bemostraciby

n
j: C=C+C+ .o..... + C = nC
k=1 n ve;z;
Obsétvacibn:
n
.Bbsetve que: z: 1T =n
* k;'] / d
ﬁ n n
b) E: (ék + bk) = 3 B + Y bk
' k=1 k=1 k=1
bemdstracibn:
no
y (ék + bk) = (81 + b1) $ eereanen + (aﬁ + b))
k=1 . /
N /o 0= (a1 + eeeen. + an)+(b1'+ ...... + bn)
n n
yA = a, + z: bk
k=1 k=4
. L : -
5) E:(Ek - 8._4)= 8, - 8y (Prop.Telescéfiica)
k=1
DEPARTAMENTO DE CAPACITACION % . <4)'
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"NIVELACION DE MATEMATICAS™

Demostracion:

n
- Z:(ék:pk_1)= (aq - ggl+(®y = B+ ... +(a, - & )
: k=1
Y/ = &, - 3
Dbservacibn:
- no
> (Belq -8 =89 - 8,
k=1
- . K
Ejemplos: |
o 4 -
D) Calcular: 1) 3 (Lk-1) Resp: 36
k=1
5 :
2) ) (2i+1) Resp: 36 a
{=0 R
- 5 . l
3) L Resp: 5/6 ' 6.
.y k(k+1)
- 2) Usando las propiedades de sumatoria demostrar que
!‘1 . 3 ‘ \ ?‘
¥ oken e
k=1 ~ ~ AN
‘ Y- '5
bemostracibn: \ ‘ -
 Hégamos: k2 —(k-1)7 = k¥ —(k?-2k+1)
/- = k& - W + 2k - 1
. DEPARTANERTO DE CAPKCITACION 2. ,
| | "
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CURSO: "NIVELACION DE MATEMATICAS®
/‘ 4 = 2k-1
n n
e T (k=1 = P (k2 =(k=1)2)
k=1 k=1 -©
YA = n2 - D N
ya = n? ;
3 bemlgstre o k= N1
) emuk8tré que 2 = 7
' k=1 _ .
|
--bemobtracibn:
HeHBm68 k= (2k-1) - (k-1) B
n . n ™ "o ' . =1
'Z k = Z(Zk-‘l) - Z (k-1) :
k=1 k=1 k=1
4 n n
/7 - = n - Zk + Z 1
k=1 k=1
5 k = n2 4 n
k=1
n n )
2 Z k= n(n+1) == 3 k = __P_(_'é?_tl)__
a i('-'—'" k=1
L . MPARHM[NTU BE CAPACITACION 73.
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CURSO: "NIVELACION DE MATEMATICAS®

tras sumas importantes:

.
n(n+1)
1) Zk = -—T—'— \
k;j | , |
n )
: n(n+1)(2n+1)
2) | }:.kz = z
’ k=1
n 2 (n+1)? ‘ "
3}, Zk’ = n
4 li' \
S k=1 ' LR _
---bémostracibn: - X
N
1) 2 S}k =201 + 2 +3 4 ciiiiann + n)
k=1 y .
/. = (1 + 2 + ceeene + n) + (1 + 2 4 aun. + n)
Y = (n+(n41) +' ...... + D+(1 + 2 ¢ cennn. + n)
o =0+ 1) + N+ 1) 4+ eieennennn + (n + 1)
/ = n(n‘l+ 1)
. g" Cnln + 1) |
* . — 2
k=1
y n | n )
2) 5: (1+k)’ = jz (1 + 3k?2 4+ 3k + k3) )
k=1 '

k=1

n n n n
A = z: 1 + 3 2: k2 + 3 §:|< + }:k’
' k=1 k=1

BEPARTAMENTO DF CAPACITACION |




CURSD ‘ "NIVELACION DE MATEMATICAS"

; ' iﬁ 3 L
k§(1+k)’-k_1k’=21+3Zk:&+3z |

k=1 k=1 k=1

n(n+1)

n
(1+n)3 - P =n+3 STk +3 5

k=1

‘ n
n? +3nm +3n= ns+3 Z'kz L 2 (n+1)

k=1 2
ho | , |
. 3 Zkz =n’ + 3n2 + 2n - 5—n (n+1)
k=1 )
3 3
. - 3 2 - 2 P _ 3
, /. =n + 3n? + 2n F.N 5 N
/. =n + 3 n2 4 1 n
2 2
. _2n 4+ 3n2 + n
7. = 5 ;
7 _ n(2n% + 3n+1)
' " 2
n
2: k2 = n(n+1)(2n+1)
k=1 6




CURSDH "NIVELACION DE MATEMATICAS™
PRODUCTO
Sean a,, 85, «-c...... , a8, €R. - La expresion:
B-85. cecenn - a, se puede expresar mediante la no-
. n .
tacitn abreviada T a, es decir:
k=1

ho .

Tg\ék =84 . 8y + B3. ceeen - a, gue se lee "pro-

k=

ducto de los d) desde k=1 hasta k=n"

.- Ejetiplos:
)
1 T i=1.2.3.4.5
i1
é) 311 éij= B1j . Ezj . 833
3) 1%. j+5 _ 3+5 L+5 5+5 645 o ;

4y i111(1»,j>=(1+3)(2+3)(:u3)

Btdpiedsdes del producto:

| | n n
1) 19[ ab = T = . [ b,
k=1 -

k=1 k=1
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( CURSD: "NIVELACION DE MATEMATICAS®

’

Demostracion: I
1)
;EEakbk = (ab)(a,b,) ..., (a b_)
/. = (a1 A5 83 ..unn. an) (b1 b2

k=1 k=1

2) f}‘\ = ¢"

k=1 9

/
.—Demogtracibn:

h

T & = c.c.c. ........ c =c"

k=1 — ~/ ~

N veces

n n
' : n
3) Tl- C Bk = C W ak

k=1 k=1

Demostracion:

f% t ak = (C a1)(E az) (C 83) ..... (c a)
k=1 '
VA = c" (a1 - PR an)
n
n
7. = € TT 8
k=1 .
n
8 Bk g
"k k=1 b: 0; ¥ ke N
b) <. k=1 o 108 Y ke
ked B
by
k=1 .
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( CURSO: "NIVELACION DE MATEMATIGAS™

Demostracidn:

n a a " a a
Mo = ()« (o> veeennnns ()
b 1 2 n
k=1 "k
a - a
] - 1 2 n
b,] . b2 ........ bn
n
.k]l %
YA = -
f%
b
k=1
5) Propiedad telescopica:
1 8 a
‘) M-

ki k=1 &g

b -Fr 35-12 ?g

k=1 :
Demostracion
N
e k-1 fo o oy e N
®n
Y. = :
i
:b) 58 demuestra en forma aniloga a (a)

DEPARTAMENTY E CAPACITACION
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(CUﬂ‘SUQ WNIVELACION DE MATEMATICAS® )

Se dice.que los nimeros reales CPTI-PRDEE estan en
"progresibn aritmética" (P.A) si existe de R 1lamado dife-
rencia de la progresion tal que: 8 - 8,_q=d; ¥k

Ejempla:

2, b, 6,8, ........ estén en P.A

©~ Tedtbhia:

e T U ——

PROGRESIONES

befinicibn (Progresion aritmética)

54 8y 8,, ... a_ estén en P.A, entonces:

13 8 = a;‘p (n - 1) d
2) Gﬁ = E (a, + a.)
bondéa: I término de orden n
a, : primer término
n : nomero de términos
d : diferencia de la P.A
Sn : suma de los n primeros términos de 1la
P.A.
bemostracibn:
1) 51 se tiene le progresibn aritmética:
81y By, B3y ceenennn. , 8
BEPARTAMENTO DE CAPACITACION - 7. )




(Clmgﬂé "NIVELAGCION DE MATEMATICAS®

'2)

1)

,.gn

entonces esta P.A se puede escribir:

51,.81 + d, a, + 2d, a, + 3d, ...., a, + (n-1) d

! -

Luego el término de orden n de una P.A estd dado por

a, = 8, +(n-1) d
Sh= é1 + 8y + el + 8, 4+ 8
Sn =’31 + (a1 + d) + (a1 + 2d) + Ceereeeaes +

(31 + (n-2)d) + (a1 + (n-1)d)

= (61 +(n=-1)d) + (a1 + (n-2)d) + ...... +
(§1'+ d) + a,
b8n = (2a, +(n-1)d) + (28, +(n=-1d) + ....... +
231 + (n-1) d
28h = ‘n[251 + (n=1) é]
28n = n-[a1 + an]
8 = Kl [81 + an]
Ejemplog:

Lod Hﬁmérné'7,'10, 1},"16, 19, son los cinco pfimeros

nlMérbs de una P.A,

betesminar: d

"1 %50 845,

DEPARTAMENTO OF cAPAcmcltm




( CURSH

"NIVELLACION DE MATEMATICAS"

29

Solucién:

7 + 42

8g = 19, d= 3

“51 + 14d= 7 + 14 . 3

49

En una P.A 8, = 24 y a5 = 36. Determinar

: _ég

31 = 7,

45 =

845 =

8plucibn:

éb = él' =
= 3§ =

£
a
[}
-
N
]
1]
Q.
I
W

a1=2lo-3d=2h-9=15
840= 8, + N d =1+ 11 . 3
8,, = 15 + 33 = 48

S4p = %ﬁ [15 + s8]

S5, = 6 [63)

S, = 378

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION
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CURSD ¢ WNIVELACION DE MATEMATICAS®

“H v b"

befinicibn (Medio aritmético)

Sean a, b e R . AEIR se llama "medio aritmético entre

si a, A, b, estén en P.A

Teorema

Sea AR el medio aritmético entre a v b entonces
A a b

bemostracibn:

Coto &, A, b estédn en P.A entonces:

‘d=HAh-a=b-A, luego:

5h = &

A=ﬁ+b '
2

Ejéreiclo:

pBtEtmine el valor de k, de modo que:

B kib, 6 k-2, 2k-7 estén en P.A

Solucibn:

i
B k-2 - 8 k-4 =.d
b k-7 - 6 k+2 =4d

-8 k-8 = -4 k-5
2k= + 1
=,

DEPARTAMENTO OF CAPAGITACION 82,
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CURSO: -

uNIVELACION DE MATEMATICAS"

mmmme meme i T s

1)

2)

1)

2)

befinicibn (Progresibn geométrica)

" Vee

Se dice que los nimeros reales:

estin en "progresion geométrica® (PG) si existe r € R

iiamado " razbn de la  progresion tal  que:
a
r'=a k vk
. k-1
Ejemplod:
e, B2, 023, L...... estén en PG

% ) % s %, TEr - estan en PG

I GLLE

2\

84 Bis Bpy eeveey By estadn en PG entonces:

. n-1
an=é1r
5 8,(1-1") ‘
Sn= y g T #£1
- T
" dondé:

Y

an : t&rmino de orden n

.E1 : primer término

n ¢ hOmero de términos -

+ ¢ rdzbn de la PG

DEPARTAMENTD DE CAPACITACION : 83.
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é{, Bo, B3y ccoc-e ,'an

"entonces esta PG se puede escribir:

) R . 4 2
B4y 84T, 4%, ....... y 84T

Luego el término de orden n es:

beterminar Y4+ Ty VYap

Bolueibn:

vy = 14 r= 2; Mk 1. 29 = 29 = 512

B = 8, . rn_1
n 1
-2) .,ﬂ:Sﬁ =8, + 8y T+ 8y T 4+ ... . 4+ a1rn_1
T 80 = 84 T + 8 2 4+ see... + a1rn'2+ a, r"'1+ a1r“
Sﬂ-f9ﬂ=ﬂ,i-a1rn |
. A . n
a o (1—r) Sn= 81 - 81 r
8, (1-r™)
Sn =
1 - 1 L
Ejemplos:
1) Lok 5 primeros términos de una PG son: 1, 2, &4, 8, 16.

( CURSO: | "NIVELACION DE MATEMATICAS® )
Demostracidn:
1) 54 se tiene la progresibn geométrica:

¥

DEPARTAMENTD OE CAPACITACION
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( CURSD:

"NIVELACION DE MATEMATICAS"

2) En una PG a, = 3, r= 2, a, = 768
Determinar n y Sn
Solucidn:
\ - n-1
'E'n = 31 T
.o.. 768 = 3 . Zn—1
.°. 768..2 =13 . 2"
. 2'" - 758 . 2
. 3 ;.
2!1 = 29 ===> n =9
' 3(4-29)  3(=511)
Bg = = = 1533
. 1-2 -1

bDerinleibn (Medio geométrico)

Sedn o, b e R. G se llama "medio geométrico" entre a
yb #8i &, 6, b estéan en P.geométrica.

(CCELLER

Sed G el medio geométrico entre a y b entonces

B = ab '

bemoétracibn:

Comb B es el medic geométrico entre a y b, entonces:

4, B, b estdn en PG entonces: -
é.r = G ==é G =8r
H.b = b == - b
G‘t = b ——# G = T 3

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION
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CURSO: "NiVELACION DE MATEMATICAS® ‘

G2 =a . R . —%—: ab ==> G = Vab

bafinicibn (Progresibn arménica)

Se¢ dice gue los nimeros reales distintos de cero:

By Bpecerenecons estédn, en "progresion armbnica" (P.H) -

si sus reciprocos estén en P.A

Ejemplos:
DI 1 . a , 1, 1, A , «-.. BStén en P.H
3 5 7 9 11
2) 2, Ef, gw 2 y eecesaes estan en P.H
3 5 7
- Tétrema

tré8 nOmeros a, b, ¢ estin en P.H si:

A _ &8 -b

£ b - ¢

Bambstracitn:
ath-t)= c Ca-b)

84 - dt= ac - bec /: abc

1 1 1 1
t b b a -
Luegb:

% ) %, % estén en P.A
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CURSO: "NIVELACION DE MATEMATICAS®

Luedo: a, b, ¢ estén en P.H

betinicibn

Sean a, be R . H se 1llama "medioc armdnico" entre a

yb sl & H, b estén en P.H
tedteia:
Bedn d, be R y H medio armdnico entre a y b en-
tonces:
_ 2ab
H=—515
bemoBtracibn:
4, H, b estén en P.H =3 — , AL estdn en
o . ' 1-” a H b
C A 1 1 2 1 1
P.R==> 4 -5 =5 ~-F =7 = *
L 2 _ a+hb 2ab
=== H  ab = a+h
bbservacibn:
> Bean a, be RY entonces: H< G <A
oy -
Ejémplo: “ )
god o H o, 1 . 1 . 1
badoé: e S 7 s w2
a) Encontrar el valor de k para gque dichos nimeros estén»

en P.H ' . - !

gl
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(CUQQUE "NIVELACION DE MATEMATICAS®

b)

a)

b).

Encontrar los términos de orden 5 y de orden 20.

Solucibn:

1 1 1

estén en P.H

k-1 k3 3k-1
entonces: k-1 , k+3, 3k-1, estén en P.A

Luego: k43 - k+1= 3K-1 - k-3

4 = 2k-b4
2k = 8
k = b
Luéda:
, 1 R 1 estén en P.H
7 41 -

3, 7, 11, 15, 19 estén en P.A

Luedb: Bog = ——

OEPARTAMENTD DE CAPACITAGION
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CURSD: "NIVELACION DE MATEMATICAS"

NUMEROS COMBINATORIOS

Definicibn (Factorial de en namero)

Llamaremos "n factorial,denotada por n! al producto de

de enteros positivos siguiente:

iﬁ'i = 1.2.3.4.5 ...... n = nl! vn € z*
=1 :

Ejéﬁpio:

Bl = 1.2.3.4,
- 50 = 4.2.3.4.5

Li = 4.2.3.4

ﬁBSérvéciﬁp%

nl = (n-f)in

7
¢!

(n=-1)!= (n=-2)1(n-1)
(h4431= nlcne 1)
(n-k+1) 1= (n-k)!(n-k+1)

~ befihicibn
19 1 = 1 °
2 bl = 1

BeFinicibn  (NOmeros combinatorios)

n
El némero "combinatoris (k)" se lee "n sobre k" y
se define como:

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 89.
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(CUQSU! "NIVELACION DE MATEMATICAS® |
n nt! + |
(k) = : ;s k &n; on, k €7,
(n-k)!k!
Ejemplos:
5 ,
51 5.4.31
R (8 = =i = gy = 10
.3 51 5.4.%1 |
o 2) (3) = = L. = 10
2131 2! 31 AL
6 61 6.5 % |
3) (2) = = —==_ = 15
bl 21 Y i 21!
'féﬂféﬁé:
n. n
(k) = (n - k)
bembgtracibn:
;g nl!
(k) =
(n-k) k!
tnfk) = nl__ = nj r
(n-(n-k))!(n-k) ~ k!(n-k)!
De ambas igualdades tenemos que:
() =
TEbrBite:
"My - n(n-1)(n-2) ........(n-k+1)
h =
kl .
9 OEPARTAMENTD DE CAPACITAGION 90, y
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CURSO: "NIVELACION DE MATEMATICAS® )
Ejemplos:

1 (‘g) _5.4.3 _ .
34
2) - (2 =835 ’
1.2 ‘:/.
Ly Oy . BB g
. 3 1.2.3
feotemd:
@+ Qo - @D "
Tﬁﬁféﬁﬂ:
S M e (= ()=
TEDREMA DEL BINOMIO
tedrema:
8ean a,b &R ; n & 2*. Entonces:
(a+b)"= 8" (2) an'1b + (g) anfz B 4 ternnn. +"
G et et . L + (" ™ (M "
| n i1
Es decir: (a+b)" = .1 "' : ¥ne W
120
L BEPAKTAMERTO DE CAPAGITACION 9., |
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"NIVELACION DE MATEMATICAS"

1)

simbolos

En en desarrollo de (a+b)" el término de lugar k, en

Hy estd dado por:
= (I ol
Ejemplos:
Escribir el to. término de : (a-5)°

Solucibn:
My, = (i?b a'l (-5)°
M, = - 13.12.11 10 435 - _35.750 50
1.2.3
2) Dete;minar el término en X26 del desarrollo def
(%! - 2x) 10
Bolucibn: |
M = G0 (0 )"k Caxyk-T
_ Ny 3n-3k43 ck-1 o k-1
“k - (k-1) X x o (-2)
10 , ,30-3k+3 k-1 k-1
10 32-2k ‘ k-1 -
uk= ( k—1) X ("2)
K DEPARTAMENTO BE CAPACITACION | 92




CURSD: "NIVELACION DE MATEMATICAS™ )

Luedo:
x26 _ x32-2k __ o6 - 32-3k
===> 2k = 6
== [k = 3
10 26
. hy= (5) X (-2)2
‘ 2
by -1-9,—:% x26 _ ¥ = 180 x28
“1
3) Hailar el término independiente de X en el desarrolle
- - de: (372 @ - /3 x)°
- ‘ l
Solucibn:
iy =..'(k?1) (g x) TR a3 0kt
. : Lo : '
9 3 10-k 1 k-1 R 4 b
M= (2o @ 0 gkt
e = (@10 o0 okt otk
uk - (k?1)(%)10—k xZU-—Zk (_1)k-1 31—k x1—k '
9 3,10-k k-1 ,1-k ,21-3k
l.lk = (k-‘l)(f) (-1) 3 X T
"o 21 - 3k =0 ==21 = 3 k ==|k =7

. 9,3 y6 2-6 o
Seomg= ()(E) (-7 37T L x
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CURSO: "NIVELACION DE MATEMATICAS®

g, 1. 9.7.8 ° 1. 9.7.8 _ 7

M, = (3) . = . .
7 37 5 7 383 1.2.3 6> 6 18,

. . 2
k). . Hallar el término central de : (1-——%—)1b

Balucibn:

14 7 X2 7
(1r> 17 (- =)

=
[+ 4
"

x 14 14.13.12.11.10.9.8 . X

"
My X- -
7 5’ 1.2.3.4.5.6.7 2

=
o
"

Mg = - - X

22,3

5) 1Héii&r-1as términos centrales de (3a -
: 6

Qﬁihﬁiﬁn:

189 _17
B el - | .
Bu

53 (30y5 B yb
'-l5 (h)(Ba) (- T) =

() Ga® (- 25 - . 2L g7
6 16

it

Hg

- L4 Fbrmule para (a + B)"; ¥ n € 2 es también vélida
‘W nt Q, ton 1a diferencia de que cuendo n es racional, la
sumd dé términos no es finita.

o n—1.b . (n)(n-1) an-Z

Ca+b)"= a™ 4+ n.e a

n{d=1) ... (n-k+1) _n-k

kT 8 b

> 0 00 +
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Como k ¢ ¥ y n ¢ 2 entonces n-k no seréd nunca

cero y los términos se continuaran indefinidamente.

Camc k € 2t y n €0Q entonces n-k tampoco sera nunca
céro.

Ahora bien, esta suma tendrd limite sélo en el caso en

que a=1 y I1bl <1; b e R. Luego:

(140" = 1 4 nb s A= e, DR L, .
n(n-1)(n-2) ....(n=-k+1) bk N
e PP
. Ejemplos:
1
. _ - =1 -1) v, (1, -1) (Y, -2)
. Yo Y, 1 s\lz = 1/) w2 4 Y2tz 2
1) “1+X— (1+X) 2= 1 4+ -2— X + -———2-—!-—-—' 37
="1+1/2X——1-X2 + 1X’ +‘....VxelR miX! < 1
~ 8 16
2y (4-%)"2 = 1 + (=2)(=X) + "2)é;2‘1’ (=X)24 vunnn
= 1 + 2X + 3%X2 + ...... ¥X €IR mIX) < 1
3) e300 = f2cg 01 227t (e o

2 e ) X (3)0=3) (Fxes .. ]

= _1_[1—6X e 332, cees] VXElR'"‘%‘x) <1
24 2 : -

b) Encontrar: /1,03 = 4/ 140.03 = (1+0.03)*"

X3 4-q
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=1 4 _13_(0.03) + —312—%/37'—1-1 0.032+ ...= 1+0.01 -
—;-(0.0009) 4+ ....=1 + 0.01 - 0.000 1 + ....
5) Encontrar:
Vee = ze)z = (1.25)"% - [25 (1 4 1) 1%
147 1 1, (-1
= 25" [1""2"5' 2=5[1+'2—_§+ =5
1 1Y, (1, -1)(, -2) 1 1
(g5 )7 + B2 2==n (5] = 5 [1 g -
1 3
8825 T 20 " J5.g25 ]
. =5+ 0.1 - 0.001 + 0.00006 & 5.09994
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(CURSU: "NIVELAGCION DE MATEMATICAS®
EJERCICIOS
1 Calcular:
a) S 3, q.k-2 0 b
z b) Y. (-3) c) 7 d) D
~ 2. 2 . .
k=1 k=0 i=1 i=1
e) Le suma de los enteros impares entre 2 y 50
6
- . 52
£) SN " »
Z=3 - 9 3 (21) ') 3 (21 +3)
i=1 i=6
“h) _..-La suma de los n primeros términos de la serie:
1.j + 3,22 4+ 5.3 4 tiiiinnnn
2) Encantrar el término n-ésimo de las siguientes suce-
siones:
&) |4, 3, 5, 7, ...} ) i ,
b) {2, &, 8, 16, 32, ...... 4 ‘
c) |o, a2 , 3 y ceennel
2 3 4
d) {1, 8, 27, 64, ....... . _
k
1 1 1 1) " +1
e) {D, 1, 0, i , 0, 3 0, ¢ | Resp . (. z
11 1.1
F) ,_-2-’?’-7’?’....}
1 3 5 7 9
9 [ $+ 5 B Ig G5 ---- }
3) Usando el simbolo TT/annte-los productos siguientes:

8) 2.3.4.5.6
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g
b) 2.4.6.8.10 |
c) 1.4.9.16..... n2
L) Resuelva los siguientes productas: :
B 1 1 o3
a) .Tr(‘l— T) Resp: 7 d) T"m, Resp: n?
i=2 i=2 ‘
n i 25 )
3 . <N b i-4 .3
b) 1131 i Resp: 3 e) ;\_=I_3(m + 337) Resp: zz—
23 1-1‘ 7 7 5
- c) TT (-—{‘-—,-) Resp: 7y f), TT C Resp.: C '
' i=8 k=3
5) bemostrar gque: '
n n
T+ xek-1y o A -k
k=1 1 - X
6) balcular el valor de:
h .
3 (42 + 5)(L - 1)
{=1 .
7) bemostrar gue: .
n . 1
E (31 - 2)= T n (3!1—1)
i=1 -
1
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"NIVELACIDN DE MATEMATICAS®

8

9)

10)
11)

12)

13)

1b)

15)

Hallar el valor de:

a) f% S S S I S
21 + 1 2i + 1 :

i=1
2n+1 ,
by TT (1 - 2k | .
k2 . -
k=2

] R - N )ll
! ' \

£l tercer término de una P.A es 7 y el B2 término es

17. Encuentre:

" 4) L& diferencia | Resp:

by E1 19 término Resp:
g) €i término de orden 20 Resp: 41 ‘
AN | +-
En una P.G : 18, -12, 8, ..... LQué lugar ucupé 512/729
Regp: n= 9

interpolar cuatro medios aritméticos entre -1 y 14,
Resp.: -1, 2, 5, 8, 11, 14

interpolar 3 medios. geométricos entre 27/8 y 2/3

Interpolar- X & |N medios aritméticos entre X y 1.
Resp: d= 1 - X '

L4 suma de 5 nGmeros en P.A es 40 y la suma de sus
cuadrados es 440. Encontrar los ndmeros. Resp: 2,5,
8, 11, 14

Hallar tres nOmeros en P.G cuya suma sea + y cuyo
producto sea 216. Resp.: 4, 6, 9

L)

DEPARTAMENTD BE CAPACITAGION 1
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"NIVEI.AGION DE MATEMATICAS® -

16)

17)

18)

19)

20)

21)

22) *

gue la ecuacibn aX? + 2bX + C= 0 admite como raiz a
(-1).
- En una P.G S5, es igual a 9 veces S5;. Hallar r.
Resp: r= 2
Dados: L H 1 H 1
k-1 k+3 3k-1

(3n + 1)1

Si a, b, c son términos qQue estadan en P.A, demostrar

a) Encontrar el valor de k para que la presion sea una
P.H

b) Encontrar los términos X ¥ X5g

Resp: a) k= b4 === L , . estén en P.H
3 7 11
1 1
B) Xo = —— 5 Xoo o=
> 19 20 99

En una P.G de n términos se tiene que el primero es 7,

el Gltimo es 4L4B y su suma es 889. Obtenga la razbn

y el nimero de términos.

Determine tres nimeros en P.G tales que au suma sea
119 y su producto sea 39.304 '
Calcular el valor de n

/

en:

~— = 105 n ; Sol: n=2 .
(3n - 2)1

!
Calcular el valor de n es: , r
2n n Ly ‘
(3 ) (2 ) = —5— Sol: n= 6 )

ot}
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(CUQSU! "NIVELACTON DE MATEMATICAS®
23) Calcular el valor de en:
a) (-2 M B ("% -6 (M
37 =20 y 2 =60
2h) Calcular el valor de en:
(1 (" =56
25) Démogtrar que: ;.
s n-1
r(r) =n (I‘—1)
; i1 4 . , s X 15
o A46) _Hallar el 99 termino de (2 + 7 )
27) Halléf el término en- X7 de (2X - 3)1D
N - . ) 2 . 2
b8) Hallar el término en 2= de 05 - )B
c- : y2 Y 2X2
283 Haliar el término central de (2 + i )1D
30) Encontrar el valor de n para que los terceros térmi-
nos de los desarrollUs de:'
(X2 + —) (X ) sean iguales
X X2
39) betivstrar que:

101,
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URSO: UNIVELACION DE MATEMATICAS™ .

MATRICES Y DETERMINANTES

s ”

Definicion:

Una "matriz"esun arregloc rectangular de ndmeros. La

forma usual de presentar una matriz de r filas y c columnas es:

r R -~
L L m13 eseseny
m21 m22 m23 .......m2C
M = m3 1 m32 m33 *® o 0o a0 e m3c
! 1 ! 1
' ' 1 |
1 ! t ]
L mr1 mr2 ’mr3 mrcj

Diremos que la matriz M es de orden r.por ¢ (rxc), si el nimero

de filas es r, y el nimero de columnas es c.

Un elemento genérico de la matriz M lo denotaremos

par mij ,

(donde i indica la fila y j la columna) dentro del arreglo.

asi, mij es- el elemento que ocupa la posicién ij

Con esto, la matriz M la podemes escribir como:

"= (mij)1sisr
1<j<ec
Definicidn:
Sean My = (mij) y M, (m' ) dos matrices de orden rxc.
Diremos que: )
sy Eaggemyy e DB
vi e {1,2,...,c)

e DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 102, ° )
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"NIVELACION DE MATEMATICAS®™ _\]

s
Ej. 1: La matriz
A - [1 3 \/2“]
0 0.5 7

es de orden 2x3, tiene dos filas y tres columnas. El elemento

a,3 = vV2°. 0 es el elemento que ocupa la posicion 21, e.d.
8pq = 0.
Definicion:
se diréd una “matriz.cué

La matriz M = (m, .)

ij’ T
1 c

NN

g1
. : S J : ,
drada®™ si r = ¢ (e.d. si el nimeroc de filas es igual al numero
de columnas) vy en tal caso diremos gque es una matriz de
orden rT. H

'

Ej. 2: La matriz D,

b 0 0
D = 0 7 0
0 0 -1

es una matriz cuaﬂrada de orden 3.

Ej. 3: La matriz R,
r=[Z 5 o &)
2

es uyna matriz de 1 por 4, generalmente llamada vector fila.

@

Ej. 4: La matriz C,

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 103
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CURSO: "NTVELACION DE MATEMATIGAS® )

B e —p——

es una matriz de 3x1, generalmente llamada vector columna.
. Definicidn:

Se‘a M = (mij) ‘l<i<n una matriz cuadrada de orden n.
1€ ign

110 M2z M330----»Mqn ge 1a matriz M se les

‘llama "elementos diagonales®™. Una matriz cuadrada D se llama

A los elementos m

una "matriz diagonal", si todos sus elementos no diagonales
s0n 1gi.|_a_les a cerno. Es decir D = (dij)1<i<n , Bs una m3
1<i<n

iriz diagonal si dij =0 Vis#j. La matriz D se denota paor

D =Dy [dgq dyp 33 .....d ]

5i dy; =1 Vie [1,2,...,n}] , entonces D se denota por

In y se le llama "matriz idéntica" de orden n.

La matriz del ejemplo 2 es una matriz diagonal de

prden 3.

4 0 0
D= |0 7 O =bg [ 7 -1)
0 0 -1
Definicidn:
Sea M = (mij) una matriz cuadrada de orden n.

Diremos que M es una "matriz triangular superior®, si
sus elementos bajo la diagonal son todos nulos, e.d., si

% @ DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 104,
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CURSO: "NIVELAC1ON DE MATEMATICAS™
mij =0 pzra 1> j.

M se dice wuna "matriz triangular inferig;“, si sus
elementos sobre la diagonal son todos nulos, e.d., si mij = 0
para i< j.

Ej. 5:

2 0 o . :

L=1|3 -5 0 s una matriz triangular infe-

-1 0 4 ‘rior de orden 3.
- 12 7 3
U = 0 0 -1 s una matriz triangular supe-
O o0 -4 rior de orden 3.

Definicidn:

Una "submatriz" de una matriz M, es una matriz que se
vbtiene de M eliminando ciertas filas y/0 columnas de M.

Son importantes las siguientes submatrices de la ma-
triz M de orden rxc.

)i

a) Ren, (M) = [rni1 iz M3 ......mic] i-ésima fila
de M.
m1j
b) ColJ(M) = m?j , J-ésima columna de M )
| "y
L& f" o DEPARTAMENTO DE CAPACITACION w .105h )
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CURSO: "NIVELLACION DE MATEMATICAS"™
et

c) La submatriz de orden (r-1) por (c-1) obtenida de M,

al eliminar-la i-ésima fila y 1la j~ésima columna de M

se llama "el menor del elemento mij"’ gue denotaremus®

por Menij(M). ®

Ej. 6

1 2 3 4
A= 6 7
9 0 1 2
entonces:
.---Reny(A) = [5 6 7 8]
3
8013(A) = 7
1
®
Menzé(A)=[1 3 h] v Men3a(A) = [1 2 3]
S 1 2. 5 6 7

Operaciones Aritméticas con Matrices:

Definicidn:

Sean A = (aij) y B = (hij) dos matrices de orden mxn,
entonces la suma A+B = (Sij) es una matriz de orden m por n,
tal que: ’

Sij T fi5 4 by § "v i,3

g&’ DEPARTAMENTO OE CAPACITACION ™ 10s. . |
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de

1)
2)

entonces A + B

Ej. 7: 6&i
-2 L 6 2 4
A = =3 -1 7 y B=10 1
10 9 5 0 7 g.

3 + 2 -2 + 4 L + 6
0+ 0 -3 -1 + 3
10 +- 7 9 + 9 5 - .2

<+
-

17 18 3 -k

Ej. 8: 5i
3 -2 5 ;3 2
M= |0 b4 y § = 0 -4
7 0 -7 0
0 0 0
entonces M+5S5=|0 0 0O
0 0l

Teorema:

Sean A,B,C matrices de orden mxn.

ﬁatrices tiene las siguientes propiedades:

Propiedad Conmutativa: A+B = B+A

6 + 8
7 + 5
0 - &

<
Do lLJHRm

Entonces la suma

Propiedad Ascciativa: (A+B)+C = A+(B+C)

Propiedad del Elemento idéntico para la adicibn de

‘matrices: existe una matriz dnica 2Z tal que

JERSIDAD |

"ng
CohTry,
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“NTVELACION DE MATEMATICAS™

4)

5)

Propiedad Cancelativa: Si A+B=A+C , entonces B=C.

A+Z = Z+A = A , para toda matriz A.

Existencia de elemento inverso aditivo; para cada ma

triz A existe una dnica matriz-A , tal que A+(-A)=Z.

Observacidn:

1

2)

niameros T

El elemento Z = (Zij) postulado en (3), es tal que

Zij=0 L4 i,j v se llama "matriz nula", denotada por
e.

El elemento -A postulado en (4), es tal que —Az(-ai ).

J
Definicidan:

Sea be R vy A=(aij) una matriz de orden mxn.
La matriz bA = (aij) es de orden mxn y es tal que
Gij = bay Vi, j.

Teorema:

Sean A y B matrices de orden mxn, y sean o y 3 dos
eales. Entonces:

1) (G+PB) A= GA + PA
2) 6(A + B) = A + (B
3) WPA) = (@ B)Aa= p(a A)
L) 1A =A
5) oA =0
DEPARTAMENTO DE CAPACITACION " | 108., |
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Ej. 9: Si
12 -3 b -7 3
A = 4 0 5 y B = 8 7 0 entonces
2 6] [ [12 -21 9
2R - 3B=2A + (-(3B)) =‘ 8 10 L PV 51 0
2 4 -6 -12. 21 - -9
= ' +
8 0 10| -24 .-21 D
~-10 25 -15
; “l-16  -21 10
Definicidn:
Sea R = [r,] Top o ve v rm] una matriz 1xm vy
!'Cq’
C = €, una matriz de mx1
i
1
-Cm-
Definimos el producto RC como el ndmero
3
Tc1
RC =[r1 Ty . .. rm] €y
'
1
[ Cm | .
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Definiciodn:

se define como la matriz de orden mxp tal que:

‘ LY Ren, (A) Colj(B)
(%15 ]
= [811 Bipeereennn aan b2J
]
'l
!
L b,
nj
ai1b1j + aiZij + cececaaa +alnbnJ
n
= 2> 33 kPx j
k=1

Sea A = (aij) una matriz de ordem m por n, y sea
B = (Dij) una matriz de orden npor p. E1 "producte"™ AB =(p, .)

1]

R
o ~ DEPARTAMENTO DE CAPACITACION
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"NIVELACION DE MATEMATICAS®

AB =

AB

AB =

Calcular AB y BA.

Ren1(A) 8011(8)
Renz(A) Eul1(B)

e o][
- 1'—
>

i -2}_§

Similarmente:

Ren1(A) Colz(B)
RenZ(A) 8012(8)

BA

BA

BA

Ren1(8) Dnl1(A)
Renz(B) C011(A)

Hen1(8) Colz(A)
Renz(B) Eulz(ﬂ)

Ren1(B) Col3(A)
Renz(B) 8013(A)

RenB(B) 5011(A)

Ren3(8) Eolz(A)

B _ ~ [ -7 r y
2 (-1
-4 o n [-L. o] "5 ]
i 1 e [-17]
6 4] [ [5 -] 3]
[ 1 [2] -1
L8 ] [ 5]-”
-
-8 4 0
-4 -18 8
26 17 -12

RenB(B) 0013(1-\)-J

oy
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Observar que AB == BA
£Ej. 11: Si
2 -1 1 6 -5 5
A =|-1 2 -1 y B =|-5 6" -5
1 -1 2 5 -5 6
entonces:
2 -1 1 6 -5 5 22 -21
AB = |-1 2 -1 -5 6 =51 = [-21 22
1 -1 2 5 -5 6 21 -21
v
6 -5 5 2 -1 1 22 =21
BA = [-5 6 =5 -1 2 -1 = | =21 22
5 -5 6 1 -1 2 21 =21
En este caso AB = BA
Ej. 12: Si
A = 1 2 y B = 2 4
3 6 - -2
entonces:

S P B Y

BA =

En este caso AB &= BA

2 4 1 2] [ 28
-1 -2 | 3 6| |-7 =14

21

-21
22

21
-21
22
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CURSO: "NIVELACION DE MATEMATICASY

Observacion:

La multiplicacion de matrices no es conmutativa.

Teorema:

: Propiedad Asociativa: Si A,B y C son matrices tales
que los productos AB y BC estdn definidos, entonces A(BC) =
(ARB)C. ’

Teorema:

Propiedad Distributiva: Si A,B y C son matrices tales

yue A+B y AC estén definidos, entonces:

(A+B)C = AC+BC

Si A+B y CA estan definidos, entonces:

C(A+B) = CA+CB
Definicibn:

Si A es. una matriz cuadrada vy B satisface AB=BA=I,
entonces B es el inverso multiplicative de A. Si A tiene
inverso multiplicativo, entonces diremos que A es "no singu-
lar", o "invertible". Si A no tiene inverso multiplicativo,
entonces A se dice "singular", o "no invertible".

41

v
1 2
Ej. 13: La matriz A = tiene a

1 3
’ [ 3 -z] -
B = como inverso multiplicativo
-1 1
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PR — e e e e . ———————— e o v aa e e

THe S et e e e ctrm s — e = w4 s b b emseea v e

Ej. 14: El inverso multiplicativo de:

a4 ',.0142 U 0
- 2 0 0O
2 30
2 1 4
es -
24 0 0 0]
u-1 =12 12 o o

24 |1 -12 -4 8 0

’

3 3 3 3]
p =21 |3 -5 |
6 3 17 -5
3 1 -5 |
tiene como inverso multiplicativo a ella misma, P2 = ],

Observacidn:

S5i A es no singular, entonces su inverso multiplicati
Vo es ﬂnicg. En efecto: Si B y C son inversos multiplicatl
vos de A entonces:

AB = BA =1 y AC = CA =I
podemos escribir: : A

C(AB)%CI=C » ¥ por propiedad asociativa,

C=2C+I = C(AB)=(CA)B=1B=8B
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(CURSO : } "NIVELACION DE MATEMATICAS®

Definician:

Al dnico inverso multiplicativo de una matriz no sin-

gular A se le denota por A-1 y se le llama inversa de A.

Vg
Teorema:

El inverso multiplicativo satisface las siguientes

prop;edades:

1) 5i A existe, entonces (A-q);1 = A.

2) Si € #£ 0 vy A—1 existe, entonces (( py~ e %-A-1.
3) 5i A y g~ existen, entonces (aB)~ 1 = g~ 1A

Definicidn:

S5i A =(aij) es una matriz m por n, definimos la “"tras

puesta"™ de A, gue denotamos par at- (aij) de orden n paor m,por

«ij =aji Vi,j

La matriz At se obtiene de la matriz A mediante inter

cambio de filas por columnas.

Ej. 16:
1 4
51 A= | 2 -3 t at- |2 s
i [h -5 6] entonces 2 >
Ej. 17: Para la matriz columna
1
c= |3 . ct=[1 -2 3 0] .
— 0
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CURSO: . "NIVELACION DE MATEMATICAS® )

Teorema:

La traspuesta de una matriz satisface las siguientes

propiedades:

1) (At)t = A para toda i;triz A

2) (A+B)% = A%+B% si A+B esta definida .

3) | (aEI)t - agt para cada a € R, cualquiera sea B
4) ‘ (AB)t = 8%% 51 @1 producto AB estéd definido.

Equivalencia por filas y Operaciones Elementales entre filas:

Se dice que una matriz A es "equivalente por filas" a
una matriz B si B se puede obtener de A por medio de una suce
sion finita de las operaciones siguientes llamadas "operacio-

nes elementales" entre filas:

kql : Intercambiar la fila i-ésima y la fila j-ésima:

R, «— R..
1 J

[E,] : Multiplicar la fila i-ésima por un escalar K diferen
te de cero: Ri———*'HRi , B £ 0D

Fj] : Reemplazar la fila i-ésima por K veces la fila j-ési

ma mas la fila i-esima: Ri———vH RJ + Ri

En la préctica aplicaremos [Eﬂ y luego [Ei] en un

’ » s 2
s0lo paso, es decir, la operacion:

[E] : Reemplazar la fila i-é&sima por K' veces la fila jQési
ma mas K (diferente de cero) veces la fila -i-ésima:

Ri—>H'Rj + HRi , K# O

Observacion:

Si A y B son equivalentes, escribiremos A~ B.
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CURSO: "NIVELACION DE MATEMATICAS®

Rlgoritmo para Reducir por filas una matriz a una matriz esca
lonada:

» - a
Definicion: ’

Una matriz A =(aij) es una matrii'escalonada, 0o se
dice que estéd en la forma escalonada, si el ndmero de ceros
anteriores a la primera componente distinta de ceroc de una

. fila crece fila a fila hasta llegar a filas en las que todas
sSus componentes sean iguales a cero; esto es, si existen com-

ponentes distintas de cero:

a,]j , aZj ”""'arj , donde ;j',l < Jo <Jr
1 2 T .
con la propiedad de que aij =0 para igr , j<ji y para
i>r. '
Llamamos a .',.....,a . los elementos distinguidaos
134 L

de la matriz escalonada A.

Ej. 18:

Las matrices siguientes son escalonadas vy los elemen-

tos distinguidos se han encerrado en un circulo.

@ 3 2 0 4 s D 2 3
0 0@ 1 -3 2 0 0 :®
0o o o o = 0@ K o o o
0 o 0 0 0 0 O |
(=25 DEPARTAMENTO DE CAPACITACION NI



CURSO: - "NIVELACION DE MATEMATICASW
- | :
0 i1 3 0 0 & O
oo 0 i1 0 -3 0O
0o o 0 i1 2 0
(0 0 0 0,0 O HE
" Definicibn:
1) Llamaremos "rango columna® de una matriz A, al nimero

de columnas no nulas de A en su forma escalonada.

2) Llamaremos "rango fila" de una matriz A, al nimero de

filas no nulas de A en su forma escalonada.

3) ... -El rango fila es igual al rango columna. A este nGmE
ro lo llamaremps rango de A y lo denotaremos por ran(A).

Propiedad: 5i A~B entonces ran(A) = ran(B).

Algoritmo:

Paso 1: Supongamos gue j1 es la primera columna cen una compo
nente distinta de cero. Se intercambian las filas de
tal manera que esta componente distinta de cero aparez

ca en la primera fila, esto es, tal que a1j == 0.
1
Paso 2: Para cada i>1 , se aplica la operacidn

Ri-——* -a1j1 R1 + a R.
Se repiten los pasos 1 y 2 con la submatriz formada

por todas las filas excluyendo la primera. Se continGa el

proceso hasta que la matriz esté en la forma escalonada.
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( CURSO: - "NIVELACION DE MATEMATICAS™

Ej. 19:

Reducir a la forma egcalonada la matriz

A = 2 L -2 2
R Wwoo-y
3 6 -4
2 =3 0
A o o0 4 2
Rz-—-ﬂ-—ZR1 +R2 0o s
RB-—*—-3R1-+R3
1 -3
- D 0D & 2 = 8
Ry —-5Rp +4Rs 0 0 2
Se tiene asi que A~ B. Luego ran(A)=ran(B)

ran(B) =3, por lo tanto ran(A) = 3.

Ej. 20:

Reducir a la forma escalonada la matriz

?

pero

(2 4 2]
A=1|3 6 5 2 ,
5 2 -3
4 5 e 17
@’ DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 19,
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"NIVELACION DE MATEMATICAS®

A -
- 2R,I + R2
2
- R,‘ + R3
E
N 0
3R3 + RQ 0
0
Rz(_;RZ, L
) 2
. 0
2R3 0
1 0
— R
5 4
2
0
—H3 + RQ 0
0

Se tiene AFuB

Definicibn:

Funciones escalares sobre Matrices.

2 4 3 2 2
1

00 5 -1 -
0 -1 -5
0 -3 ‘8 10 7

4 3 2 2]

1 -1 =5 1

I B

)

0 5 -5 10

4 3 2 2]

1 -1 -5

0 1 -2 -2

] 1 -1 2

vy 3 2 2

1 -1 =5 -
0 -2 -2

0

, Tran(A) = ran(B) = 4

Para cada matriz A = (aij) de orden n, definimos la

Traza y Determinantes:
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(CURSO:

TS T et et e e e . 1 e Statear e = wimn § mbn S e aerie « ——

"NIVELACION DE MATEMATICAS"®

"traza de A" (que denotamos por tr(A)) por:

P
>
tr(A) = a,
B ey ii
Ej. 21
1 3
Dada A = |4 5 6
7 '8 9 calcular tr(A).
3 )
tr(R) = _ a;; = 1+5 4+ 9 = 15
i=1
Teorema:

5i A y B son matrices cuadradas de orden n y G vy p es-

calares, entances:

1)
2)
3)

tr( A + PBB) = gtr(A) + Ptr(B)

tr(A%) = tr(a)

tr(AB) = tr(BA)

Definicion:

Si una matriz estd formada por sdlo un elemento, enton

ces el .determinante de dicha matriz, es el elemento.

8i A es

una matriz de orden n, n»2, definimos el “deferminante de A"

por:

n
det(A) 2: P cnf1k(A)
k=1

844 cof11(A)+ §12 cmf12(A)+...+a1ncof1n(A)
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CURSO:

"NIVELACION DE MATEMATICAS®

)

donde, en general:

"cof,

(RA) =

1]

(-l)i+jdet(Menij(A))

es el"cofactor de a. .".

1]

Observacion:

La definicion anterior es una definicibn inductiva ya
que el valor del det(A) estéd dada en términos de determinan-

tes de matrices de orden menor que A.

En general para una matriz de orden 2,

a a
p = 11 12
821 832
1+1 1+2
el det(h) = 811(—1) det [822] +a12(-1) QEt [azJ

841822 - 84p 894

El determinante de una matriz de orden 2, puede ser

facilmente recordado, utilizando el diagrama siguiente:

Calcular el determinante de A

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 122.




( CURSO: "NIVELACION DE MATEMATICAS"

R

5 6

det(A) = 1det

8 9

= (45 - 48) :§(36-Q2)4-3(32-35) =0

Para una matriz, cualguiera, de orden 3;

+ a13£?21 835 = 8pp 834)

o

=84989p 833+ 840893 839 T893 859 5

ma facil de recordar es el siguiente:

L 6 '
-2 det 7 gl *t 3det

849  84p 843
det a a ' a
84 8y p3|.g det | 22 22 |.a_det | 2
< 11 a a 12 )
o3 a a a 32 33 834
31 32. 33
<y s
a a
‘ ayy et 21 22
931 832

32

= 841(3p833 = 3538330~ 815(893337 333339

- (844853835 +. 895851833 + 84385, B34

Esta formula es bastante dificil de recordar, un esque

o wm
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CURSO:, . “NIVELACION DE MATEMATICAS®

Observacion:

Los esquemas anteriozes son solo védlidos para determi-

nantes de orden menor o igual a 3.

Propiedades de las Determinantes:

1)

- 2)

3)

4)

5)

. 6)

7)V

8)

_entonces det(T) = t  4t55.0...%

" Para cualguier matriz cuadrada A, det(AF)=det(A).

Si T es una matriz triangular (inferior o superior)
nn? e.d}, es el producto
de los elementos de la diagonal de T. )

Si 1a matriz B se obtiene de ls matriz A por el inter

cambio de Reni(A) y Renj(A), (Ri'*-—h Rj)' entonces

det(B) = -det(A).

Si la matriz A tiene una fila nula o columna nula, en-
tonces det(A) = 0. '

Si la matriz A tiene dos filas o dos columnas iguales,
entonces det(A) = O.

Extensién de Laplace: Para cualguier matriz A de
orden n, ' ‘
n " .
det(A) = 2z, a;, cof,; (A) -~ Vie {1,?,...,n]
n .
det(A) = ;Z% a;, cofy (R) . vk ¢ {1,2,...,n}

Si B se obtiene de A por la multiplicacibn de cada
elemento de Reni(A) o culj(A) por .un escalar c, enton
ces det(B) = c det(A). _ -

Si B se obtiene de A por el reemplazo del Reni(A) par
sRenj(A) + Reni(A) (st + Ri) , entonces el
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(CURSO:

"NIVELACION DE MATEMATICAS™®

B

-det(B)=det(A). Similarmente,

si B se obtiene de A por el

reemplazo de Doli(A) paor sColj(A) + Eoli(A)(st+Ci),

entonces

det(B) =“4det(A).

En la tabla siguiente se presenta un resumen de algunas de las

propiedades anteriores y su efecto:

det(A)= det 2 2

/.

L1 2
R
det 0 L
0 5
0 3

2 3]
0 2
-1 -1
3 0]
2 3]
-h _h .
-9 -13

1 =

-L R, +

R

Efecto sobre el | 5i el resultado es
Tipo | Notacién Descripcidn Determinante. -1a matriz B,entonces .
R-I Ri‘——R. "Intercambiamos Cambio de Signo | det(B) = -det(A)
J Ren, (R) y Renj(A)
R-II | KR Multiplicamos Multiplicado det(B) = Kdet(A)
Reni(A)pnr K por K
R-III HR.+Ri Sumamos KRen,(A)a No hay efecto det(B) = det(R)
A Ren, (R)
C-I Ci“'Cj Intercambiamos Cambio de signo | det(B) = -~ det(R)
Coli(ﬂ)v Eolj(A?
C-11 KECy Multiplicamos Multiplicado por | det(B) = K det(A)
Coli(A) por K K. | //
C-II% ch+ci Sumamos KCol(A) a No hay efecto det(B) = det(A)
Col, (R)
Ej. 22:

Operacidn usada

_©
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"NIVELACION DE MATEMATICAS®

o

ole

Lo,

/

lD
0
[ 1
= L det 0
]
0
[ 1
= -16det 1]
]
0
1
=-16det 0
0
0
= -16 (-8) =

Definicidn:

-1 2 3
- - 2 R,
5 -9 -13 4
1 3.
-1 2 3
1 -1 -1 -5R, + Ry
-4 -8 -3R, + R,
0 & 0
-1 2 3]
A 1
-1 =1 - = Ry
A
+1  +2
0 4 0
-1 2 3]
-1 -1 -URy + R,
1 2
D -8
128

§i A es una matriz de orden n, "la adjunta de A" es

"1 matriz de orden n, gque denotamos por Adj(A) = (oLij), don

.. = cof,. (A) = (-19"Y det(Men. (a))
Cilj Ji

Ji

Ao /i
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CURSO: - "NIVELACION DE MATEMATICAS®

————— i m o

Observacidn:

La Adj(A) se obtiene de A mediante el reemplazo de los
elementos de A por sus cofactores, y posteriormente tomando

la traspuesta de ‘'dicha matriz.

Ej. 23:
301 -4 .
Para B = . .
-2 determinar Adj(B)
1
[ 9 -2 6 -2] 6 9] ]*
.det-z 1] -det 1 " det 1 2]
(1 =4 (3 4] 3 1]
Ady (8 = [TEH |, Ll TR Ll —det o
dget [V 4] —aes [3 4] aer [P 1]
: 9 -2] -6 -2 6 9J |
t
3 -8 3 | 13 -9 34
"My (@) = |-9 7 -5 | = |-8 7 -18
3, -18 21° 3 -5 21
Teorema:

Para cualquier matriz B de orden n,
B Adj(B) = Adj(B)B = det(B) In

Corolario: Si det(B)740, entonces B’ existe y esta

dada por:

8" = —1— Adj(B)
det(B) '
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CURSO:

-rew

*NIVELACION DE MATEMATICAS"

det(AB)

det(B™ 1)

Calculo

de fila.

|

Para la matriz B del ejemplo 23:

s [13 -9 34

“1 1 g 1
g~ ' Adj(B) = —— |-8 7 -18
19 19 3 -5 21

Observacidn:

-1 -1

5i B™' existe, entonces BB =8 B =1
Propiedad: Si el producto AB estd definido, entonces

det(A) det(B).

Observacibn:

Como B~ 1B=I entonces det(B~1B) = det(I) = 1, es decir:

det(B)=1, de donde:det(B-1) - .
det(R)

de Matricés Inversas Usando Operaciones Elementales

Teorema: ‘ ' .
Si A es una matriz de orden n y si
AlIn] =~ [iniP

entances P = A-1

Dbsgrvacibn:

o

E]l resultado de este teorema es una técnica muy efi-

ciente pars determinar a-l.
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(CURSO: i "NIVELACION DE MATEMATICAS®

Y  Ej. 24: Encontrar AT si

. (1 1 24 3]
A = |2 -1 0 2

1 =11 -1
1 2 3 83

o

1 -1 2 -3 1 0 0 O
1 {
[A ;IL}] =2 -1 0 2 0 1 0 0
4 1211 =1 O 0 1 0O
1 2 3 83 o o0 o0 1
) (1 -1 2 3 41 0 0 a0
- —— - 0 1 -4 -4 , =2 1 0 O
- - QR1+R2 5-19-13 | -4 0 1 0
— - \
173 3 180 ' -1 0.0 1
Ry, — -RyR,
(1 0 -2 -1 -1 1 0 @
|
- = 1 -4 -4 4, -2 1 0O O
R — R +R
1 2" 0 1 7 -5 1 0
= ™Rs o o0 13 920 5 -3 g 4
R,~ -3R,+R,
10 0 13 ' 11 g 0
__(0 1 DO 24 , 22 -19 0
= |
Ry~ 2Ry4R, 0D o0 1 7 : 6 ~5. 0
Ry — LRy +R, 0 0 0 1 | =73 6213 1
% ' s - » . . 8 i - - . R
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(CURSO:

"NIVELACION DE MATEMATICAS®

Y
I

RB—' -7Rq + R3

R2 — -ZQRQ+ RZ

R,l—" '13RL;"' R,'

Ej. 25:

0O OO o

960
1774
517

| =73

Encontrar B~

0O 0O -~ D
D_\OD
-~ 0O 0O O

Por el teorema anterior

-815
-1507
-439
62

1 si

3 -1

2 1 1
-3 0
-3 0

2 1

3 -1 2

171
316

92
-13

960

1774

517
=73

171

2815 -13
-1507 316 =24
-439 92 -7
62  -13 1
-13 ]
-24
-7
1 L
2
0

=~ 0O 0O

0O 0O -




(CURSO; ' "NIVELACION DE MATEMATICAS" - )

1. -3 o, o o0 1
-= |0 74 1, 0 1 -2
Ry—= -2R, +R, o 8 2 D -3
R3——- -3R,l +R3
1
1 -3 0-t 0 o 1
- = | D 1 10 01 =17 =1
)
Ryg—-R3+R, o 8 2 1+ 1 Q-3
Rz——--Rz
1 0 3 '3 .3 -2
: ~-= (0 1 1.1 -1 -1
Ry—3Ry+ R, 0 0 -6 -7 8 5
Ry— =B8R, + Ry :
6 0 18 ,18 -18 =12
,_ 0 D 6 . 7 -8 -5
R~ &R,
R;—\6R
6 0 Qg . -3 6 3
> = ] :
Rz-—w-RB + Rz D 5 D : -1 2 -1
0 0 6.1 7 -8B =5

Rq—-3R3+Ry




"NIVELACION DE MATEMATICAS"

0 o i -3 6 3
R, — —+ R, 1, o1 2l 2 g
1 € 1 7 -
0 10 7 -8 -5
R, —» —+ R '
2 .. .6 2
1
Luego
-3 6 3
= L R 2 -1
& 7 -8 -5
, Ejercicios:
1. Para A = [1 D] Determinar todas las matrices de or-
1 1
" den 2 gque conmuten con A.
2. Calcular, se existe, e~ si:
0
C = 3
0 0
mediante la matriz de cofactores.
° r T
3. 51, 11 2
E =" 1 0 1 determinar, si existe,
2 1 1 _
3 1 0 |
-1

mediante el método [I ,qu [I

P

e
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA II.

TRIGONOMETRIA

7
Definicién: (Radidn y Grados)

1) Si un angulo considerado como angulo central de un 01r
culo, subtlende un arco de longitud 1gual "al’ radiu del circulo,
se dlce entonces que el angulo mide un radlan. ,//
2) - 81 la longitud del arco es de 1/360 de 1la c1rcunferen

cia del circulo, entonces la medida del édngulo es de 1 gradu‘

sexagesimal.

3) 5i la longitud del arco es de 1/400 de 1la circunferen
cia del circulo, entonces la medida del &ngulo es de 1 gradao

centesimal.

Angulo en posicibn normal: - '

Un é&ngulo estd en posicidn normal si tiene su vértice
en el origen del sistema de coordenadas rectangulares y su
lado inicial coincide con el eje positivo de las -abscisas. 5Si

se considera la rotacitn de un rayo con respecto a su posicinn‘

inicial y final, esta rotacién determina un &ngulo que puede
ser positivo o negativeo segdn si, el sentido de rotacibn sea
inverso a las manecillas del reloj o en el sentido de las mane
cillas del reloj respectivamente.

Se dice que 1 &ngulo pertenece al cuadrante en que se
‘encuentra su lado terminal.

Conversibn de grados a radianes vy de radianes a grados:

Como la circunferencia del circulo es igual a 2T veces

el radio; un rayo genera un édngulo de 27T radianes al descri-

\.
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA II® N

L
bir una revolucién completa. Tambi®n genera un angulo de BGUQ.
Es decir:

7
&I‘Ed ab
2 [radianes 360°
.- ) rad 0 -
. G_ - [\ ‘
" 180°
arad - 170 NG
Dl 180
6° - 180° gred
= —F -
) {.Ejs;:
1) convertir E2§0 en radianes.
S5olucibn:
OFad = —jza/. 2559 = A7 7T radianes
180 12
2) Convertir 3 T1/5 radianes en grados.
» . . Splucibn:
o= 180° 3. _ 108°
Y * 5 -
L' DEPARTAMENTO DE CAPACITACION - 134, w



CURSO: . "NIVELAGCION MATEMATIGCA II"

]
Teorema: (Longitud de arcao)
La longitud de arco?! de una circunferencia de radio r
estéd dada por:
l= arad r
Demostracidn:
Q:rad_ ]
PN g 2 IRE
. Q— urad
Teorema: (Area de 1 sector circular)
El area A del sector circular de un circulo de radio r
estd dado por:
p-—les
2
Demaostracidn:
ul‘ad ) A
2 I Area circulo
arad A
AT \(?2
A grad, e _ e _ f-r -
2 2 2
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA II"

e

it
o

Ej.:
Calcular | y A de wn sector circular cuyo &ngulo del
centro mide 1350 y cuyo radio es igual a 12 cm.
Suluciﬁn:
%8 = T . 435 _ 0757
180 ' ‘ - iy
U= o9 © -0.75 &+ . 12 cm.
p - der _ 9 cm. 12 cm
2 2
A =54 7T cm?
Circunferencia unitaria o circunferencia ganiométrica:
Se llama asi a la circunferencia con centro en el ori
gen y radio igual a ung. '
Definicibn: (Funcitn seno y cosena)
b
ﬁ"’"‘ 1’(".7)
i
(AN -
\\\\i,,:i/ )
N - )
T
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CURSO: ) "NIVELABION MATEMATICA II®

Sea d« wun &ngulo en posicibn normal, sea P(x,y) el

punto en gue el lado terminal del &ngulo & corta a la circun-

ferencia, entonces:

Llamaremos "seno del angulo ¢ ", al valor de 1la orde

nada del punto P; es decir:

Sen O = 0L = VY

Llamaremos "coseno del angulo ¢ "; al valor de la

abscisa del punto P, es decir:

Cos (A = OR = X

Observacion:

1) De la definicibn tenmemos que:

—s 2
OR?+ PR = O

Como : OR =cos & ; PR = 0L = sen & ; OP = 1 entonces:

l sen® (0 + cos?2 @ = {4]

1, 1)
(-1, 1]

2) Rango seno

Rango cos

]

Definicion: (Tangente y cotangente)
Dado (. , llamaremos "tangente del angulo & " al cuo
ciente:
tg 6 = S2&n o
cos ¢
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CURSO: 0

“NIVELACION MATEMATICA II®

vV llamaremos "cdtangente del angulo ¢ " al cuociente:

cotg O Jﬂq‘_
sen (&

Observacidn:
DE lo anterior se tiene que:

tg d.cotg @ = 1

Definicidn: (Secante y Cosecante)

_ Dado o , llamaremos "secante del angulo ¢ " al_valor
reciproco de coseno de G , es decir:
Sec 0 = L
cos( !

y llamaremos "cosecante del &angulo ¢ " al valor reciproco del
seno de ( ; es decir:

cosec ¢ = ]
sen(.
Observacitn:
1) De las definiciunes anteriores podemos expresar dichas

funciones de la siguiente manera:

a) Seno : R — [-1,1]
| X **——“f* y = sen X
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA II®

-

b) Coseno : R -——-r[-",']]
Xt——> Y = cos X

. ct) Tangente: D1———->-|R

X ————Y = tg X

donde : D,I-.:“.D\Dm (tg) = | X € R|x £(zn+1) L ; ne 7}
2

d) Cotangente: Dz-—ulR
X ————V = cotg X
donde : D,= Dom (cotg) = {X €R{X ¢ N7 : NeZ]

-

-‘e) Secante: D, —m R

1
X —=VY=5ec X

donde D, = Dom (sec) = Dom (tg)

f) Cosecante: D, —— R

2

X ————=Y = cosec X

donde: Dz = Dom(cosec)=Dom(cotg)

2) De las definiciones anteriores se deducen tambié&n las

siguientes identidades:

a) Sec - cos @ = 1
b) Cosec & - sen @ = 1

c) Como: sen? K + cos?2 ¢ = 1 /: cos?y

o

_sen® & y 1 = 1 '
cos? cos?
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA IIn
tg?2 0 + 1 = sec? (
d) Como: sen® ¢ + cos?a = 1 [: sen?(
sen? (X . cos? 00 _ 1
sen? @ sen? (£ sen? (X
1 + cotg? X = cosec? (X
égQSIGNU DE LAS FUNCIONES TRIGONDMETRICAS
o
0 Y I sen ¢ = Y
cos o = X -
(¢,y) (x,y) tg @ = —;{( ) Sena todas +
//iz—‘7>\\ cosec
* :' S cotgqg = X
AN BNy x v tg cos
e . : 1 + Y+
C-x5y) ' (x,-¥) . sec QO = ; cotg . sec
) cosec@l= —

<

Definicidn: (Angulo Cuadrantal)

"Angulo Cuadrantal® es aquel angulo cuyo lado terminal
es un eje coordenado.

Daremos a continuacibn una tabla de &ngulos cuadranta~

les en grados y radianes y el seno y coseno de dichos angulos.

- - » T b - = - -
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA II®
J en gradas 4{ en radianes seno coseno
o® 0 0 1
90° /2 1 0
180° W 0 -1
270" 3m/2 = 0
360° - 2« i 1

A
Sen(-X) = -Y = -"Sen (
‘ ' Plx,y) )
/ ' Cos(-{) = X = cos&
AN R
- &/ 1 g
. K )
De 1las expresiones anteriores tenemos que:
’tg(-a) =s:en(-(‘£) =-sén0. = —tg K
cos(-«) cos
cotg(-0) = CVDS(-U‘) = 288 X . - _cotgl
sen(-o) ~sen
sec(~- 0) = 1 = L = sec (
cos(- ) cos &
cosec(- &)= L = 1 = - cosec(’
sen(- ) -sen (
& DEPARTAMENTO DE CAPACITACION Oy
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA II"

Observacidn:

1) De las expresiones anteriores se tiene que:

a) Las funciones seno, tg, cotg y cosec son funciaones

impares.
b) Las funciones coseno y secante son funciones pares.
" 2) Ademés tenemos que:

SEN X

Sen(X +2K 1)
< vkeZ
Cos(Q\ +2K 1T)

cos (&

Es decir las funciones seno y coseno son peribdicas de

- periodo 2T.

. 3) 5i sabemos el cnmportamientd de las funciones
Ve € Ej,zflz _sabemos el comportamiento de la funcibn en gene

ral.

S5i consideramos una (X) con centro en el origen y radio

r = 1 tal que:

r=0P =1 ; AC1,0)
R (xl,Y1)
Py ADPR ~ ASOR
JRM M ‘ Y
//ffﬂ :;? &! 1)‘—1 R AN
0 Q/A S % T, 1
=Y = — -
T4
X X
2) -—1 = 5 e 4 X = -_1_
11 1 r1
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(CURSO: "NIVELACION MATEMATICA II®

. 1
Luego cos & = r_
1

Y
sen g = 2

Tq

‘Usando estas relaciones, si se tiene el A ABC rectangulo de

catetos a y b e hipotenusa C entonces:

a
sen K = T
b
cos (§ = T
a
tg.(&- 5

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE 30°, 45° y g0

v
sen h5° = 2 >
2
ﬁ cos 459 = a 2
1 2
458 . tg 45° = 1
ol 1 Cox
y
sen 30° = 1
2
2 cos 30° = \/-i .
1 o2
20 v
. 'EY - tg 30° = 1 3
. 3
g .
L C;Qf _ DEPARTAMENTD DE CAPACITACION .




CURSO: "NIVELACTON MATEMATICA II®
VA .
sen 600 = ——'3
2
2
1
cos GDD = —
3 2
;E\ - tg 60° = V3 -
0 1 X

FUNCIONES CIRCULARES DE ANGULDS RELACIONADOS ENTRE SI.
1) Funciones Circulares de (=~ )
Ty 2 o
B
2 Sen(l-u)=5=c,osm
2 c
a a
cos( —1-6\) = — = sen
v 2 S o
. (] ,
A b c tg( == - &) = P—=cotgﬂ
2 a
2) Funciones circulares de ( I o+ ():
2
v }
Sen(—— + 0)= BG= OA= cos
hty o P 2
A T — o
a7 . N cos(—— + K)= 0B= -PA= -sendg
A X 2 ‘
' sen(-- + G.)
tg(—“—+&)= 2 - cos
2 cos(Z- + @) sen o
2
=-cotg ¢ .
' —
A% DEPARTAMENTO DE CAPACITACION k.
& , o S




(CURSO:

"NIVELACION MATEMATICA IIv

3)

b4)

Funciones circulares de (T - ¢):
YJ\

9 P Sen(m-®&)

BQ = PA = Sen ¢

A

]

2 ' | Cos(m-0) =08 =.-0A = -Cos®

¥

B fA
/ tg(v-(g):SE”("'U‘):SE”o‘=-tg(1
_ ‘ Cos(T-d¢) -CosG

Funciones circulares de (Im+ K):
“v¢

Sen(mT+0)= BQ=-PA = - Sen

Cos( T +06)=08 =-gp = -Cos &

tg(TT + 0 )= Sen(+ () _-Sen@ _
, " Cos(M+4d) -Cos(

tg

Observacion:

De aqui tenemos que la funcitn tangente es peribdica

~de periodo T .

5) Funciones circulares de ( 3w %):
Yy 2

Sen (=T - X )=BQ=~-0A= - Cos

2
Bus(zl-ﬁ):ﬁﬁ:-—ﬁ = - Senl

f‘ 2

3w
Sen( =5—- )
..,.1"9(-3—"-0)= 2 Cos G =Cotg (X
-2 Cos (2T gy ~3n 0
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ciaones

(n-27T + &) coincide con la del

CURSO: "NIVELACION MATEMATICA IIn®
. . . 317 .
6) Funciones circulares de ( 5 + )
A
» Sen(32" +0)=B0 = - OA= -Cosq|
£
Cal NI . 317 —_—— e
( B[ A Cos( 5 +0)=08 = PA = Sen ((
3n
- Sen (: +0)
tg(37r+(})= 2 ‘ - CDSG:—Entg(I
8 2 3 W Sen ¢
COS(—Z——-&&) .

7) Funciones circulares de (n- 277 - ()

Si n€Z , la linea limite de (n-360- (& ) coincide con
la de (- X ). Luego el valor de cada funcibn de (n-360-¢) es
igual a la funcion correspondiente de (- ).

Sen(n-2T1T "-(1) = Sen(- ) = - Sen «

Cos(n.2p -0 ) = Cos(~-G ) = Cos &

tg(n-2m - &) = tg(-d4) = -tgd
8) Funciones circulares de (n:2m + ds):

Si n € Z entonces n-27 representa n r_evuiuc:iones com-
pletas del radio vector, por lo tanto la "linea 1limite de

4 & de manera
coinciden.

Sen(n-2T + &)= Sen (

Cos(n:2m7 + & )= Cos (

tg(n-2m + &) to

que las fun-

9
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CUR_SO_‘ "NIVELACION MATUMATICA 11w

Los resultados anteriores se pueden resumir en el si-.

guiente teorema:

Teorema:

Sea f una de las seis funciones trigonométricas funda-

mentales, entonces:

+ ) Si n es par

f(n.L +08) =

2
X Co-f(a) Si n es impar

Ademds €30, L[ y el signo se elige de acuerdo al
cuadrante en que se enczuentra el 4 original. ;
Ejs.:
sen (270° + 10°) = -cos 10°
-Cos 45°= --l:vﬁ?
3)tg (300%) = tg (360° - 607) -tg 60° = - iﬁ?
Cos (3600 + ZQDD) = Cos 280%=-5en 10°

1) sen (280°)
2) Cos ' (135%) = Cos (180° - 459)

4) Cos (6409)

e ~ DEPARTAMENTO DE CAPACITACION .
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(CURSO : "NIVELACION MATEMATICA II"

Grafico de las funciones seno, cosens y tangente:

o e e e m M e e e e e w o w mw w om = e - —— =

e




"NIVELACTON MATEMATICA I1™

CURSO:

]2

0

e e e e —— o o o — w—y w— ek o = e = — . — o — — —— — — ——

149.
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA II" .

Ejercicios:

1) En una circunferencia de 4,5 cm de diametro. Hallar la longitud

del arco interceptado poer un angulo central de 429 500 23v..

2) Hallar el &rea de un sector circular, sabiendo que el
@noulo central es de 120°% vy que el diametro del circulo es de
56.0 cm.

" 3) Dos circunferencias congéntricas tienen radios de 5 vy
"6 rm. Hallar la parte del Area del sector del circulo mayor
que esté fuera del ci{irculo menor, cuando el &ngulo_ central ‘es
-deijﬂo.; ‘
L) . Un caballo es atado a una estaca LQué longitud debera
tener _la cuerda para que, cuando el caballo sujefn al extremo
de la cuerda tirante recorra 52,36 m, el Angulo descrito .por

\
~1a cuerda es de 75°grados?.

5) Resolver las identidadés: o
d-
£ 1) COS X cosecXx _ tg x P -
cotg® x : : : ' -

2 2

4
sen X - £€0sS X

2) sen’x - cos'x

-3) 1 - senx _ cOS X

-

sen x cotgx 1 + sen X

‘\ 2 2 - 2 2
L) = sec x + COSBC X = SEC X*'GOSsec X

5) BDSE»II.': X

= CO8 X -
tgx +cotgx

/
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"NIVELACION MATEMATICA 11"

-

6)

7)

Hallar el valor numérico de:

2
1) cos 60°- tg? 45° + El te 30° + cos 30° - sen 30°
4

1

) 2 2 2 2
2) 1 cen 60°- 3 sen60® tg 30° + X sen 459 tg 60°

3 2 3
1) 5i 5 tgx = & , encuentre el valor de:

-5 sen =« =~ 3 cos <

sen « + 2 gos o<

2) 5i tgx=_2_pll../
- P -

,+ Hallar cosx y cosecx

-0
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA II®

FUNCIONES DE ANGULOS COMPUESTOS

Distancia entre dos puntos:

Tearema:

Sean P1(X1,Y1) y P2(X2,Y2) puntos del plano. Entonces

12 distancia entre Py v Py estd dada por:

2 2
1P, Pyl = \/?k1-x2) £ (Y ,-Y,)

|
Demostracidn: |
A
% e e m e e
A R S i
° X, Xz -
2 2 2
PPyl = IPP L+ PP, |
Pero 1P Pl = |x2}-x1l v IPPy L = 1 Yy-v ]
-
IP1P2 | = \xz-x1l R PE P
Iz 2 2
PP, = (X=X5)  + (Y,-¥,)
|P Pyl =1VQX1—XZ)2 + (V=YY
—
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( CURSO: "NIVELACION MATEMATICA IIv )

Teorema:

Si a una cuerda del circulo unitario centrado en el
origen le corresponde un &ngulo del centro § entonces su mag-

nitud es V2 - 2005{‘ .

Demostracibn:

P(Cos ) ,sen ) '
Si "A=(1,0) entonces P tiene coor-

N denadas (Cos r , Sen ) y usando

\\\:i—/)/} A(i:D) la formula de la distancia se tie
- nes :

IAPL = V&1-Cus r)z+ (0-Sen x)z = VG-szX\+Cnszx-+Sen2(

Solarl =Ve2 - 2005&1

Identidad fundamental:

o Para todo ¢, P se tiene:

(1) Cos (& - p) = Cos@ Cos p + Senqg Sen p

Demostracifn:

-

)

Sea A = (1,0) : f=06-pf, luego:

P = (Cos P, Sen P il

Q = (Cos. 6, Sen X )

- -
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( CURSO: "NIVELACION MATEMATICA II®

e

Y usando la formula de distancia entre dos puntos se tiene:

- 2 2
(P Q] =\/(Bus(&-Cns p) + (sen&k-Sen fp)

Usando el teorema anterior:

iPQl = ‘\/2-2805 6‘ﬁ= V2-2Cos (g - @7, entonces:

" \/2-2[308( o6-p) } =VCnsz' G - 2Cos ( Cosp + Cn:ns2 P+ Senz(x‘- 2Sen(X Sen p +5|ar|2 {.’T i

‘\[2—2605(0\ - (5? =\/ 2-2Cos 0, Cosp -25en® Sen Pj

"\&-—ECUS(& -p) = ?;2805 0 Cos p - 25en ¢ Senp

.5 Cos( ¢ - [b) =Cos 0 Cos p + Sen@® Senp

R partir de esta expresidn podemos demostrar que:

(2) Cos ( W+ P ) = Cos( Cos @ - Sen Senp

Demostracidn:

Cos (O +P) = Cas (& -(=P))
/. = Cos § Cos(- M) + Sen  Sen(- @)
/. = Cos 0 Cosf® - Send, Senf

Sen( Cos f - Sen/:) Cos (&

(3) Sen ((1-[5)

GgeX
&
e
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(CURSO: UNIVELACLUN MATEMATICA 11n
Demostracion:
Sen( & - P) = Cos( — - (a - P))
2
/. = Cos((——- @)+ B)
2
/s = Cos(=%Z-- @ )Cos A - sen(—Z- &) Sen @
2 : 2
A = Sen & Cos ﬁ - Cos & Sen f3
(&) ‘Sen(gq+p) = Sen« Cos B + Sen B'Cosq
.-- Demostracién:
Sen(g + ) = Sen(& -(- @)= Seng Cos(- #)-Sen(- P)Cosq
*/, = Seng Cos P + Sen f3 Cosa@
(). |. taCa+p) = taa+tal
- 1-tg«k tgp
Demostracion:
tg(L +8) = Sen(=t + P»)
Cos (¢ +~/6)’
tg(K€ + B) = Sen< Cos/AB+ Senps Cos <
Cos # Cos B - Sen< Sen /3
Senx Cos A Senp»Cos . -
y, __LCos«<Cos & +CosocCos/3
Cos<Cos B _Sen«<5en
Cos<Cos B Cos< Cos A
i DEPARTANENTO OE CAPAGITACION 155.
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CURSO: "NIVELACTON MATEMATICA II®

/. _ tg & + tg A

) 1 - tga tgf

(6) tg (& - P )= tg @ - tgh A
1 + tga t96

Demostracidn:

tg«<+ tg(-4)
1-tgtg(-.) -

tg (- B8) = tg(=+ (-8)) =

= ta & - tg P
' 1+ tg& tgp

Funciones. del &ngulo doble:

(1) sen (2 ®) = 2 sen & cos &

1]

2
cos- & - senfq

1

(2) cos (2 a)

hY

(3) cos “ = + v1+ COS 24

2
(4) sen a'= ':\/]- cos 2<
: 2
(5) | ta2ec = ££9 G

l-tg%x

EJERCICIOS:

Haciendo uso de las funciones de 30°, 45° y 600

Calcular:

. & DEPARTAMENTO DE CAPACITACION | 156. b




(CURSO: . )

"NIVELACION MATEMATICA IIv

(i) cos 75° (ii) cos 105° (iii) sen 150
(iv) tg 1350 () tg 159 (vi) cosec 750

(vii) tg 22,95 (yiii) sec 3705,

~ Transformaciones de sumas de Benos y cosencs

en productos

(1) sen ( @ + A )=sen & cos  + sen B cosq
(2) sen ( ¢ - P-)=sen.q =tos - sen @ cos ¢
(3) cos ( X + Pl=cos ¢« cos P - sen & sen P
(4) cos ( kK - @ )=cos ¢ cos @ + sen & sen @

,Sumandn (1) + (2) tenemos:

sen ( & + P l+sen ( & - P )= 2sen « cosp

sumando (3) + (4) tenemos:

cos( & + P )+ cos( R\ - P )=2cos A cos P ;

restando (1) - (2) tehemus:

sen ( X+ P )-sen ( & - P )=2sen . P cosa
, > -

restando (3)-(4) tenemos:’

cos( & + P )-cos( Q& - P ):¥~2 sen sen p
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA II®

'si hacemos o€+ B = x y £

y entonces:

K =2 __* V SB=_X__= Vv
2 2

Luego las fdérmulas anteriores guedan:

2 sen( X + y )cus X -
2 ‘ 2

(1)

' SBMN X + Sen y

il

(2)

€C0s X + CcOs vy

2 cos ( X .+ vy ) cos (X.- v)
2 cos X + v ) sen X =y
— — )
-2 sen ( X+V) sen (x_v) .
2 2 I

1

EJEMPLOS: . ' o

N

(3) sen x - sen y =

N

(4) cos x - cos y =

1) Expresar el

rencia de 2 funciones:
Solucidbn:

Cos 457 sen 15° =.1 (sen x - sen y)

2
X + Y _ 450 A X -y _ g0
2 2
0 o o
X + y= 90 = 2x = 1200 =5 x = 60
X - y= 30° oy o= 30° -
Cos 45° sen 159 -

v)‘

producto: cos 45% sen 157 como la suma o dife .
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA II®

' (2) Escriba la expresién: Sen 30° + Sen 20° como el produc

-

to de 2 funciones.

Solucidn:

' . a) a] : ' .D fa)
sen 30° + Sen 20° < 2 Sen( 30%+20 ) Cos ( 30°-20 )
. 2 2

- = 2 Sen 25° gos 5°
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"NIVELACION MATEMATICA 'II"

IDENTIDADES TRIGONDMETRICAS

Recordemos que una identidad es una proposicién de igual
dad valida para todos los valores posibles de las variables

que aparecen en ella.

No existe un procedimiento general para resolver identi- -
dades trlgonometrlcas, sin embargo, en algunos casos puede con
venir expresar todas las funciones en términos de seno y cose

no, y enseguida simplicar.
Una identidad gueda demostrada transformando:

1) El primer miembro hasta hacerle idéntico al segunda.
2) El segundo miembro hasta hacerlo idéntico al primero.
3) Ambos miembros por separado hasta darles una forma comdn.

EJEMPLOS:
1) Sen> oc. - Sen o< + Cos o = cotg oA - Cos® o
' Sen o : ) |
Sen _oC (Sen® oc -1)+ Cos o< _ /.
Sen -
Sen oC (-Cos® o ) +Losoc  _ e
Sen e< -
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: (CU RSO: - WNIVELAC1ON MATEMATICA II1V

-skn 8 cosZg cos d < -/
SRn o send '
2 =
- cos” & + ¢cotg « = /.
| 2
cotg 6 - cos K = cotg( - cos ¢
2 2
2) sec & = 8ec” & - sec&® . tgd
1+ send . | cos2gy
1 1 - 3 . _send
.cos?6 - cos? & cos & cos &
1" "+ send€ ' cosztx
1 . 1 - sen@
2 b4,
cos™(x (1 + sen & ) . cos &
1 . l - ‘send
cos? & (l1+ sen ¢ ) cos?(x (1 - sen? ¢ )
1 . "1 - “Bend
CDS?-0<(1+ sen Q. ) cos? a (P—mn,og'.j(h sen d )
1 - 1
2

cos® § (1+ sen O ) coszo( (1+ sen O )

{

y -

\= sen( ¥+ P )- sen .t A
/ cos( &+ P )+ coskp
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'(CURSO: )

"NIVELACION MATEMATICA II"

po e [ te) L sen (22l o0l )

\2\[:05(0(--{- B_sb ) (°C+ £ -4 ﬂ)
' 2

2 .
cos ELIA) e (cf_B_ﬂ_)
_ o~ 2

Eosi%i;g:fii - Cos fiélilﬁt)
2 .2

' tg (%:-3/%)

. 2

Resolucidn de DN

w

Sy
2

Llamaremos a,b,c los lados de 1A y & P y &  sus
dngulos interiores. Tres elementos de estas seis en que
al menos uno de ellos es lineal déterminan un tridngulo;

la determinacidn de los elementos restantes caonstituye 1n

que se llama resolucidn del tridngulo.

1) Triéngulo recténgulo: Un tridngulo rectdngulo queda

resuelto cuando se conocen, uno de sus lados y cualguier

otro elemento.

Ejempla:

Dados a = 5 y & = 35°

Resolver el A

: _
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r CURSO: - PNIVELACION MATEMATICA II®

Solucidn;
S ——————————

sen 35° = 5 o x= 5/sen 35° » x= B8.7172
X

. C = 8.7172
cos 35° - _X > x= 8.7172 - cos 35% » x=7.14
8.7172 ” '
b = 7.14

f = 90°.350 = 550

EJEMPLO 2

En un A rectdngulo @ =36940' y a=12.63; resolver el
tridngulo.

-Solucidn:

Sen ( = 2
X
o ‘ B
e. X = a _. 12.63 '
sen & sen 36940!
" a =12.63
x =212,83 . 24.15
0.597159 -
A (M
.0 = 21.15

X tg 36840 0.7445

tg 36%40'_ 12.63 = x _ 12.63 _ 12.63 _ 15,965

3

P = 90°3g040r = 530200 -

07
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA I1° o

2) Tridngulo cualquiera: : -

Para resolver un tridngulo cualquiera es conveniente usar
otras teor e mas, llamados Ley de los senos y Ley de los
cosenos.

% ler. Teorema (Ley de ' los senos)

En cualquier tridngulo, los lados son proporcionales a los se-

nos de los angulos opuestos.

Demostracidn:

[ 4 = hc
1) Sen g 5
‘he = bsen & ;

é)'één p=. he

x
“he = asenp A B
De (1) y (2) tenemos: b sen & = a sen A
. _a—.__ = -—t.l_ ' ( " )
sen sen P
h
3 = __E h =
) sen r . = N = a sen f
h
L) sen K = _ Db = h = c sep &
C b
De (3) y (4): tenemos: a sen /' = c sen«a
= = € (+ )
sen & sen r
De ( # ) y ( % %) tenemos: . a Lo b i C
sen & sen & sen g
\ - e
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CURSO : "NIVELACIDN MATEMATICA II®
" EJEMPLO 1: ’
Resolver 1A para el cual & =357, =650 y a=3
Sﬁluﬁién:
(1) _= =__b =>b_ a sen P _ 3.09063 < 4,74
- sen sen f sen ( 0.573576
b= 4.74 = 80® -
(2) _= - = c-_s-send _3-0984808 . 5 .
_send sen | senod 0.573576 =

. c o= 5.15

Observacién:

\
Puede usarse ls ley de los senos para resolver 1 triangu

1o cualquiera, cuando se dan un ladu y 2 éngulos;
dan dos lados y el Angulo opuestn 8 uno de ellos.

0 ctuando se

~

28 Teorema: (Ley de los cosenos)

El cuadrado de cualquier lado es 1gua1 a la suma de los
tuadrados de los otros dos menos el doble productu de estos
dos lados por el coseno del ¥ que forman.

)
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CURSO: ' "NIVELACION MATEMATICA IIv

mm e e mes e e v - —

Dempstracidn:

A (b Cos r , b Senga)

- - e e o e A e e e -

0| .- a ‘. 8 (a,0)

Usando la formula de distancia entre’'dos puntos se tiene:

c = \/(bcns r -a)? | + (b s'en,,}'-o)2‘

c? - (bcos -8)2;(6 sen ¢ )2

02 = b2n052 r - Zabcﬁsz ¥ + asp? séhzd‘
e = 12 sen? ! + b2cos?2 {' - 2abcos I+ a?
2 o a2

2
+b¢(sen? ,‘ + cos? I' )-2ab cusJ‘

kz = 82 4+ b2 - 2ab cos Iy

B —
o - co—
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"NIVELACION MATEMATICA IIn

Ardlogamente:

al = b2, cl- 2bc  cos (f
2

b€ = g2, 2 _ 2ac cosh

EJEMPLD:

Resolver.un A dados a=2; b=3 vy c=4

-

Spolucidn:

e? = a%+b? - 2a.b cosp|
16 = 4 4+ 9 - 2 2 -3 cos{
16 = 13 -12 cos |
12 cos p = 13-16 .
12 cos § = -3 i
R N I TTLET
32 = 2 + 82 - 2bc.cos (X
L =9 + 16 - 2(3) (4) cos @

24 cosll= 25 - 4

21
cos = - = 0.875 = (= 28% 57+ 18w
2 2 2
b = a + € - 2ac cosp

40,8"
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9 =4 + 16 - 2(2) (4) cosp

16 cos P = -9 + 20

16 cos p = 11

cos P = 0.6875 :» P= 46%34 p3v
Defincibn: (Ahgu]n de elevacién y depresion)

1) El pgﬂﬁpggﬁ.pepresenta la ubicacién de un ohjeto, como Q
estd ubicado sobre 1la horizontal ﬁﬁ; el { PDQ,ln llama-

mos "angulo de elevacidn" del objeto Q, visto desde g.

Q

J®= <J de elevacidn

O 'C_/“ - '*HT—"
P

'

2) 5i Q esta situado por debajo de la horizontal ﬁﬁi entonces

el 4 POQ se llama"4ngulo de depresién" del objeto Q, vis-

to desde el punto 0.

4 P= & de depresisn.

(CURSO: ' "NIVELACION MATEMATICA II® \
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA 110

n_“\\

D T ——

~EJEMPLO:

Un observador mira la cispide de una torre con un &rgulo -

s £ -0 M . < 2
de elevacion de 307 epseguida avanza 50 mts. en direccién a

la torre y observa ahora la cdspide, con un &ngulo de elevacidn

de 60°, ¢Cuél es la altura de la torre?

éa qué distancia se
encontraba, de la torre originalmente el observador?
. - .
—~—p
h
i “
: | ~
! .
: I .__@E.__ - m_
i X 50 mts.
tg 30°%= N, tge0° _ h
50+x X
0.57735 = _h___ . 4.932p05 = R
50+ x x
h = 0.57735 (50+x); h = x-1.73205
.. D0.57735(50+x) = x- 1.73205
28.8675 + 0.57735 X = 1.73205 x
1.1547 x = 28.8675
X = 25 {
eh = 1.73205 x => h = 1.73205 . 25
> hi= 43.3 mts.
Ademds el observador se encuentra a 50 + x mts. de la to
rre, es decir: 75 mts,
& DEPARTANENTO DE CAPACITACION 169,
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"NIVELACION MATEMATICA I11v
[ —

Ejercicios: : -

Demostrar las siguientes identidades:

2 2

2 2

1) 19 o« | 1+ c:thg X - sen« sec £
1+t cotg <

' 2
2) 1 ¥ 1 = 2 sec «
1 - send 1 + sendk
3 .- 1 + 1 = 1
1+ sem K 1 + cosec? &

4) (tg« - cotg  )(—S2% X 3y _ gsen « + cos <

1-cotg« '
' !
5)" cotg - £os o = cosec « + ‘sen X

sec X - tg « sec X + tg«

6) (1 - sen « ) ( sec « + tgro< ) = cos
7) 4 sem®x cos?« + (COSPol - sem? L )z = 1 Vv
2
8) 1+ 2 sen« - 3 senx 1 4+ 3sen «
Zl - .
cos & \ 1 + sen «
9) —ta& _ __tox _ ., 2
1 + sen« 1 - sec &« sen &K
DEPARTAMENTO DE CAPACITACION ' 170.
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( CURSO: "NIVELLACION MATEMATICA II"

i 2 2
10) Sen (X + y) sen(x-y) = vos y = coOs x

1 + cosix

11) ———— = senlx
cotg x ’
s » L o
12) Jl+*secy _, cos (£ )~ ‘ P
~Sec vy 2 i
13) sen 7a - sen S5a - tga -

cos 7a + cos 5 a o "”V

b)) sen(X +Y+Z) + sen(X-Y-Z) + sen(X+Y-Z) + sen(X-Y+Z) = 4 senX cosY cosZ

. 6
15) 1 + sen @ - T+ tg 2 B -
5 =
cos 1 - tg 5
2
16) S5enx +sendx +senbx + sen5Sx - tg3x . -
Cos X +c0s82x + cos bx +.cos 5x - S !
17) sen 350—sen 250 _ Eos 40°% 4 cos 20°
cos 25°- cos35° sen40% + sen 20° .
& H ok
18) sen 2 . cos = g & ' | ‘
1 +cos 2 & 1 + cos« 2 N -
sen 3« cos 3« .~ .
1) - =2 v . N
sen « cos « 7
20) 3 coseC+ COS 3 - cothx"
3 sen® -~ sen3 X
L @ DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 1.
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CURSO: "NIVELAC1ON MATEMATICA 11v
- —— o
‘ - ""' - T T
. . ’ 3
'21) .. cos £ - cos 3 . sen £ + sen 3« -3
cos « sen «
22) sen 2 , J-cos« = tg Y
1-cos2d cas < 2
23) cos &< =~ cos 3 & = tg 2 &
sen 34- sen <
24) cos 3 K + SERN 3 =14+ 2 sen2c.
tos £ - sen «
25) 1 - cos 2« +8EN2xX tg « %
1 + cos 2K< + sen2X '
g - icns®
i "“:‘-?:\ - T / o
- -~ ~ _ -'\“
- \ -/ L S X
-—:‘ o~ _‘—— C l’_‘) \\' - ) ; .? \'—
/.“/- o€ ]
) -z ) *'-—\"/.
—C N O - . . \; h -
( ) )
. & DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 2.



[ curso:

"NIVELACION MATEMATICA 11v

Ejercicios:

1) Pesolver el triédngulo con los elementos dados:
b=t , (=35 §=90°
2) a=3,b=24 , € =5

3)

0]
N
@

[m]

B of
4) =55 ; ¥=190°; b =2
« £

]

£

®
o

5)
6) a =5, b=6,c=7
7 a=5 , b=4,p= 22° (2 soluciones)

8)a=¢6;c=5, §=15° (2 soluciones)

9) a=6;c=7; §= 15°
M) a=3;b==4; Y= 27"32
1) a=6 ; b=7;c=28

2) b=5;c=6 ;A= 42"

3) a=4 ; b=25; §=37°

2) P;oblemas:

1) El1 lado mayor de un terreno triangular mide 1760mts
los otros lados forman éngulos de 46%10¢ y 617201 respectivamen

te conﬂel lado méyor. Calcular el area del terreno.

2) Dos lados de un paralelogramo y el angulo”que for-
man miden: 120 cm, 200 cm vy 100° respectivamente. Determinese

la longitud de la mayor de las diagonales y los otros &ngulos

DEPARTAMENTO OF CAPACI 1l 173,
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CURSO: "NIVELACION MATEMATIGCA II®

‘del paraleldgramo.

3) Los puntos B y C quedan en lados opuestos de .un pan
tano. El punto A es accesible a B y C v gqueda en una orilla
del pantano. Se mide AB = 2000 mts y AC =.3000 mts. y el

X BAC = 30°. cCalcular BE.

k) Encuentre la distancia de A hasta B dada la figura .

siguiente:

10.2

9 DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 174,




CURSO: "NIVELACION MATEMATICA 110 -

Ejercicios: : -

1) Desde el puestodel vigia de un barco que tiene 48 mts
de altura, se observa que el angulo de depresibn de un bote es

de 30°. Hallese la distancia a gque esté del barco.

Resp.: 48 V3.

2) A la distancia de 25.98 mts del pie de una torre el &n-
‘gulo de elevacibn de su cOspide es de 30°. H&allese la.altura

de la torre y la distancia del observador a la clspide.

Resp.: 15 y 30

3) Una escalera de 13,5 mts de longitud 1lega justamente hasta la
parte superior de un muro; si la escalera forma un &ngulo de' 60° con el
muro; héllese la altura de éste y la distancia a &1 del pié de

la escalera.

Resp.: 6.75 y 11.7. - ’

&) El &angulo de elegacibn-de la' parte superior de una
columna vista desde el pié de una torre, que tiene 15 mts de X

altura es de 30°. HAallese la altura de la columna- Resp. 22.5 mts.

5) Para determinar la altura de un puente se procede de

la siguiente manera:

1) Se marcan en el puente dos puntos A y B situados a

una distancia de 40 mts , es decir: AB = 40 mts.

6) Desde A y B se dirigen las visuales a un punto C situa
do verticalmente debajo del puente midiendose los &ngulos de
depresibn ¥ BAC = 42936' y y ABC = 21°28'. iCudl es. la altura
del puente?. |

\—
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CURSO: UNIVELACION MATEMATICA II® )

Funciones trigonométricas

inversas

Debemos recordar que la inversa ceuwm funcién, es una fun

cién si y sb6lo si, esta es biyectiva.

Las funciones seno y coseno son periodicas por lo tanto
no son inyectivas, de manera que no tienen funcifén inversa.
Pero puede obtenerse wuna funcidn biyectiva si restringimes

sus dominios

1) La funcidn:

seno = {(x,y) | y = sen x |

no es biyectiva pero la funcidn

f:{(x,y) ] vy = sen x A x ¢ l: I *n’.] VNS [-l,l]}

. Srairy
;
Y
es biyectiva 1.
:
_"/z i o "T/ r-x -

. 2

] 1
es decir: seno: [-;[_, JL] [—l,q es biyectiva

2 2

Definicidn: (Arco seno)

La funcidn "Arco seno" denotada por arco sen se define

como la inversa de la funcidn seno (definida biyectiva); es

decir:
Arco sen : |[-1,1 - 3, T
) [z
X ——— Yy = arco Sen x
DEPARTAMENTO DE CAPACITACION [ e
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA II®

Observaciodn:

y = arco sen x <=5 x = sen y

Gréfica de la funcidn arco seno:
vy |

’\7/2, -----

|
-1 1 X
]
5
 EJEMPLOS:; '
‘1) Arco sen 1 _ T Pués sen W __._l_;lf_._'e[-.l,_‘—‘_]
' 2 e 6 2 6 2
2) Arco sen (-1) éjﬂl' Pues sen (-EL) S S RTL NP -;Eﬁjl]
2 6 3 2. 6 2 2

~2) La funcidn:
~coseno = { (x,y) | vy = cosx}

no es biyectiva .pero la funcién: .

-
{

'"1}(x,v)| y=cos x ; x¢[0,T] ; ye l'l;l]}

=<

ea'biyectiva

—o| :
/2‘\\;"J | x
S I SR |

----..-.....i
i
' -
|
[}
]
'
-

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA II"

es decir: '
cos: [U, ﬁ] [-1,1] es blyectiva

Definicibdn: (arco coseno) o

| La funcidn "Arco coseno" denotada por arccos se define
como la inversa de la funcién conseno (definida biyectiva)
es decir: | '

-

arco cos: [-1,1) o, W)

x y = arco cos X
e ——— .

Observacibn:

Yy = arc cos8 x < X

L}

cos y

Grafico de la funcién arco coseno:

y

T T T T

R

;1' - 0

EJEMPLDS:

1) arc cos 1 _ W ; pueé coa_T_[_‘._z_l_;_T_f_e [U,'ﬁ.‘]
" .

N
“

'2) arc cos (-1 )

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION | 17e., )




CURSO: "NIVELACION MATEMATICA II" )

3) La funcion:
tangente = { (x;y)’ y = tg x}

no es biyectiva pero la funcidn:

{0y |y = tg x; XQ]-.E: T‘[ P VER ]

2 2
es biyectiva | y4
- . '
]
| ]
1 1
\ |
{ 1 el
-7 | 'W
2 U | 2
| |
|
! {
{
&8s decir:
tg : ]-—L » I [‘ » R -es'biyectiva
2 2

ve .

Defincidn: (arco Tangente)

La funcién "arco tangente" denotada por arc tag. se de

fine como la inversa de la funcién tangente (definida biyecti-
va); es decir: -

arc tg: TR N ]- ., _T_i_[
.2

2

arc tg x

3 Vv

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION ' . 179.




(fCURSO:

"NIVELACION MATEMATICA II®

Observacidn: vy =

Grafico de la funcidn arco

Tangente
\’ A
T
2
o 4*
- ,
2 W
EJEMPLOS: | i
1) Arc tgl = T /4, pues tg 1, __T_f_e]_ L
b 4L 2
2) Demuestre que:
1 1 _ 1
arc th + arc tg ==

o |5
I

-y

=

= o)
&,

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION
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(CU RSO: "NIVELACION MATEMATICA II"

Solucidn:
5eau=arctg—1-_—_) tg 4 =1
2 2
v =arc tg 1 —, tgv=_l_
3 3
i .1
t 2 3 3 2 5
tg(u+v) = tou + tov = = * =2 =1
1 - tgutgv 1 - 1 65 - 1 5
6
_... tog(u+v) =1 =» ey = [
. 4
1,
.. arctg -];, + arc tg i = -
2 3 4
3) Calcular:
cos (arc sen (-5/13)} - '
, .
> f
% DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 181.
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA IIV

Soluciodn:

arc sen (-5/13)= x =y BEN X_ -5
’ ‘ 13

-

,qﬂ- cos x = 2 C13 5 © X € IV cuadrante

‘ 12
4) -Calcular:

-

Sen (arc cos 1 ) -
' 2

gea arc cos -1- =.X —yCO0S x=-;—; x ¢ T cuadrante
-2 R '

.. SERn x _ V3 2

S——

2.

3

5) Calcular: -

"

cos (arc cos(-_ 5 ) + arc sen (" ']5))

~V " A ~v -
u v \
Solucidn:
-1 -1 -
Sea u = arc cns(——)::a cos u =(—§ ) u € Il cuad.
1y . _ '
vV = arc sen(gf) = sEnv=~G=J, v € IV cuad.
3 .

cos (u+v)s CcOS U COS v - Sen u sen v

@ - DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 182,




(CURSO-: "WIVELACION MATEMATICA II® ' '

1
E[\/?-2-\/?] .

14
ECUACIONES x

Sean E (x) v E 5 (%) expr251ones trigonométricas del 4ngulo X en
tonces la 1gualdad E (xi) EZ(X) S und ecuacidn si y solo si,
no es una idgntldqg. L
El conjunto solucidn de la ecuacién E (x) = E (x) es el

'cnnJunto de elementos para . lus cuales se cumple qué E (x) =

(x)

Los elementos del ‘conjunto solucidn de Eﬂ(x) EE(X) que

pertenecen al intervalo [U 2w [. constltuyen un conjunto que
_ llamaremos conJunto solucann bisica de la ecuacidn y 1la denota
mos por S. '

L

S = {xlf (0 = £, 0 axe o2 ]

EJEMPLOS:

(1) Encontrar la solucidn basica de:
Sen x = cos x  fcos x.

[}
b

tg x

- X no, 5T

-

.~.5={x[ Sen x = oS x A xe[[],2£}

S={x, 57
: 4 4 }
. DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 83,
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CURSO:

"NIVELACION MATEMATICA Ii"
(2) Determihar la solucién béisica. ¥
L cos x sen x + 2 sen x - 2-cos x - y= 0
2 sen x - (2cos x + 1) - (2 cos x+ 1) = 0O R
(2'sen_x -l)n(2,cos,x;+ 1 = 0 « \
e 2 sen x =1 =10
(2 sen ~1)(2 cos x + 1) = 0<» v
V 2 cos x + 1=0-_.
- : 1
1) 2sen x -1 =0 = sen x = —
2
Sl=-{lT—.' 5Tr¥} . 7.
- ‘. 6 6 o,
1
2) 2cos x+ 1=0 = cos x = ~-—
2 _ -
S =27 4
2 {54 )
§ = 5§ Us, {T 2n, 57, 4T '}“
6 3 '
3) Determihar la solucidn bésica de:
4 éenzx + Bsenx + 3 = D
(2 sen x)2+ 4L (2senx) + 3 =0
(2 sen x + 1) (2sen x + 3) = 0
( ,
. - . 2sen x + 1 =20
(2 sen x +1) (2senx+3)=0.<=> v
2sen x + 3 =20
.
DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 184. )
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"NIVLLACIUN MAITLMATILCA 11"
(1) 2 sen x + 1=0 => sen x _-1
2
5, = 70, 11 @ A
17 |
6 6
(2) 2sen x+ 3 =0 = senx= -3 (=><.___)
5 -
2 J
7%, 11T
‘5=51“52='{6 s}
L) Determinar la solucidn bésica de:
2 2 .
COS x - sen“x + cos x + 1 = 0
CDS?x - (1~ coszx) + cos x + 1 =20 | -
5 .
2 cos®y 4, gcos x =0
k cos x = 0
cos x (2 cos x + 1) = 0 < v
2cos x + 1 =0
1) cos x = 0 = x_ 0 , 30 ____>S]=)l\—\,37§
2 2 2 2
2) 2cos x + 1=0 =>cos x = -2
2
=2x _ 20, 4w
3 3
= 2% 4T
[ AL
3 3

DEPARTAMENTO BE CAPACITACION
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(CURSO: "NIVELACIDN MATEMATICA II"

Ecuaciones con funciones trigonométricas

inversas
1) arc cos (2x2 + x) = arc sen 1
., arc cos (2x2 +  x) _ O
. __ 2
¢« COS é% = 2xg+x = 2x2+ x = 0
= x(2x + 1) =0

*. 8= {D’.'l }

N

-—

2) arc tgX® + -arc tg (1 + x2) = M
' ' 4

T Ty

&= arc tg X° = tg o = x2
Sea
= arc tg(1+x2) =) tg A = 14x%
. tg ( a + B ) = I -
4 .
Vo g x + tg B
l-tg - tg P 4
(a2 DEPARTAMENTO DE CAPACITACION e




r(ZURSO: "NTVELAGCION MATCMATICA 11"
- e Shm—
2 2 :
X ; (1+ x2) =1 .5 x2+(]$x2) =1 - x2(1+x2)
J=x" (1 + x%) ’ '
= xl*+ 3x2 =0
+x2(x%+3) = 0
=;>x2= 0 v x2+ 3 = 0 R
=>x = 0 v x2 + 3 =0
=5 = {0}
3) 2 arc sent + arccos t =T
, o
... - (&= arc sent .= sen K =t 4 nos & = 1-1
sea 5
p= arc cost = cos 3 =t . sen p = 1-1%
.sen (24 + P ) =sen T
".sen 2 dacos B+ cos 2 K sen P =0

2 sen & cos @« cos P + (|:052(X~ sen’ & ) sen A =0

2 sen X cos & cos P +(1 - 2sen2 a ) sen B

=0
2t\/]-t2 .t+(1-2-t2)- ”1'132 = 0
1-t2 a2+ 102 ] - o
~ANV1-t2 - o
1-t2 = 0 i
.t = 1 ]
5= {-1,1]
Gy DEPARTAMENTO DE CAPACIT
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( CURSO: ' wNIVELACION MATEMATICA II® - ]

Ejercicios: -

Resolver las siguientes ecuaciones:

1) Cos 2x + senX - 1 =D 2
z .
2) Senx_Secx-Zsenx=U

2
3) 3Sen x + 5senx - 2 =10

4) Secx - tgx - cosecx + cotgx = 0 g

2 . .
5) tg x - tgx =0

2 2 2
6) Senx + sec x = 1 + sen x + tg x

2 2 . ,
7) 4 cos x cosecx + 8cos x - 3 cosecx - 6 =0 -

8) tgx_ = sen2x

2
9) Cos2x = cos X

10)Sen 3x + senx = O

11) Sen 11x senkx + sen5x sen2x = 0
12) Sen2x + cos2x = V2 senx

2 2
13)2 sen 3x + sen bx = 2

14) Sen2 6 cos® + sen2958n6.+00529 sen ®- cos26cos6e=0

2
15) Sen2x cotgx - sec X = a

2

kol

A
gniiea,
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( CURSO:; "NIVELAC1ON MATEMATICA II™

Ljerciciug:

Demusbrar Jos siguientes ddeolidades:
1) arc tgx + arc tgy = arctg =——Y
1T - xy
VX o+ 1
2) arc sec————— = arccotgx ; x>0
3) arc sen x + arc seny =arcsen (x v1-y2 + yJ1 - x2)
L) arc cosx + arccosy = arccos (xy- vé_tf;;-d1 - y2)
b 1
53 arc tg — - arc tg 1 = arc tg —
3 7
6) 2 arc tg-% + arc tg 1 = arc tg 22
L
43
X a - X
7) 2 arc tg 7 = arc cos Gzr:f;j)

8) arc cosx = 2 arc sen qug_ 4
2

@} DEPARTAMENTO DE CAPACITACION
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CURSO: - | "NTUFI ACTNN MATEMATICA TT°®

Ejercicios:

Resolver las siguientes ecuaciones:

1) arc sen 2 4+ arc sen 124 = I
X 2
2) arc cotg (x-1) - arccotg(x+1) = 1
: 12
e 2 T
3) arctg ( ) + arc tg( )= 1
x-1 x+1
20

4) arc tgx + 2 arc cotgx = ——
3

5) arc tg(x+1) - arc tg(x-1) = arc cotg?2

"6)arc senx - arc cosx = arc sen(3x -2)

2

7) arc cotg( 2 =1y . arctg ( Zﬁ( ) = =47 —
‘ 2 x x -1 3
8) arc cosx + 2arcsen1 =W
9) arc tg2x + arc tg3x = AL
. | 4 3

10) arc senx + arc sen2x = 1N b

3
« watprete,
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA II" .

Definicidn: (N2 cumplejo)

NUMECROS  COMPLEJOS

[P —

meros reales (a,b) gue se representa en la forma a+bi siendo-

i la unidad imaginaria definida por las ecuaciones i = V-1;

i2

Definicidn: (Conj. de ndmerus complejos)

Se 1lama "nimero complejo" a una pareja ordenada de nG- P

= -]

Observaciones:

€ = [ atb; | a,b r)

1)
2)

3

2ropiedades:

S5i a=0 entonces D+bi=nhi es un imaginario puro.

Si b=0 entonces a-;-Di = a8 € IR,

Los nOmeros complejos a+bi Y a-bi se llaman complejos
conjugados.

1) Igualdad:

2)

(a,b) = (c,d) < (a=c A.b=d)

Adicidn:
Sean'21= (a,b) y 22= (c,d) Entuonces:

Zl+22= (a,b) +(c,d) = (a+c,b+d)
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CURSDO:

3)

4)

Multiplicacién:

Sea Z,=

1 z

2 En

(a,b) vy = (c,d).

le

(a,b)(c,d) (ac-bd, a

2:

Multiplicacidn por un escalar:

Sean” Z= (a,b) A @€ R Entonce

4Z= & (a,b) = (& a, & b)

Definicidn:

(1) €1 Nimero complejo (1,0) se

(@) El Ndmero complejo (0,1) se

2)

Forma candnica o rectangular de

"NIVELACION MATEMATICA II"

e e mme . e hmm——— e t————es . Seaews im i . $m Smee Sem S -

ee e e mwis - e mse memanmeme e s S ce s ey

ERlER

tonces:

d +bc)

s

1o llama unidad real

le llama unidad imaginaria

un Nimero Complejo:

1)

L]

(a,b) a + b,

Demostracidn:

(a,b) = (a,o0) + (o,b)
= a(l,0)+ b(0,1)
Z =z-a .l + b .1
7 = a + bi

a la inversa:
a+bi= a(l,0) + b(0,1)= (a,o

Demostraremos la equivalencia}

. 2
1 =

(-1,0)

Demostramos la equivalencia:

)+ (o,bh) = (a,b)
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(CURSO: "NIVELACION MATEMATICA II

Demostracidn: Como i (0;1) entonces:

2

i~= (0,1)(0,1) = (0-0 - 1-1, D;l + 1:0)°

Divisidn de Nos. comple jos:

,7:h; ='(§,b) _a+hy } a+by . c-d,
e (c,d) crds  ced. c-d
1 i i
y _ ac - dai + bci + bd
c2 + dz
~ ac + bd + (bc - ad)
7o 1
cz+ d2
[ bd bc. - ad :
v, =SB 30 i
c2 + d 2 c2 + d 2
Médulo de un N2 Complejo
Definitién: Sea Z =(a,b)  z€T ; a,b €
. 2. .2
entonces |Z} = b (a,b) 1 = a+bil = a +b” es
ademés: |a + bil = 0= (a=0 A b = 0)
EJEMPLUS:
1) Z = (3,4); entonces |21 = \’32+h2 =

2) entonces | Z |

1+2i;

L

1,0)

el "médulo de 27,
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(CURSO: "NIVELACION MATEMATIGA II®

3) Z = 1-2i; entonces [z| = 144 = vV 5

Forma trigonométrica o polar de un NQ complejo

vV A

P(r,e )
P(x,y)

o )

'

Recordemos que:

X

r-cos 8 A y = r.gen 6
Por lo tanto el NO© Complejo Z=(x,y)= x + iy
se puede escribir como:

X +1iy = r cos 8 + 1 r sen B

x+ 1.y =7 [cos B + i.sen B]

1]

donde r (mddulo de Z) esta dado por:

r =|x+ iy | = x2 + y2
sen @ _ y ; cos & _ X vr
T T
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA II®

Observacitén: )

1) Al éngulo B lo llmaremos &ngulo de Z = x + iy y esta medi

do en grados o radianes. T

2) Llamaremos a: "X+i-y " forma rectangular o canbnica de Z

3) Liamaremos a: 1 [cos 8 + i sen B] forma trigunométrica
o polar de Z.

4) En general:

Z= X+iy = r [cos (B + 26W ) + i sen (8B+ ZHJT)] ke Z
EJEMPLO:

1) Escribir Z = -1 - 3V3 en forma trigonométrica.

Solucidn: . '

r = V(-l)2+(- \f';)z = V1+3 = Vb4 = 2
oot 1.(:;

sen B _-__-\/3"' cos8 _ -1

A

-¢?

como B8 € III cuadrante; entonces B = 240°
R R VvV 3i=2 (cos240° + 1 sen 2409)

o bien -1 - 3.y 3= 2 (cos 4ii  + i sen 4W )
3 3

-

2) Expresar Z = 2(cos 150° 4+ i sen 150°) en forma rectangular:
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(CURS(l: "NIVELACION MATEMATICA II"

- ‘ 1
Solucién: cos 150° = cos (180%-30%)= -cos 30%- - /3
R ———— . . 2
sen 150° = sen (180°-30°)= sen 30%= 2
2
entonces: Z = 2(cos 150° + i sen 1500)

z = 2(_%\/3 + 1)

Teorema:

Sean Z

; 'rl,[cos B, + 1 sen Bl] . : ¥\\

Ty [cus 82 + 1 sen 82] ; entonces:

2
242, = T4T, [ cos(Bl+82)+ i sen (B1 + BZ)]

Demostraciodn:

Z,2,= )T [cos 8, cos By - sen 8, sen 8, + i(sen 8, cos 8,

+ sen 82 cos Bl )]
/o =170, [cos(Bl+82) + i sen (81,+ 92)]"
Teorema:

Si = r_[cos B + i sen B] entonces

1

ey [cns (-8) + i sen (—B)']

N,_\ N
[}

Demostraciodn:

1 1 _ 1 ,cosB - i sen B

r cos B+i sen 8 r [EosB+i senQ] cos8 - i sen 8
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( CURSO: "NIVELACION MATEMATICA II®

, 1 . cosB E 1 Seg 8 = 1 (CosB - isenB)'
Z r(cos"B+sen“8) . T )
1_12 [cos (-8) + i sen (—B)]

Z T

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION

Teorema: »5ean Zl =T [cos Bl + i.sen El] y
ZZ = r2 [cus 82 + 1-sEn 82] entonces:

‘z1 I‘,l .

T, '[‘3”5(91"92)* Se“(sl"ez)]'

2 2 . .
Demostracidn: -
YA r, (cos B,+ i sen B8)) T . 1
R | 1 _ 1 - _:l.(cuse?1+isen91) :
22 T, (cos 82+ i sen 825 T, Busez+i15m162
Zl T [(coé B,+i sen B,)(cos(-B,)+ i sen (-B8.))
- = 1 1 2 2
22 r2 . . )
Z r ' : '
IR | [cos(81-92)+ i sen (B, - 92)]
Z, 1

De la férmula del producto se tiene que si Zi = 22 v
ry=T, =T ; 91 = 92'= © entonces: ;

2 » e ” .
¢ = {r [(cusB+isen B%} =r [cos 28 + i sen 29] /.2
“‘»
%@? 196.
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(CURSO: "NIVELACION MATEMATICA II®

Z = [r (cosB + i sen B) ]3 = r3 [cos 38 +i sen 38]

El siguiente resultado gerneral se obtiene por induccidn
matemdtica.

Teoremé: A/At/‘
Teo;ema de De Mpivre, si M€ Z ; ent&hées:
" = {r [cosB+i sen B]}n = " [cus ng + i sen nB]
EJEMPLO:
AExpresar ( V/E;i)a en la forma X+iy

Solucién: | D

\/3; i = r (cos B +il;en 8) |
r =\/(,‘ ﬁ)2+ IT =“ \/T”= 2
cos B _ \/3\ A senB _ 1

2 I
.8 = W 6 8 = 30°

B
(~/§}i)5_ B [CDSB N +i sen 8. W ] =256 .
= - - = [Ens AT + jsen by ]
6. 6 . . 3 3
(V3 v )% 26 [L1 3 V3 - -128 -1-128 V3
2

2
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA II®
Teorema: i
Un N9 complejo no cero Z = r [cos B + 1 sen B] tiene
para cualquier entero positivo n, precisamente n rafices n -
ésimas distintas y estas se obtienen de la expresibn:
NV "o [cos(—————B +n2H'lT. )+ i sen (-——-———-—-E "'nz_H"“ )]
Para k = 0,1,2......, (n-1)
EJEMPLL‘J:: Detérminar las raices cGbicas de -1.
Sulucién:
-1 = cos 180° + i sen 180°
-V 2. 02 -
3 — 3 180° + 2k.TT 180%2 k 1 \
\/-l= \/‘l"[cns‘( 5 ) +1sen( )
3 ) “
k=D=>\/-1=c:osElJ°+isenGD°=i \/
‘ 2 2 -
k =1= \/ -1.= cos 180° + sen 1809 = -1
k =2 = \/-1 = cos 300°+ 1 sen 3000 =31 _ i»V 3,‘
2 2
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CURSO: - sNIVELACION MATEMATICA II®

~T

Ejerciciné:“ | Co-

1) Expresar en forma trigonométrica:

a) 1+i = (1,1)  (b) -2-2ik€2,-2) (&) -V3+i=(-V3,1)

2) Expresar: 2[?0521ﬂlisen21ﬂﬂ en la forma rectangular: a+bi

3) Demostrar gue: (1+1v3)™ 10 = 27171 V3 1)

i

L) Encuntfar si Z =3 (cush5°+isen45°)

Z,

5) Dividir: [12(cos 52°+isen52°)J : [4(cos 7°+isen7q)J

6) Encontrar el valor de las siguientes expresiones en la for-

ma rectangular a+bi , transforméandolas primeramente a forma

polar.

' 2
1)‘. (14’1) .

'. 2’
2)[-1 + i 343]

L2 2

3

EPREE .
L2 2 .

7) Use el ‘Teorema de De-Moivre en los siguientes cédlculos. Es
criba la respuesta en la forma a+bi.

1y (VZ cis 10°)8
2y (4 cis 159)°
3) (- \/_3+i)" (1+ 13 V/_3)3 -

L) (141)7°

199.
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CURSO: "NIVELAGCION MATEMATICA II®

5) (1-1-¥3)>(1-1)"2 o
(1+i)[*' (V3+i)~°

8) Encuentre las raices n-ésimas gue se indican, grafiguelas.
en el plano complejo. &éQué puede observar?.
1)‘Raices sextas de Z = 8 cis 60°
2) Rafces cuartas de Z = 16 cis 90°.
3) Raices clbicas de Z = 1 + i V3 |
4) Raices clObicas de Z = 8
5) Raices sextas de Z = i
6) Raices novenas de Z = -1+1
“7) Rafces cuartas de Z = 3 + 3 i V3
9) Resuleva las siguientes ecuaciones:
1) X + 27 =0 |
2) X° + 32 =0 §
3 xfi1 =0
4) X + 1251 = D
5y X + 1 =0
Tx
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( CURSO: "NIVELACION MATEMATICA II®

VECTORES

Definicion: (Vectores)

Se llama "vector" en el espacio IR®> a un trio ordena

do de ndmeros reales (X1,X2,X3) y se denota por X es decir:

X = (X, X, yX3)
. Un vector en el plano IR2  es un par ordenado
Y = (Y1,Y2).

- Igualdad de Vectores:

Sean X , Y IR® tales que:

>4

(X1,X X3) : ¥V = (Y1,Y2,Y3) entonces:

2’

X =V E(X, =Yy Xy =Yy, X3 = ¥3)

Definicidn: (Componentes.de un vector)

Sea X = (X1,X2,X3) un vector de [R?; los numeros rea-
les X1, Xé.y X3 se llaman las componentes del vector X.

Definician: (Suma de vectores)

Sean X = (X1,X2,X3) i Y = (Y1,Y2,Y3) entnnces;

X +V = (Xg#Y 4, Xo#¥s, Xgt¥s)

Propiedades:

1 X+eV=vVa+X vxX, V
oy DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 201.
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~ e ™
CURSO: "NIVELACION MATEMATICA II"
2) (X+Y)+-Z=—>.(’+(“Y°+Z)’ \V/R’,V,-{
3) X+0=%X vX (0 se llama vector nulo)
4) X+ (-X) =1
Definicidn: (Multiplicacién escalar)
Si X ‘es un vector y Xd€IR : entonces:
AX = & (X3,%X5,X5) = (& Xy, &X,, & X3)
Propiedades:
"~ 'Sean X , Y vectores y «, P€ IR entonces:
1) 1-X =X
2) x(BX) = (a P) X. .
3) (g+ P )X =0o0X +p%X
L) (X + V) =aX + &V
Interpretacidn Geométrica de .1 Vector:
.......... X= (X.,X%X,)
]
]
|
[
i
!
x’]
ol -
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(CURSO: "NIVELACION MATEMATICA II®

Definicién: (Vector Geométrica)

Un vector geométrico XV es un segmento de recta que
une X con Y. Se dice que X es el punto inicial del vector eV

el punto final.

. Ademas:

|
|

= (Y

>
<
[
<
i
>

1,Y2,Y3)-(X1,X2,X3)

(Y =XV p=X5, V5=X3)

Si X es un punto de IR? con coordenadas (X1,X2) eY es
un punto de coordenadas (Y1,Y2) entonces XV es el vector si-

guiente:

>
N N
| !

]
. !
1 |
1 i 1
' 1
! |
- '
|
S
1
U

X ———
-

Definicidn: (Equivalencia de vectores)

. i X = (X1,X2,X3) 7 Y o= (Y1;:2’Yli ;) L = (21422,23) y
W = (w1,wz,w3) son los extremos de XY y ZW respectivamente,en

tonces:
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA II"

- —> i
XY 0 ZW &= (V=X =l =2, ) Vp=Xp=lly=Zy ,Vy-Xy=lig-Z5)
—_—

—
es decir : XYNZU(:)Y-X = W-2Z

Representacion Geométrica de la Adicién de Vectores en el planao:

Representacién Geométrica de la Substraccién de Vectores en el

Plano:

- - .
Y 7\

\
\\ R - —
\ Z=X-Y
\\ — - —
5(’ DZ = X - Y

/7 -
//
0 A —
s /
Vg /
’ /
7/
// _'// )
/ Z,,’
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( CURSO: | "NIVELACION MATEMATICA II®

Definicidn: (Producto escalar o producto punto)

= (Y
1
Y

Sean X = (X1,XZ,X3) ;
denotado por X-Y al pro

producto escalar de los vectores

Y ,Y2,Y3) se define el .
-

X e
ductao:

XY = X,V

1 + X, ¥, + X,V

1 22 3°3

. Observacidn:

El producto escalar de dos vectores es un escalar y no
un vector.

"Propiedades:

1) XV =7X

2) X-(V+ ) =XV +X7T
3) TRV = (DT

4y X-X>0 ssf X#0

5) ‘_X.-')_(.=U ssi X =10

’ Teorema:

. — —
Sean X ;3 Y vectores entonces:

—

(- € (KX -7

llamada desigualdad de "Cauchy - Schuwartz®.
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(CURSO:

. ee mmeimmensec e o - et b e mmebe e e e

"NIVEILACION MATEMATICA II"

Definicidn: (Norma de un vector)

Sea X un vector,su "longitud o norma" denotada
— .
1% " estd dada por:
X1 = (X-X)

Observacidn:

—

1) 5i X € IR? tal que X = (X1,X2) entonces:

X1 ‘ :
= X, + X2

2) 5i X ¢ R’ tal gque X = (X1,X2,X3) entonces:

- 2 2 2
X i =\/x,1 * Xy o+ Xy ,

Propiedades:

(3}

Sea X vector y o ¢ IR entonces:

1) "lli H»0 ssi —f#-flv

2) WXu=0 ssi X =

ol

3) llo('ic"ll = -0 X

Observaciodn:

La desigualdad de
como:

-

- - 2 2 2
(X-¥) < uxu . oy

por

Cauchy - Schwartz se puede expresar

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION
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(CURSO:  "NIVELACION MATEMATICA II®

o bien:

LXY] < [IxI 0] v

Teorema:

-

_SéanAX , Y vectores entonces:
X+ Y [IL[IX |+ []V]]
llamada desigualdad triangular.

Demostracidn: . -

o~ 2 -~ ., 2
s[IX]] +2X-V] +]|V]]
' 2 - - - .2
sHXTE +2 [IXT ]IV + 1]V

w

; — - 2

S X+ 1Y)

o X v e IS+ Y
ﬂefiniciﬁn:‘

ot .

Dos vectores X e Y son perpendiculares si y sélo si

Dbservacion:

X e V son perpendiculares si y'sﬁlo si:

- — 2 — 2 —_ 2
WX + VIO = uX 0 + oy
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(fCURSU:

"NIVELACION MATEMATICA IIM

Interpretacion Geométrica del Producto Escalar:

-5

Se

donde A&V es la proyccibn de

lar para expresar

Sean X e Y dos vectores gue forman un angulo & tal
gue 0 <68 <m/2.
7 /X
B ———— —
oy v
7 es perpendicular con v

tiene que:

% sobre V,usando el producto esca
X

’ b 3
& en funcion de e Y, se tiene:

(o V+2Z) ¥V = XV
V-V + 7:V = X.V
pero 7Y =0 Pues Z L1V
.. a¥-¥ = X-V
(o XY XY
V-V s
T
ke & DEPARTAMENTO DE CAPACITACION i,




(CURSO : "NIVELACION MATEMATICA IIV

Por otro lado se tiene que:

v nyn x nvi
Cos 6 = — 1OV X _:/ _ >
nxu 4 XN Iy X1
luego Cos 0 = X;Y ' “Z“ = e >
ny nZ - onxu wxn - v
o bién . . N R
XY = uXn . Wvyl Cos @

De aqui que si ©= 90°=—3Cos 6H=0
(X eV son perpendiculares):
Luego: X-V =0 &= X1V

1

Definicidn: (Vectores unitarios)

Se llaman vectores unitarios, designados por §f, 3, k

a8 los siguientes vectores:

~

f=(,0,00; §=¢(0,1,00 ; K=1(0,0,1
Teorema:

Todo vector X = (X,, X5, X3) € R’ se puede expresar

como:

Definicidn: (Producto vectorial o producto Cruz)

Sean X = (X,,X5,X5) & v =(¥,,Y,,Y;) dos vectores de IR’.

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 209.0 p




— b o m— — ———

o emmrmam

——— -

"NIVELACION MATEMATICA II"

Ceumse: T

El pruducto vectorial de los vectores XeV que denotaremos

par X x Y se define como:

|8

T 5§ % 7
'3 vV = {
X x Vo= | X, Xo Xy S K
Y1 Y2 Y3
o bién: X x Y = (X2Y3-X3Y2,§3Y1-X1Y3,X1Y2-X2Y1),
Propiedad:
Para todo vector X , Y , Z € R* y para todo g €R ,
se tiene gue:
1) - XxV=-(YxX) ~
2) X x(V ¢+ 2) =X x¥+XxZ*%"
3) a(X x V) = (aX) x V -
4) (X xV) =0 o )
5) V(X xV) =0
- - '-2';- 2 ..-_2
6) WX x VI = X\ Ny 1= (X-V) -
7) XxV=0 2> X=a&Y was= 0
(X e Y san vectores paralelos)
Observacién:
1) De la definicibén se tiene que: "
$xjek ; Fxk=1 ;5 kxi=13}
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA II"
- - 2 —_ 2 —— 2 - . 2
Como : X x ¥y = pxi Wy 1 - (X Y)
entonces:
- — -~ _— — - 2 2
KX x ¥0°= 0x 02 uvan® - yx 02 0w 0’ cose
- 2 2 2 2 2
'/ = X - hyuw - uxth NYWw (1-cosd)
- 2 a2 2 T
/. = X1 f¥Yit Sen 6
Luego: ’
WX x YU = uXn pVu Ssen g

-

X x ¥V puede interpretarse como el &rea de un paralelbgramo

cuyos lados son: X e VY, es decir:

td dado por:

Entonces, podemos decir que la longitud o norma de

-

/6

Definicion: (Vector unitario)
El vector unitarioc X en la direccibn del vector X es-

Obs.: nXu = 1
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA IIv
-~ -~ 2 -~ 2 . 2 - .2
Como : X x Y = nxi Ny 1 - (X Y)
entonces:
- Py . . 2 - e 2 2
IX x V052 ux 12 uvn® - 0 0y 1° coso
- 2 2. 2 2 2
/ = )Xt - NyYyuy -~ uX# jyw (1-cos@)
—_- 2 - 2 2 T
7. = X1 WY Sen 6
Luego: ‘
WX x ¥4 = uXn pV¥u Sen p

|

-

Entonces, podemos decir que la longitud o norma de

X x YV puede interpretarse como el &rea de un paralelbgramo

cuyos lados son: X e VY, es decir:

td dado por:

e e = - e e e e e ——,

Definicibn: (Vector unitario)

El vector unitario X en la direccibn del vector X es-

% - X Obs. : nku = 1
X
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('CURso:

"NIVELACION MATEMATICA II®

' men del

el area
1)

rial, tenemos:

Observacidn:

S8i combinamos el producto escalar y el producto vecto

(2}

. —

Este producto doble, puede interpretarse como el volu

paralelelipedo determinado por X , Y, 7 . En efecto,

de la base es #X x V! y la altura es )Z] Cos 4) .
S et eda e bt 4
- "‘ "’ ,I
z2 .--7 T
r - e e e o e e - -'-' s
/ / 4
’ ‘ /
. / ,l ..
. / P l'
Hzlicos g~/ oS M .
/ ’.r"
/ -
N
X.
(X x V):Z=0XxV¥h- uzy cos ¢
Ejercicios:
Demaostrar que:
XxV)-ZT=(xDX=(Z xRV i
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CURSO: ' C "NIVELAGCION MATLMATICA 110

2) Demastrar que:

(X -V ¢ (XX

-y

Y)

Demostracidn:

§i X e Y son nulos la desigualdad esvalida.

- e
Si X e Y son ambos vectores no nulos y si considera-

7 =&X - PY donde

= 7-7 4 {5:?.?

y como 7.7 30 entonces:
77=(aX - P(xX - pAY) >0

XX -2 6 PX-V) + B(V-V) 30

Como Y:-V¥ >0 entonces:
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GURSO:' | - —

"NIVELACION MATEMATICA II®

Ejercicias:

1) Calcule la norma de cada uno de los vectores:

y

1) ’\71 = (-1,7)
2) VU, = (-8,7,4)
3) Vg = (3,4,5)

3
2) Sean U = (1,-3,2) ; V= (1,1,0) y U= (2,2,-4)
Determine:
J)}lﬁ + Ul
2) 1 i+ VIl
3) h-2af+ 2nall
1 -
4) —m— -
fwl
1 -
5)||—=— ‘W
a w i I

3) 51V = (1,1,1) Hallese U vy 0UMl

4) Calculé T -V si: ' -

T =(1,-3,7) ; V= (8,-2,-2)
U= (-7,-3) y V=(0,1)
- Calcule ademéds el angulo 6 entre G y V.

5) Si U =(1,2) ; U= (4,-2) y U = (6,0)

oo Determine:

10 - (7V + W)

<
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"NIVELACION MATEMATICA II®

2) |7 |-cv-uw)

6) Demostrar que:

=2 |l 2 1VUE

HlT+ T 1T -T°

2) V= 2T+ v0° - LyT v’

cl

|

~~

N
] .
-
W
L

7) Sean
V = (0,1,7)
W= (1,4,5)
Calcule:
1) Vox U

2) T x (V - 2u)

8) Determine un vector que sea ortogonal a U y'v simultanea-

"mente siendo:

T=(-7,3,1) y V= (2,0,u4)

u =
9) Encuentre el A&rea del Jay determinado por 1los puntos
P1(2,?,.0) . Pz-(-1,q,2) y P35 (0,4,3)
10) Demostrar la Igualdad de Lagrange:
o+ v =i pvil® - @’
DEPARTAMENTO DE CAPACITACION ‘
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(CURSO: "NIVELACION MATEMATICA III®
LIMITES
Nocidn Intuitiva de Limite:

Sea f wna funcién real definida de la siguiente manera:

fF {1 R——— R ; f(x) = 2x+1

Estudiemos f(x) para valores de x cercanos a 1.

x | 0.7 0.8 0.9 (1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5

f(x) I 2.4 2.6 2.8 3 3.2 3.4. 3.6 3.8 4
De la tabla podemos decir que a medida que los valores de x
- tienden al valor 1; los velores de f(x) tienden al valor 3, y
“.o+vnsecribimos:
f(x) ————» 3 cuando X ——— 1 o bién:

lim f(x) = 3 donde f(x) = 2x+1

x—1 '

Ahora bién puede ocurrir que la funcibn no esté defini
da en un punto determinado, y sin embargo podemos .estudiar los -~
valores de f(x) cuando x tiendan a ese punto, tal es el caso
de la funcibn: -

2

f:IR-{0} — IR m f(x) = X *X

. X

x| -0.3 -0.2 -0.1 [0] 0.1 0.2 0.3
GO I 0.7 0.8 0.9 1.1 1.2 13
De manera que:

5% DEPARTAMENTO DE CAPAITACION 219. -
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CURSO: "NIVELACION MATCMATICA II1I0 \

f(x) —— 1 cuando x—0 _ y
) Fo

Definicidn: (Limite) /’ - 2 - -

Dados una funcibn real f ; xg 1 L € [R, decimos que el

"Limite de f(x) cuando x tiende a x_es L", si:

Ve>o ;€ elr existe J >0 : J}IR tal que:

0 le—xulccf-—@ |F(x) -1L]|<«E€

-~ Observacidn:

1) La definicibn anterior se puede abreviar:'
i) 1lim f(x) =L il , —
X X -
i1) f(x) —— L cuando x —x 6
iii) x —— X, = f(x) — L
2) " Recordemos que:
\x-xé\(crw(g -J(x—;<D<J
& x0 - sz < xD + J-v
T : xul d xni ”xul d
3) Ademés : Di<|x-x0| significa que x no pued; ser igual

a x L
o
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"NIVELACION MATEMATICA III"

4) An&dlogamente a (2) se tiene que:

\F(x) - L]<¢<€ &= -€ cf(x) - L ¢E

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION

> L -€<f(x) ¢ L+ E
5) Grafibando la situacian: '
. . Y“ '\\\
\.)'i;i
L+E€} )
L
L-€
X
Ej.:
1) Si f(x) = 2x+3 comprobar que: 1lim f(x) =
x-~»1
Salucidn:
|F(x) = L| =|2x+3-5| = |2x-2) = 2|x-11<E
. Luego: YE>D existe J>_D tal que: ’
0 x-1)e § = \Fix) - 5] <€
donde J = 572
L, lim f(x) =5
X —»1
{
2) Demostrar que lim (x2-3) = 1
' X—>2
- Solucion:
IFCx)-L | = | x2=3-1) = | x2-4] = |x-2] | x+2]




(CURSO: "NIVELACION MATEMATICA III"

Si x —— 2 — |x-2] ¢ d
| = 2 - J<x £ 2 + J
— 1¢x¢3 (5id<)
=3 -5<3<¢x+2<45
== [x+2] <5
Luego: |f(x) - L| = |x-2| |x+2| ¢« 5¢
'Luegu: VE>a existe J>n tal que:
0¢[x-2]¢d =—= [f(x) - L]<E
donde € =5§ —= d = &/5

luego: lim f(x) = 1
_ X2

Definicifn: (Limites laterales)
1) Si pare cualquier £€>0 dado , 35)0 tal que:

0 <xu - x <J == f(x) - L1|<£ entonces

"L1 es el limite por la izquierda de f(x) cuando x tiende axg

y se denota por:

lim f(x) = Ll
x—+x;

2) Si para cualquier € >0 ; 3d%0 tal que:

0 < X=X < d = | F(x) - L2\<E; entonces:

se denota por:

lim+f(x) = L2
X-—»XD _ -

"L2 es el limite por la derecha de f(x) cuando x tiende a xg, y

o) DEPARTAMENTO DE CAPACITACION || =2z0.
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CURSO:

 "NIVELACION MATEMATICA III"

o e

Observacién:

1)

La desigualdad 0« X, = x<

. '
que aEIU]. los valores de x se I‘EStrlngEF/a ValDI‘EU\ menores que XD, ‘

ademds f(x) puede o no estar deflnlq;/para X X o'~

2) La desigualdad:

do que aqui los valores de x se fFestringen a valuﬂps mayures/que

Xgs ademas f(x) puede o no estar definida para x<£

3) Para que exista lim f(#)
X—+X -
’ . o, "
existan lim f(x) vy
X = X X~ X
o : o
Ej.-:

Sea la funcitn f def;pdda camg:

0<x - x ¢ d &= D<><<x + J
- o,

llmif(x) 'x que sggg,rﬁuales.

J-¢=$ iﬂ =\J;x <xD ; de modo

de ﬁo
x .

es necesario y/ suficientefque

x + 1 §i x>0
f(x) = /
x2 /’Si x <D -
! !
‘ >
0 ’ X
Entonces:
1im fgx) = 0
X-—DD N ] //
== lim f(x) # 1i f(x)
x-»0 -vU
lim f(x) = 1
x—rD

Luego lim f(x) no existe
x— 0

g§S§

y
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CURSO: - "NIVELACION MATEMATICA 1II®

o It
- o e e mn et e = s ciemmt e eeems e me i+ e b e e ey S S mimyg R = e o e & e cree mme A e e e v e o-—.——-\

supdngase que existe h tal que:

Teorema: (Limite de una constante)

Si f(x) = C ; C€IR entonces:

lim f{x) = C ©
X —» X
o

~ Teorema: (Limite de la func. identidad)

S5i f(x) = x Vxe |R entonces:
lim f(x) = x5
X=X

Teorema: (Lim. de una cte por una funcidn)

Sean lim f(x) = L ; CE€[R , entonces:
X —» X
0 S —
lim Cf(x) = C lim f(x) = C-L
X —» X . X —» X !
o a]
Teorema: (Algebra de limites)
Sean 1lim f(x) = £1 7 lim g(x) = L2 ;7 entonces:
X —» X ' X = X
- o . o
i) 1im [f(x) * g(x)} =L, L,
X—» X
"0
1) lim [FOx) - a(x)] = Lo-L,
X— X
)
f(x) L,
111) 1im | ] = ; L, 0
Coxmex g(x) L2

Teorema: (Teo. del sandwich)

Sean f y g tales que 1lim-f(x) =L y lim E(x) =L vy

X X X ~» X
%0 )
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(CURSO: | "NIVELACION MATEMATICA III®

f(x) S.h(x)ég(x) Vx proximo a x, entonces:

lim h(x) =L
X=X

Teorema: (Limite de una raiz)

si n e z¥ y f es tal que 1lim f(x) =L
’ X —» X
a]

- entonces: 1im " F(x) nyfﬂ si n es par L debe ser positi

X—»X
a]

vOo.

Teorema: de TRumwvez Wy

51 1lim f(x) =L y lim g(x) L, entonces;
L XX X=X

lim [f(xjg(X) Lb siempre que:

X —» xD T

L
L' % 09,19  @°
Definicidn: (Limite al infinito)

-

- Decimos que la funcién real f tiende al limite L cuan-

do x tiende a m si:

VE > 0 existe N?0 tal qgue:

Ux : Ix|>N = |f(x) - LI<€; vy escribimos:

Lim f(x) =
X—» 0
Ej.:
1) Demostra} que lim % =0
X-+D -
: DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 223.
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. CURSO: "NIVELACION MATEMATICA III0
Solucidn:
1 1
IF(x) - Ll=|3 -0l =]¢|<¢¢
Si x » > IxPN = |-}]<%=E
Luego:
ixI>N = If(x)-L]cE |
dond N = i
onde = €
. x2 .
2) Calcular: 1lim | c =
x-»00 1 + x2 -
Solucian: .
2
lim  —X— = lim 1 : 1
x-m 1+ x2 X = s = lim 1
1 x=m (=)2+ 1
-+ 1 X
x2
A
fo= —1 o1 '
0+ 1
Definicidn: (Limites laterales) -
1) Decimos que "f(x) tiende a L cuando x tiende a infinito
por la izquierda", si: VYE>OD existe N>0 tal que:
Ux : x< =N = |f(x) - L|<E
y escribimos: 1lim f(x) =L
X—» -D0O
2) Decimos que " f(x) tiende a L cuando x tiende a infini-
to por la derecha", si:
VE>D exister N>0 tal gue: B
Ux: x>N. = [f(x) - L|<€&€ vy escribimos:
: -
L @y DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 224.
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no de la expresifn por x elevado al

exponente mayor,.en el deno
minador y enseguida se aplica el limite.

Ej.:
. 3 §2+ 13
2 _ 2 .
1im 3x 2x + 1 = 1im X X X
— 3
X— M ¥ + 4 X— 1 +‘£
x)
7. =80 .9
' 1

. CURSO: "NIVELACION MATEMATICA III®
lim f(x) =L
X =— +@M
Observacidn:
n n-1 o
Sean p(x) = 8, X + 8 _4 X *oeee.td] %l;é 0
m m-1 :
g(x) = b x + b _qX + ....+bD iy by # 0
" entonces:
1) lim Eﬁil =0 si n«<m —
x~m q(x)
2) lim p{x) =m sin>m
x—~m qg(x)
a -
3) lim B(x) = 0 sin=m
x—m@m q(x) bm
4) Para calcular el 1limite de p(x) se divide cada térmi-
q(x)

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION
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- CURSO: UNIVELACION MATEMATICA III®

-

Limite de funciones trigonométricas:

Tearema:
\ <
D) lim senx = sen x5 o
X=X
"o
2) . lim cosx = cos X
X— X
: 0

Demostracian:

1) - Jf(x) - L[| = |senx - sen x_|
X=X
= |2 sen ( 5 %) cos (
X=X
o < leen( 20),
X=X~
< 2|2

= Ix - xnl<€

Luego VYE>D existe >0 tal que:

donde d = &

2) |f(x) - LYY= |cos x - cos x_ |
X+X
= |-2sen ( —— ) sen (
X+ X
= |-2[ ] sen ( %) sen (
g 2 .
X=X
< 2|sen ( 9y
2
X=X
< 2 | o |

2
= lx - Xy l( €

X+ X
0

¥

D<ix - x J<d = Jr(x) -L]|cE

X=X
5]

2
X=X

0

2

) |

) |

) |
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( CURSO: . “NIVELACION MATEMATICA III®

f.... - .._L.;._,__....—.._\

Luego YE>D existe J) 0 +tal que:

0<ix - x l<:d = |f(x) - L|<€

donde J: &

Ej.:
1) lim senx = senD =0
x—0
2) lim senx = sen %} =1
e
2
3) lim cosx = cos 0 = 1
x—-+0
4) ----1lim_cos x = cos %% = %-Jz
X—>
A
Teorema: ’
1im  Senx
x —».0
—- ) ‘|
Demostracién: ‘ 1
‘r =00 = 1
OA = cos x
FTE = Ssen.x
BC = tgx

De la figura se tiene que:

Rrea ADAD < Area sector 08D < Area AODBC

- 227.
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CURSO: "NIVELAGCION MATEMATICA III®
1 — 1 == = 1 e =
% OA - AG < 5z 088D < 5 0B-B
—;-cosx'seﬁx<%-1 -x<—;— 1+ tg x
senx cos x < x ¢ 220X (Dcx(-—%‘—-
COS X
- cos x < X < 1
' sen x CoSs X
\
1 S sen x > COS x
COS x X
Como 1lim cosx = 1 vy por el teo. del sandwich se tiene:
x—-0
1im S80X _ 4
x—-0- % .
Andlogamente se demuestra para --2"— < x <0
Ej.: '
1) lim sen 5x _ ;4. ¢ SenS5x
x—0 X x—~8 5 x
/.= 5. 1im ( 2802 Xy
S5x~0 5x
‘Y. =5:1=5
2) 1lim L sen 5x = lim 20  sen 5x
x—~0 3x x»0 3 5x
/. = 20 lim (.sen5x>
' 3 5x=0 5x ’
v.o= 8. 28 -
3
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CURSO: “NIVELACION MATEMATICA III®

Dtros limites importantes:

Teorema:
1) lim (1 + %)" = e
X~ N
J
2) 1im (1 + )% = e
. x—0 '
ax-1
3) lim =Ln (a) ; a>»1
x— 0 X
X
Ly  1im B =1 o g
x—0 X
o B4

-

Calcular 1lim (1 + %-)x
X —» D

v

Solucidn:

Sea x =2y == (x — o = y — @ )

oo lim €1 o+ %)x = 1lim (1 + %%%)Zv
X— 0 y—- o

/. = 1im (1 + )Y, 1im (1 + 1Y
y—0 1 y—m v

——

Teorema:
1) lim (1 + -2)" = e"
X — 00 .
l .
2) 1im (1 + nx)* = e"
X"’@
&y DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 229,




( CURSO: "NIVELACION MATEMATICA IIIV w

Ejercicios:

L. Aplicando la definicitn de limite, demostrar gue:
1) 1lim 3x = 6 2) 1lim (x® + x ) = 12
x—=2 X3
3) 1im (4x® + 1) = 5 L) lim Sx = /2
x— X —>2
1ls Calcular los siguientes limites:
= 2 _ =
M5 11m SRS Resp.: -7/3
. X —-] x? +1 ;
2) lim A= rhen - Resp.: 0 /
x—0 X :
3) Iim SBOEEK Resp.: *</p

x—=0 sen B x

bx? - 2x2 4+ x

4) 1lim Resp.: 1/2 [/
x—0 3x2 4+ 2x
3 =
5) 1am 2= 1 Resp.: 3 /
Xx—=1 x- 1
A 3_n0J2
6) 1lim Eﬁ——gi—il Resp.: 4L/3 /
x—=MmM 3x* -5
2y 1gm 1reedwosan Resp.: 1/2
n-m n2
A S
8) 1lim Uikt ik A Resp.: 1/3
N—m i?
2 =
9y 1ip X3x=10 Resp.: 1

x—+2 3x%2 -5x-2 e

10) lim [ 1. ..2 ] Resp.: -1
x—+1 " 1-x 1-x3
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(CURSO: "NIVELACION MATEMATICA III®
11) 1im SMX = 1 Resp.: 172 /
~x-0 X
J % an? o .
12) 1im 2B - B Resp.: q/p /
R q/p
x—=0 /x2+q% - g
13) 1im M2x+1 - 3 Resp.: 2273
Y p
x=b Jx-2 -2
IxZ -3
14) lim IXE-3 Resp.: 1°
' X=m 3541
15) 1im (Vx2+1 - Jx2-1) Resp.: 0
X—+00
16) lim —=—— Resp.: 2 o
x=+0 .J/1-cosx /' /
17y 1im 280X - SeNdE Resp.: cosa .
x—a X - @ :
18) 1im 298X -C038 Resp.: -sena -
x—a X - @
19) lim COBX - SENX Resp.: -'(—2—‘ T
x-v-i'; cos 2 x ' 2
20) 1im J— 2cOsX — Resp.: /3
x-»-'3 sen (x- 773)
21) g 1= Zcos x Resp.: - £
x-r-'% T -3x 3
9 .
22) 1im ( —%—) Resp.: 1/e
X~ D 1+ x
23) 1im (1 + ) **3 Resp.: e
X—
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(CURSO: "NIVELACION MATEMATICA IIIv

—

24) 1lim (-2—§—L§)x+1 Resp.: e

X—mD 22X+ 1

25) 1lim ~—J27_E - Resp.: 1/2/a
X—>a X - a .
2 - 2 .
26) 1lim 250X sen® 2 ' Resp.: 1 sen2cos?2
X—2 x2 - 4
- 1 | *
27) 1lim (1 + senx)” ‘ Resp.: e
x—0 '
X
28) 1im 28 -2 Resp.: + Lna
x—0 L x a N
X . X
29) 1im 8 =B Resp.: Ln (&)
X b
x>0 - .
'f" .
III. Calcular los siguientes limites:

1) Suponiendo 1 + x = yE' hallar 1lim V1+x=1
x=0 V/1+x-1

-

2) 1lim 2 -/ - 3 : 5) 1im _3"_'8_ .
x— 7 xZ - 49 x—2 Vix-2
4) lim -S80 2 X 5) 1im ————”SE”T""
x—0 sen’2 x x—0 sen 3Wx
I -
6) 1lim (2=V3IX ' 7) 1im YA*x =J/1-X
x=+4 1 - J/5-x x>0 X
8) lim (VX2 - 5x+6 -x) 9) lim x(/x+1-x) |
X~+D | X~ + 0 ; 1
“10) 1lim (nsen "/n) {11) lim (x sen 1/x)
‘ n-m - . xm
@ DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 232.
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(.. CURSO: "NIVELACION MATEMATICA III"
12) 1im VA +sen><£-J1-senx 13) 1im( x-sen2><)
" x—=0 x»0 x+sen3x

Iv, Analizar la'existencia de los
1) 1lim jfgﬂii
x—=0 | x |
3) lim f(x) si X si x>
x~0 F(x)= x+1 81 x ¢
a :
4) 1im Xt 1
x—0 1x{
6) 1lim - X =2 i
x—2 |x - 2|
V. . Calcular los limites:
1) 1im [log(1+10xfT
x—0 : X
2) 1lim [1Ln - JArx ]
x-=0 1-x
Definician:

Sea f una funcién real y ﬁ,‘ Domf, se dice que f es con

——————

tinua en x =xb si:

—|

i) f(xo) esté definida

ii)3 lim
x-vxo

f(x)

ii1) lim
X=X

f(x) = fix,)

siguientes limites:

2) lim Ix
x—+0
0 o
]
5) 1im X=1

x=+1 V%% -1

Resp.: 1D/lDQEf

Resp.: 1 -

(Continuidad en un punto) S
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( CURSO: "NIVELACION MATEMATICA III"®

Ejs.:
1 Vimos que lim x = x, i por lo tanto la funcidn f(x)=x
X=X
]
es continua en x = X .
2) - Vimos también que:
i) 1lim senx % sen x_
X=X,
ii) 1im cos x = cos x_
X=X
0
Luego las funciones f(x) = senx ; g(x) = cosx son con-
tinuas en x = Xq
3) -7 La funcidn f(x) = 35;5— no es continua en x = 0 pues

no existe f(0)

L) La funcién f(x) x?+1 es continua en x = 2, pues:
i) '3f(2) =5

ii) 3 lim f(x)
X=2

]
(8.}

iii) lim f(x) f(2)

xX— 2
Observaciobn®

La definicitn anterior se puede también expresar de la
manera siguiente:

Sea f una funcibn real y xue Dom f, se dice gue f es

continua en x = X, si:

Dado € >0 existe J? 0 tal que:

|x - xnlécf = |f(x) - f(xn)'4 €
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( CURSO: - "NIVELACION MATEMATICA III®

Definicidn: (Continuidad en un intervalo)

i) Se dice que f es continua en un 1ntervaln] a b[ si f es con

tinua en todo punto del intervalo | a,b[.

ii) Se dice que f es continua en un intervalo [a,b] si f es

continua en Ja,b[ vy ademés es continua a la derecha en a
(lim+f(x) f(a)) y es eontinua a la izquierda en b(lim f(x) =

X» & . 4 x—~b"
. f(b)).
Ej.:
(B siox %0
Sea f(x) = —
‘ -1 si x =20 '

esta funcidn puede también escribirse:

-1 si x<0
F(x) =
1 si x>0

13}

La funcibn es continua por la izquierda; si se hubiera
tomado f(0) = 1 seria continua por la derecha. Si se toma
f(0)=cualgquier otro valor, entonces f no es continua ni a la
izquierda ni a la derecha, aunque tiene limites izguierdo vy de-
recho a saber -1 y +1 respectivamente.
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CURSO: . “NIVELACION MATEMATICA III"

Definicitn: (Discontinuidad)

Una funcitn que no es continua en X=x_ Se dice "discon-

tinua" en Xg - - .

Ej.:

: . sen x . . C—
La funcibn f(x) = —5— es discontinua en X = 0.

Existen 3 tipos de discontinuidad:

1er. Caso:

En que lim f(x) existe pero es distinto de f(xu), esta
X—r X
o

discontinuidad la llamamos "evitable" puesto que se puede rede
finir-la funcibn de tal forma que se cumpla que:

lim f(x) = f(xu)
X—» XD e

Ej.: . 1
. '- X2 - L} '_@ - .
La funcibn f(x) = ——7% &5 discontinua Xg= 2

veremos si dicha discoﬁtinuidad es evitable.

FPara ello determinemos si existe: 1im ffx).

x— 2
. 2 .
CLuego: lim F(x) = lim X3 o ogyp DRIOGD) gy 00y
C X2 x=+2 X~ 2 =22, X2

Coma el limite existe, redifinamos la funcién asignéndg
lo a8 f(2) el valor del limite es decir:

L si x. 2 f -
F(x) =4 X2 )
4 si x = 2
ICE) ]
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"NIVELACION MATEMATICA III"

Z
que es continua en x0=2
- Gréfico "“
X
2do. Caso;
En que el valor de f(x) aumenta sin limite cuanda
Xi—y Xg o eéte tipo de discontinuidad se llama "discontinuidad
infinita".
Ej,:
3 si X 5% 2
-92)2
Sea f(x) = (x-2)
' 5 si x = 2
esta funcidn es discontinua en Xo = 2 puesto que:

f(2) =5 y 1lim f(x) =#£ f(2)
xX— 2

Ademés vemos que para cualquier valor de f(x) en Xq 2
la funcidn no podrd ser continua.
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(CURSO: "NIVELACION MATEMATICA III®

v?

xV

0 4 2

|

]

|

A |

*___/ \

' |

l

3er. Caso: '

En gue el limite por la derecha es distinto del limite
por la izquierda y lo llamamos "discontinuidad finita®.

Ej.:
2x + 1 si -1¢xg¢1

Sea f(x)= 1
?X2—3 si 1< x <4

De aqui tenemos que:

lim F(x) = 3

x=1 ) _>ﬁ lim  f(x)
lim f(x) = -2,5 x—1 .
X1

Luego la Funcfgﬁ es discontinua finita en'x0 = 1.

[

em——

1
:' -y .

- =
e SN S & @
n 1
e - = Moo
q\\\Q

w

]

. R e —ce - - =
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA III®

Teorema:

Sean f y g funciones continuas en x = x , entonces:

. . + .
i) La funcibén f= g es continua en x = .x .

0
ii) La funcién f.g es continua en x = Xq
iii) La funcién g es continua en x = X, + siempre que g(xo)#ﬂ
Te@rema:
5i f es tal que:
n
f(g) =8+ ....+a ;a # 0
entonces f es continua en x = X
Ej.: ;
51 f(x) = BxQ + 2x3 - 5x - 1 entonces f es continua en
Xog = 0 pues:
lim f(x) = -1 = f(0)
x—0 .

Teorema:

Sea f continua en x = X, » entonces: n/ f es tambhién
continua en Xqe

Tearema:

* Sean f,g funciones reales tales que.g es continua en x=xD
y f continua en g(xo) entonces f o g es continua en x = x

e

0
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(CURSO: "NIVELACION MATEMATICA IIIV \

Corolariao:

5i f continua en L y L = lim g(x)
X—+ X
o

entonces:

lim f(g(x)) = f(L) = f (lim g(x)) N
X=X X=X

Es decir,8if es continua puede conmutar con limite.

Ej.: T
2 _
lim sen ( X=1 ) = lim (sen G (x4 1) )
xX—1 X=-1 X—+ —=—_
/. = 1lim (sen(x+1) )
Cox=+1
/. =sen (lim(x+1))
xX—1
/. = sen 2
Teorema:
La funcién vy = a~ ; Yx<IR

VigelR+ ; a>0; a == 1

son continuas en X

Ejercicios:

Analizar la continuidad de las siguientes funciones:

1) f(x) = L Uxe ] -7,5(
x2+ 5
L si -10 ¢« x ¢ =b; x # =7
x + 7
2) f(x)=
3 si x = =7

y la funcidn’ i:logax :
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(fCURSO:
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"NIVELACION MATEMATICA III®

] 3) f(x)
4)  f(x)
5) f(x)
6) ;;x)
7)  f(x) -
B) f(x)
9) =

si -1<x<¢6 ; x =4

(2]

f(3)

X + 4
xZ - 6

F(-4)
F(L) = 2

-1

x2 $x=-2

x3

X2 +3x=2
(1

x2~-2x -3

3/2

para 0<¢<x¢5 ., x # 3 -

para -5¢x<¢5 , X#l},x#—b{
-1/8

o+ — -

_para 0 «<x <.2 x £ 1

para -1¢x <2 X £ 1

para 2 £x <5

1/2

x F b

si

si x % 2

241.
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| CURSO: ‘ "NIVELACION MATEMATICA III"

x2 + 1
2 _ _ <& ~
X X 6 si x = 3
1), F(x) = x -3
f(3)=75 . {
2 _
xt -4 si De¢x¢3 ;o x # 2
12)  f(x) = { X =2
2x - 1 si 3¢x <6
5 si x = 2
0 si x <0 .
13) f(x) ={ x si Og¢x<M
-x? +4x-2 T8l 1¢x<¢3
Le - x 81 x> 3

Definicién: (Derivada)

Sea f : ]‘a,b[ —> IR ; Xyi xgthe ] a,b( se llama

"derivada de f en el punto X,"s denotada por f'(xo) al siguiente

limité:

. f(x +h)-f(x_)

frix ) = lim o g
h—-0 h

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION ' 2ke.
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_ CURSO: "NIVELACION MATEMATICA III®

o)

f(xd_|

v
X

Ej.:

Hallar la derivada de f(x) = 2x2+3 (si existe) en xD=3.

Hallar ademds la ec. de la tangente a f en Py-

Solucidn:
F(xn) = f(3) = 21

Flxg+h) = F(3+h) = 2(3+h)" 43

- 2
PO - £(x ) 2(3+h) +3-21

lim = lim -
h—0 h h—0 h L
_ /. = 1im 2N+ 12h
h—0 h
[
/. = lim N(2h+12) B
" h—-0 o
/. =12 /

~

La ecuacién de la tangente es:

@ DEPARTAMENTO DE CAPACITACION ' 243,
—_ | . . _ o/




R S e

~CURSO: "NIVELAGION MATEMATICA III®

U
v -y, = m(x - xo)

y- 21 = 12(x - 3)

o012 x -y - 15 =0

Observacidn:

La derivada f'(xu) representa la pendiente de la tan-

gente a la curva en el punto Pu’

Definicidn: (Derivadas laterales)

1) Sea f definida en [a,b]. Sean X r X +h ¢ [a,b) se dice que

f tiene “"derivada por la derecha en x,". si existe el limite

siguiente:
f(x0+h)-F(xD)

lim = f1Oe)
h—0 h !
2) Sea f definida en»-[a,b] . Sean X X th € [a,h] se dice

gue f tiene "derivada por la izquierda en xu" si existe el 1i-

mite siguiente: :
) f(xD+h)-f(xD)

lim _ = f'(x;)
h—0 h
Teorema:

Sea f : Ja,b[] —— IR ; x € ]a,b [  entonces Frix,),

existe si y sflo si existen f'(x’) y f'(x7) y son iguales.
0 o

Ej.: -
La funcién ;(x) = | x| no tiene derivada en x = 0 pues
to que:
. .
] DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 2hb.
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(ﬁCURSO:

"NIVELACION MATEMATICA IIIn

F (o)

£(0)

f(0 + h) =

e« = lim

= lim

= |lol=o0

o+ n) = Ih l ; entonces:

lim f(0+h) - f£(0)
h—0 h
h< O

Lhi
h—~0" h
h <O

= lim ()

h—=0" ~ h
h<0

= lim (-1)
h—0 -
h<0O

= =1 ”

f(O0+h)-F(0)
h

h—-p?t
h>0

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION
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(CURSO: + "NIVELACION MATEMATICA III®

b e e e e ae e v e 4 . - e e - . — . P e e —— et~ - .. f eed

- eme e e s mes ———— e et i e . s [ .

Luego : f'(07) = fr(0")

'Es decir las derivadas laterales son distintas y por

consiguiente no existe la derivada de:

L $)

f(x) = Ix| en x =0

Teorema:

Si f tiene derivada en xae] a,b[ entonces f es conti

nua en x .
D
Observacidn:

El reciproco de dicho teorema no es valido, es decir,

si una funcidn es continua-eon xD no necesariuamnente es deriva-=

ble en dicho punto.

Ej.:

La funcidn f(x) = | x| es continua en Xq = 0 sin embar

go no es derivable en ese punto.
Definiciédn: (Derivada en un intervala)

a) Se dice que f es derivable en }a,b[ 5i f-es.derivable

en cada punto de ]a,b[ .

b) Se dice que f es derivable en [a,b] si f es deriva-
ble en Ja,b( y ademds existen f'(a’) y f'(b7).

Ejs.:
1) La funcién f(x) = 3x? es derivable en IR pues:

FI(x) = 1im F(x+h)-F(x)
h—0 h

e
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA III®

2 _ 2
1im  S{x+h)? - 3x2

h—0 h

frix)

6x h + h?

fr(x) = lim
h—-0 h o
f‘l(x) = 1im M = A X
h—0 A
Luego f'(x) = 6x ;i UYUxelR
l.uego f es derivable en |R.
2) La funcién f(x) = |x] no es derivable en IR

es derivable en X, = 0 , sin embargo es derivable en JRY
bién es derivable en IR™. '

Teaorema: “

La derivada de una constante es cero.

, Pues no

tam

Teorema: T

Si f(x) tiene derivada f'(x) entonces la derivada de
g{x) = kf(x) es g'(x) = kfrix).

Demostracion: )

Sea g(x) = k f(x)

.. a(x+h) = kf(x+h) ; entonces:
1im g(x+h)-g(x) = 1lim k F(x+h)-kf(x)
h—0 h . h—0 h

"/ = lim k. F(x+h)=F(x)
: h—-0 h
A X7 DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 247.
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. CURSO: "NIVELAUJUN MATEMATICA 111M \

e eits m lttien e i et e s e v e o - —— —— Ce ee. e eoeed

—— f—— BT T ey — e et e o e

F(x+h)-f(x)

/. =k lim
- i h—0 h
/. = k- 7'(x)

Teorema:

Sean f y g funciones derivadas, entonces:
. )
1) [FO) + gG)] = Frx) + gt (x)

11) [FOegGO] = Frex0-gx) + F(x)-g' (x)

111) [f(x)]’ _ f'(x)g(x) - fgx)g'(x)
g(x) [9(x)]

" Teorema: ' -

Sea f : IR - fﬂt —— IR ; f(x)=x" ; neZ . Entonces f es
derivable en IR - fU? y su derivada es: -~

'

Fir(x) = n x"?

Demostracidn:
Si nez* , entonces:
f(x+h) = (x+h)"
/. = xMenax"" N, nln=1) x1=2 ha ——
2
f(x+h)-f(x)=Xn+41xn-1h+ﬂi%%llxn-zha+...+hn:xP
/. = nxn-1h+£'-—(—2—-—llxn-2hz+...+hn
2
Fix+h)-F(x) _ nx"-1, n(n-1) "2h U
h 2
/4
8, X 3 DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 248.
\_ =6 - , ‘@_/




———— - e e : C e e

CURSO: "NIVELACIDN MATEMATICA III"®
. FI(x) = 1im F(x+h)-f(x) = xn-‘l
h—0 h
Si neZ entonces n=-m, mezt
. n -m 1
X
f'(x): 0.x"-1mx" ) —mx™ = _m M1
m,? 2m
(x) X
.o fr(x) = nx"]
Ej.:

1) Si f(x) = (3x?2-5x+1)(2x+3), entonces:

Fr(x) = (3x2-5x+1)" (2x+3) +

+ (3x%2 -5x+1)(2x+3)"

t

(6x-9(2x+3)+(3x% -5x+1)2

oo Fr(x) =
Fr(x) = (6x-5)(2x+3) + 2(3x2 -5x+1)
2) 8i f(x) = 2SX1=5x2+1 g
x2 4+ 1

(3x? =5x% +1) ' (x2+1)-(3x>-5x2 +1)(x2 +1)

fi(x) >
[x2 + 1] ‘ —

2 .10 2 - 3 _ 2 1
Frix)= (9x x)(x% +1) (3§ 5x? + )?x
",[x2 + 1]
Observacian:

El teorema anterior tambifén es vélido para ne Q.
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"NIVLLALIUN MATLEMALLCA 111V

—— — ——. e a—— .- - —— e oty

Teorema: (Regla de la cadena)
Sean f y g derivables en sus dominios entonces:

(fog)(x) = Ff'(g(x)) g'(x) ¥x

Ej.:

‘Hallar la derivada deF (x) = (x% -2x)3

Solucién:

Si F(x) = (f ng)(x)‘dnnde:

f(x) = x° y g(x) = x2 - 2x , entonces:

f1(x) = 3x2 == f'(g(x)) = 3(x2-2x)2;>g'(x)=2x-2

SoUF(x) = 3(x@ -2%) (2x-2) = 6(x=1) (x2 =2x)"

(3]

Observacidn: . .o

La regla de la cadena puede generalizarse para méas de
dos funciones componentes. -

Teorema: -

Sea f una funcibn que admite inversa y derivable, en-

tonces: : :
1
[F°1(x)] = -——15}————
P (%))
A
Ejs.:
1) Sea f(x)=x? ; ) = v x ; x>0 entonces:

Fr(x)=2x ===> F'(F (x))=F'(VX) = 2 Jx

. PN _ 1
J. [F (xﬂ = 2 S
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA III®

o — ———— P — - e —

2) | Sea f(x) - x" ; f—'l(x)f‘- /% (n impar)

- entonces:

Froo=nx™ Ty rrrm T 0) = Fr (Y R)= 0 (Y 0T

-1 1
0.- [f (x) = -
] n( )T
. 1
/. =
-1
nx n
t]
—=1
/. I x"
n

Si n es par; f—1(x) existe solo si x>0

Observacidn:

Si-denntamos F'(x)'por %% ; entonces el Teorema ante

rior se puede expresar de la siguiente manera:

dx 1

donde y = f(x)

(=i
<
(=

dx
Derivada de la funcién Implicita:

51 una funcibn estd expresada por la ecuacibn f(x,y)=0,
es decir f estd definida en forma implicita, entonces esta
ecuacidn puede representar una relacifn o una funcién, aceptare
mos el caso en que la ecuacidn f(x,y)=0 define una

funcién deri
vable.

—

Se puede encontrar f' por los siguientes procedimientos:

1) Se despeja y en funcidén de x y emseguida se calcula g% D y'.

2) Se deriva directamente caon respecto a x ; considerando a vy
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CURSO: “NTUFI ARTON MATEMATICA T11°
- et o e e e - - i
como una funcidn de x y aplicando la regla de la cadena.
Ejs.:
1) Si 5y® - 2y +8 = 3x2 + 7x entonces:
15 y2y!' - 2y' = 6x + 7
yr = Bx+ 7
152 -2
2) Hallar y' en el punto P(2,1) para la ecuacidn:
x2 y + x y2 - 2x - 2y = 0
Solucidn:
To2xy+ X%yl 4 y? o4 x 2yy' - 2-2y' =0
v'(x2+2xy - 2) = -y?2-2xy + 2
oyl V- 2xyv2
x? + 2xy- 2
. Y 1
] = - =
o Cy )x=2 - 2
y=1
DERIVADAS DE DRDEN SUPERIOR
5i f es una funcidn derivable puede que f' también 1lo
sea, en consecuencia podemos calcular (f')' 1lamada segunda de-
rivada de f y denotada por f" . S5i f" es derivable podemos cal
cular (f")' es decir f" llamada tercera derivada de f , asi su-
cesivamente. A las segundas, terceras,...,n-ésimas . derivadas
de f, las llamaremos derivadas de orden superior.
Xy DEPARTAMENTO DE CAPACITACION
\ & o’




rCURS

0: "NTVELAGTON MATEMATICA TII®

2)

Observacidn:

Si denotamos pnr_El a f' entonces:

dx
- dy
Frix)y = dx
£ = 94 gy d? y
Frix) = dx (dx ) = dx?
d d?y d?y
m _ -
fm(x) = ax ('_g—dx ) = o0
n-1 n
Ploo = = Sy 2y
dx dx d x
- Ejo
51 y = 3x2-8x*+bx>-7x2_5x49 entonces:
v' o= 15x-32x7412x2 x5 .
y" = 60x>-96x%4 2k x-14
ym = 180x2-192x+2h
y'V = 360x-192 .
yY = 360
v''=0

S5i x2 + y2 - 25 = 0 . Calcular y' e yt

Solucidn:

2x+2yy' = 0 == y' = i%
* o _  —yixy! _ -v;'- X(-e) -
. v . = y
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"NIVELALIUN MATEMATICA III®

e mmew wetmeae b cwmra e wm ia e e i we ae s am = s Bt = tmbem e

v!
y" - -f.*vz
vJ

Derivada de Funciones Trigonométricas:

- TEDREMA:

1) -—E—(sen x) = cos x

dx
2) 4 (cos x) = -sen x

_dx '
3) g4 (tg x) = sec? x

dx ’
Ly -4 (cotg x) = -cosec? x

dx -
5) g (sec x ) = sec xtg x

dx
6) - (cosec x) = -caséc x cotg x

dx ’

Demostracidn:
1 lim f(x+h)~-f(x) = 1im sen(x+h)~sen'>‘<_
h—0 h h--0 h
20(’:5(5:—']2'-"—)(-) sen ( ,x+t21-x)
./- = lim
h—0 ~h

f"”g : 254
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"NTVELACTION MATUMATICA 111

/. =

2) Sea f(x) =

2cos ( 2x2+h) sen(—g-)
lim
h-0 h
1lim M lim cos ( M )
h/2-0 h/2 h—-0 2

dx

dx
dx
3) - d (tg x) =
dx .
./. =

1. cns(%)

cos x
(sen x) = cos x
cos x = sen (4 - x)

2

~
|

A (cos x) =2 (sen( - - x))

dx e
/. = cus(\'—’%— - x)e =4 ¢ —"Tz— - x)
’ dx

-
—~
1

/. = cos( - - x)(=1)

‘e = -cos(% - x)
/. = -sen x
(cos x) = -sen x

d (senx)

dx cCOos x
<
cos?x - sen x(-sen x )
cos? x
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA III® j

.y - cos?x + sen? x
cos® x
./ _ 1
’ cos? x
/. = sec? x
. d -
.o —— (tg x) = sec? x
dx

Andlogamente se demuestran (4),(5) y (B).

Observacidn:

Si consideramos u = f(x),y aplicamos la regla de la ca
dena;JEntnnces el Teorema anterior puede expresarse de la siguien

te manera:

1) & (senu) = cosu 8¢ '
ox ) : dx
2) -9 (cosu) = -senudl .
- dx dx
3y 4. (tgu) = sec? u -}
dx dx
L) —d—(cqtg u) = - cosec? u. 94
dx dx
5) —d—-(secu) = s:=.'(':|.|1:gu--d—l'1
dx dx
6) —L (cosecu) =- cosecu cotgu 24 -

dx ) dx -~

/'.! ' — V | .
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CURSO:

"NIVELACION MATEMATICA IIIv

)

Ejs.:
1)

(sen? x2)

dx

./. =.

2) g (3 Jcos 2x)

2

2

2

4

sen x2 (sen x?)
dx |
d
sen xzcgaxz (Xz )
dx

sen x2 cos x2 2x

X sen x2 cos x2

3 da (/ cos 2x)

dx dx
/. =3 1 (cos 2x)
— ' 2 /cos 2x dx
/. o= 2 . (-sen 2x) 8- (2x)
2 /cos 2x 4 ., dx
. -3 sen 2x
/o = ———=2 .
\g./cos 2x \8\
/. = -3 sen 2x i
Jvcos 2 x
3) d (tg-2-5)=secz(ﬁ) i(ﬁ)
dx 3 3 dx 3
/. = sect ( 2Xy.( 2,
3 3
./. = g SEI:2 (2X)
3 3 | ' -
L
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA III®
~2
Derivada de Funciones Trigonométricas Inversas:
Teorema:
1)—d—(arcsenx)=———1— ; xe]_'l,']_[
dx \/1—x2
2)—d—(arccosx)=—-l— ; xé]-1,1[
dx 1-x2
3) S (arc tg x) = 1 ; x ¢ IR
dx 1+ x2
4) iw(arc: cotg x) = -1 s x € IR
dx 1T+ x?
5) d (arc sec x) = —; ; x & IR - [_1,1]
Codx uvuzl 1
6)—d—(arccnsecx) = ——0 ; x € R _[_1,1_l
dx uvu -1
Demostracidn:
1) Sea y = arc sen x =—> X = seny
A (arcsenx) = ¥ . _1_
dx
dx dx —_—
dy
o/' - 1 "
cCos y -
./. - 1
v1 -sen? y
(=)
NS ~ 258,
9 DEPARTAMENTO DE CAPACITACION >



( CURSO: "NIVELACION MATCMATICA III®

E—

-
\/1_- x2

d 1
.. ——(arcsenx) =
dx 1 - x2

</ =

2) Sea vy = arccos x =3 x = cos y

A (arc cos x) = 4Y
Codx dx
.‘ ' 1
/e = Ex
dy
. 1
-seny

' -1
N P B
v 1- cos?y

‘) = —1

1 - x2

. d (arc cos x) = il

dx . v'1 - x2?
Andlogamente se desmuestran (3), (&), (5) y (6). -

Observacidn:

Si consideramos u = f(x) y aplicamos 1la regla de la ca

dena entonces el teorema anterior puede expresarse como:

l.

1 du

1) (arc senu) = . —m—onwno . , BU
dx \/1- u? dx

2y 4 (arc cos u) . duy

- dx v1 - ’ dx

o
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' CURSO: "NIVELACION MATEMATICA III"®
3) 4 (arc tgu) = 1 . du
dx 1+ u? dx
4) g (arc cotgu) = S . du
dx 1+ u? dx
5) -4 (arc secu) = —0 21 _ , Hu
dx u Ju? -1 dx
6) . (arc cosec u) = -1 . Qu
dx uJvuw -1 dx
Ej
1) 4 (arc sen vV'X) = : 1
dx . 2 vVx(x - 1)
2) - (arc cos(3x-4x>) = -3 :
o odx v1 - xz
3) 4 (arc tg( b x )) = 4 -
dx b- x?2 x2 + 4
4) ——d—(arc cotg ( X+2 )) = =1
dx ©o1-2x 1 + x2

At
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CURSO: n"NIVELACION MATEMATICA III®
-~
Derivada de funciones exponenciales y logaritmicas:
TEOREMA:
d 1 + '
»1)——(lngax)= — log _e ; x€ IR : a0 ; a=#1
x a )
dx :
- 2) a4 (Lnx) = % ; xe RT —
' dx
3)-—d—-(ax) = aana',; xe IR ; a>0 s a = 1
dx
“)—g-—(ex)=ex i - x€ R
dx_ __ . -
Demostracidn:
. ~ - log_(x+h)-Iog_x -
1 lim F(x+h)-F(x) _ lim a a
h—0 h h--0 h .
: 1 " x+h
/. = lim — 1log_ ( — ) -
h-0 h a x
1/
/! = 1lim log_(1+ 8y P
' hes0 a X
x/h
/. = lim +log. (1 + 0y
h—-p X a X
. = 2 h . x/h
/- = % n%.-i-»mu log_ (1 + 7))
Si hacemos vy =-'-;- == (h—> 0 ==-_=> y — 0)
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"N

IVELACION MATEMATICA III®

lim f(x+h)-f(x)
h-0 h

‘.

2

dx .

2) 5i en (1) hacemos a

1 1im laog (‘|+y)1/y
X a
y-»0

%lnga lim (‘I+y)1/y
y=0

1
x lugae

d 1
o — (lngax) = ;(-logae

e tenemos:

AR - (lugex ) = - (Ln x)
dx dx
/.= A log_e
' X
.= 2
X
RO (Lnx) = =
dx X
3) Sea vy = a® %==# X = lpga Y ; entonces:
—E_. (ax) = E!
- dx dx
/o = -l
dx
y
o/ = 1
1
;-lagae
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA III"

/o = —L -
logae
/. =y Lna
‘/. = a‘Lna
- () = a¥ Lna
dx
L) Si en (3) hacemos a = e nos queda:

d (e*) = e¥Ltne= e
dx

Observacidn:

Si consideramos u = f(x) y aplicamos la regla de la ca

dena entonces el Teorema anterior puede Expresarse como:

d 1 du
1) — (log_u) = — 1loge .24
dx 8 u 7. dx
2) -4 (bnwy= Lo
ax . ' u ax
3) 4 (a") = aLna.8Y
dx dax -
l') —d_. (eu) = Eu - E!_J.
dx * dx
Ejs.: .
2x logle
1~ (log_(x2+1)= 2
dx x2 + 1
v  DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 23
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(CURSO: ’ "NIVELAGION MATEMATICA III®

2
2) _d_ (Ln®x) = 3Ln? x
dx : X

2
3) _d_ (73 +2x)
dx

2
2(x+1) 7% +2le17

[}

2 2
4)_1:_1__ (ehx +5) Bx.el'x +5

dx

Observacidn:

Si una funcién_Qerivable y = f(x) es un producto ' de
factores en el cual aparecen ademés exponentes, el proceso - de
derivacidn se simplifica tomando previamente logaritmos natura

les. -~
Ej.: .
- Sea y = :::-'xfizig entonces:
Lnys Lax+ 2Ln(1ox®) = 2 Ln(1ex?)
. 2
1 yt = 24 2. 1‘ (-2x)- 1. 1 C2x
v X ‘ 1 - x2. 2.1 + x2
vl ‘= y [.1 - —9—2(__ P X
X 1- x2 1+ x?
vl o= x(’l-xz‘])2 [ A _bx X ]
o (1+x2) Ve X 1-x2 1+ x2
2) Sea y = x* entonces: . . -
&y DEPARTAMENTO DE CAPACITACION | 26k,
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(CURSO "NIVELACION MATEMATICA III® j

Lny= xLnx

y!' = 1°Ln x + x- 1
y X
y' = y[Lnx +1]
y! =xx[Lnx+1J
X
3) Sea y = x* entonces: i

Ln y = x*Ln x

'/y.' =/«>f '[Ln x:n-'lJ’ s Lnx+ x<- 1/\
v/ X
' X
y' =y [ x*(Lnx + 1) Lnx + —= J
X
) y!' = [x (Lnx+1)Lnx1—>-(—]

X

DERIVADA DE FUNCIONES PARAMETRICAS

'

Si se tienen las funciones paramétricas:

x = f(t) ;7 oy = g(t)

-

estas representan una relacién entre x e y ; entonces la deriva

da %% puede encontrarse usando la regla.de la cadena:

| d
dy _dy gt gé ; ademas:
dx dt dx ot
d, d h u dz
dx2 %)i ’ d x> -g-% _
‘: 265,
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( CURSO: "NIVELACION MATEMATICA III®
Ejs.:
= 2t2 + 3t - 5
dy d?y . X
1) Hallar = ; o en {j y = -t - 2t + 3
Solucidn:
Ei(’ =4t + 3 o P—v = =2t - 2
dt dx _
dy _ -2t-2 d? y dt "4bt+ 3
dx Lt+3 dx2 g%
» @y -2(ht+3)-4(-Bt-2) .  -Bt - 6B+
* - 3
dx? . (4t + 3)° (4E + 3)
£y | 2
dx?2  (Lt+3)% } :
2) Encontrar la ecuacién de la tangente y de la normal a

la curva x =%t2-2 y=t>-2t+1 en un punto en que t = 2.
Solucidn:
51 t22 === x =2aAy =75
8 _pp ;Y 32 g
gt dt
dy _3t8-2 _ ¢9yy _ 10 _5
dx oy ax T2 4
o DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 266.
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA IIIv

Luego la ecuacidn de la tangente es: )
y -y, =m (x-x1)
y -5 = 2 (x-2)

2y - 10 = 5x-10

[3x -2y =1 -

Luego la ecuacidn de la normal es:

V= ¥y, = ml(x - x1)
'y -5 = - 2 (x - 2)
5y - 25 = -2x + &4

I 2x + 5y - 29 = d

funciones Hiperbflicas:

Definicidn: (Seno y coseno hiperbdlico)

1) La funcién "seno hiperbélico" se denota como senh y se

define de la siguiente manera:

X - p~X
Senh(x) = — ——
2
2) La funcién "coseno hiperbélico" se denota como cosh y
se define de la manera siguiente: }
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rCURSO: "NIVELACION MATEMATICA III"

cosh(x) = & *+8

Definicidn:

Las restantes funciones hiperbflicas se definen

ma andloga a las funciones trigonométricas; es ‘decir:

_ senh(x) _ eX-g™%

a) tgh(x) = cos h(x) eXse™X
_ cosh(x) e*+e™*

B) eotgh(x) = ooy = 5 —x

e’ - e

c) sech(x) = L = — 2 -

caosh (x) el + g%
d) cosech(x) = 1 = " 2-x

senh (x) e” - e

Observacion:

pares.

2) Las funciones cosh y sech son funciones pares

3) De (1) tenemos qgue:

en for

1) Las funciones senh » tgh, cotgh y cosech son-funciones im

Flox) = senhlex)e e‘*-e'('X)z e-x_exz_vex_e-x
2 2
/. = - senhx = - fx)
L) De (2) tenemos que:
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA IIIv
-x =(-x) X _=X
f(x) = cosh(-x) = —=—2%2 =218 cos h (x)
: 2
'/'. if(X)
Teorema:

Las funciones hiperbflicas cumplen las siguientes rela
- ciones:
1) cosh®x - senh?x = 1
' tgh®x + sech®x = 1

3) cotgh® x - cosech?x = 1

.. Demostracidn:
X =X 2 X__=X ,
1) cosh?® x - senh?x = (=& )y _ (8= )
2 2
Y _ ezx-bé~+e'2x_ e2X_p 4+ g~
. 4 4
y ='\ng+2:§<2x:égx+z_ -2x )
4
a/. = =4
4
/. = 1

An&logamente se demuestran (2) y (3)

Teorema:

Las farmulas de adicién y sustraccidn para las-funcio-
nes hiperbélicas son las siguientes:

c/
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA III"

1) senh(x+ y ) = senhx coshy + coshx senhy

2) cosh(x+y).

coshx coshy + senhx senhy

3) tgh(x+y) = tghx + tghy
' 1 + tghx tghy

Demostracidn:

1) senh(x+y) =

Por otro lado:

senhx coshy + coshx senhy =

_ ex-efx“ el+e”VY . e¥re™X ‘ev-e-v
2 2 2 2
_ Ex+y+;§fy_;\<:y_e—x—y . ex+y_;x<y+e-,+y_e-x-y
bL 4
2e**Y _ X7V
4
i \2 [Ex+y _ e-(x+y)]
P
} Xty _ e-(x+y)
. senh(x+y) = senhxcoshy + coshx senhy

La demostracién de (2) y (3) son andlogas. -
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"NIVELACIDN MATEMATICA III"

Tearema:

1) —E—(senhx) = cosh x
dx :

=

2) g (coshx) = senhx

dx
d .
3) — (tghx) = sech?x
dx
L) (cotghx) = - cosech? x
ax
5) (sechx) = -sechxtghx
dx
6) q,ﬁ(cosechx) = -cosechx - cotghx
dx '
Demaostracidn:
X =x
1) L (senhx) = -8 (==8 )

ax | dx 2

‘/. = cosh x

Andlogamente se demuestran las restantes

& @ DEPARTAMENTO DE CAPACITACION
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~CURSO:

"NIVELACION MATEMATICA III®

e

5i

2 1)

2)

3)

4)

5)

6)

1)

Observacidn:

u = f(x) entonces:
g (senhu) = |:T:5hu-(—jE

dx ) dx
g (coshu) = s;enhu-'j—lJ

dx dx
g4 (tgh u) = sech?u , du

dx dx
a4 (cotghu) = -cosech? u. du

dx dx

du

—— (senhu) = - sechutghu . —

dx . dx

d (cosechu) = - cosechu.cotgu - du
dx dx

Ejs.:
Calcular : (senh?® (4x® +3x -5))

dx

Solucidn:

/. = 9(4x2+1) senh? (4x3+3x-5)cash (4x? +3x-5)

d (senh® (4x?® +3x-5)) = 3senh? (4x3 +3x-;5)' cosh(4x® +3x-5)+ (12x¢ + 3)
ix ‘ X=2)

2) Calcular : —E—(xz-sech(3x2+5)) "
: dx
A X W A £ CAPACITACION .
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"NIVELACION MATEMATICA III®

(CURSO:

e et e v e - sommaia — -
~ oL oo T R
N (¢/.) = 2x » sech(3x2+5)+x%2 (-sech(3x2 +5) tgh(3x2 +5)« 6x)
dx ‘ -
*/. = 2xsech(3x®+5)-6x> sech(3x?2+5)tgh(3x2 +5)
Ejercicios: c
I) Calcular la derivada de las siguientes funciones:
5. c.b 102 b poos
/1) y = x"+5x -18x% +6 Sol.:y'=5x +20x%-36x
/2) S o ST o 1 +./2
v =J2x + 2 Jdx Sol.:y —_—
| VS2x
3
/3) y = (3x->.<’+‘1)l+ Sol.:y' = 12(1-x2)(3x-x>+1)
4
[0y y = (23 Sol.:y' = __SL_E.
T+ x (1+x)
5) v = J1 + yx Sol.:y' = S
4 S x+x SX
—
6) y = \/(x—'l)(x+1) Sol.: y' = X
' x2 -1
- 2 3 3
7) y = (3-1)(2x?+0)" Sol.:yt = 22X (-1
[ : : Y (2x® + .1
N,
([ 8) ¥ - 3y +2ax = 0 Sol.:y' = —28
3(1-y2)
- 2 .2
9) xh+x2y2+y" =0 Sol.:y' = x(2xF +y? ) /[
y(x% +2y2)
10) xy2 + /xy = 2 Spl.:y' = -y(2y /xy +1)
) x(hy/xy + 1)
11) y* - 2xy +b%? =0 Sol.: y' = Y

C e ememme— e .....-..-.-—--x
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA III®
- 2
12) (x+2y)% +2xy? = 8 Sol.:y!' = (x+2y+y? )
2(x+2y+xy)
13) v = sen(x+a)cos(x+a) Sol.: y'= cos(2x+2a)
X X
X . cos = .
1- sen v (1 - sen -2-)
15) a cos? (x+y) = b Sol.: y' = 1
16) y = -% sec? 2x - sec 2x Sol.: y' = 2sec 2x tg® 2x
17) y = -L9%x - 1 Sol.: y' = senx + cOS X
SEC X
- tg? e
18) y = l-tg'ex Sol.: y' = 2sec? 2x cosec? 2x
‘ tg2x
19) = arctg(2) +Ln (X8 Sol.: y' = 2 & -
J ¥y = g X x+a et ¥y = W .

2 .
20) y = 3x 1+Ln,/1+x2+arctgx Sol.: y' = — X+ 1

3x3 xh(x2+1)
,21) y =280 X _ 1Lntl_:](-!—"—«-)i) Sol.: y' = sec® x 6
’ 2cos? x 2 4 2 -
22) y = 2xarcsen2x-+i/1-4x2 '~ Sol.: y' = 2arc sen 2x -
P
23) y = (arc tg 3x)? Spl.: y' = -8arc tg 3x
- 1 + 9x2
& DEPARTAMENTO DE CAPACITACION e,




(CURSO; "NIVFLACION MATEMATICA III® .\

24) y = arc sec (X 1) 4 arcsen (221)  sol.: y' = 0 -

x=-1 X+ 1
25) arc tg(x+y) = x Sol.: y' = (x+y)?
_y £

26) Lnx + e~ = e Sol.: y! :Eﬁlx_-ﬂ

II. Hallar la derivada de las siguientes funciones:

1) y = 567%

2) y = x%. 102X

3) y =1Ln*x - Ln (Lnx)

L) vy = Ln(e™+ 5senx-4 arc sen x)

5) y = arctg(Lnx) + Ln(arc tgx) —

6) y = JLnx + 1 + Ln(/x+1)

7) y = Ln(a"®® 3>() h

_ _Ln(5xsenx)  ‘mi 77 -/ )
8) y=e .
X e
9 y = Ln(——) g
: 1+ e
10) y = Ln j1+senx
1-senx '
M)y = ’IDth,x P AR
”

12) y = ®TC tg(%) -
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CURSO:

“NIVELACION MATEMATICA III"

°

™

III.

1) x

1 y
2)
3) vy
L) 'y
5) vy
6) vy
7) vy
8) vy
9) vy
10) vy
Iv.

Aplicando logaritmo natural calcule la derivada de las

siguientes funciones:

(x+2)2
(x+1)3(x+3)&

sen x
= (cos x)

= (1+5)%

= (arc tg x)*

Lncos x
(senx)

Hallar la derivada

2 at

e ————

1 + t2

dy
dx

en:

_ _a(1-t3)

1.+ t2

\

—
R
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0:

B

"NIVELACION MATEMATICA IIIn
—
' t-1
2) % = t? +1 ; y = —
/ vt2 +1
3) x = acos’t ; vy = bsen’ t
L) x = cos’ t . y = sen’ t
= R e , — T ———————
Jcos2t vJ/cos 2t
; 1 t
5) x = arccos( ) ; y = arc sen ( )
1+t2 1+ 12
B) x = a(Lntgt/2+cost-sent) ; y = a(sent+cos t)
V. Hallar la derivada de:
. ax
1) y = senh?2x 2) y = e""cosh(bx)
3) y = tgh’®(2x2+1) 4) y = Ln(senh(e®+1)
. 2x
5) 'y = tgh( ) 6) y = tgh(arc secx)
1+x2
‘ 2 2
7) y = cosh (—=—) 8) y = Zsenh3x+(1-cnsh(2x))
a® -
VI. Résulver los siguientes problemas:
1) Hallar la ecuacibn de la tangente y de la normal a la
curva, en B = %%— si:
X y §
X = acosB ; y = asen B8 , ;
2)  Demostrar que la derivada de una Funéién par es-una fun
cidn impar y que la de una funcibdn impar es par.
& DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 277.
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e de e —— e e e e e

"NIVELAC1ON MATEMATICA III"

3)

4)

5)

6)

7)

Demostrar que la funcibn y

xy' = (1-x)y

Demostrar que la funcitn y

paramétricas:™

2t + 312 ;

s,

x v

satisface la ecuacidén:

’

2 3
vy = ( El ) + 2 (E¥)
_-dx : dx

-~

En que punto la tangente 'a 1la

t2 + 213

ralela a la recta 5x + y -3

-X . .
e satisface la ecuacidn:

f(x), dada por las ecuaciones

parabola: vy
D.

=x%2 -7x+3 es pa

Hallar 1a ecuacion de la parébola y=ax?+bx+£ que es tan-

gente a la recta y

En que punto de la curva

dicular a la recta:

v2

bx -3y + 2

x en el punta P(1,1).

2x> 'la tangente es perpen
0

— A e L?
— _—
y - ¢
—_ " , - , | / K = - -
. " -
~ e -f- ;
r i E./‘_ﬂ ' ~
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CURSO: "NIVFLACION MATEMATICA III®

GRAFICO DE RELACIONES

Definicidn:

El grafico de una relacitn se define como el conjunto
de puntos del plano XY que estadn en correspondencia biunivoca

con los pares ordenados que pertencen a la relacibn, es decir:
Gr(R) = (P:(x,y)e R xR | (x,y)e R}

Para determinar el graficoc de una relacibtn analizare

mos los siguientes aspectos:

I. Simetria:

Una relacion R definida en IR, es decir REIR? , puede

presentar los siguientes tipos de simetria:

1) Simetria con respecto al eje x: '

Una curva es simétrica con respecto al eje x si su
ecuacibn no se altera al cambiar y por (-y).

2) Simetria caon respecto al eje y:

Una curva es simétrica con respecto al eje y si su

ecuacion no se altera al cambiar x por (-x).

3) Simetria con respecto al origen:

Una curva es simétrica con respecto al origen si su ecus

cibn no se altera al cambiar x por (-x) e y por (-y) simulté-

neamente.
4) Simetria con respecto a la recta y = x:

Una curva es simétrica con respecto a la recta y = x

si su ecuacidn no se aliera al cambiar x por y e y por x.
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CURSO: "NIVFLACION MATEMATICA III® w

II. Intersecciones con los ejes coordenados:

Se pueden presentar los siguientes casos:

1) Intersecciadn son el eje x:

Para determinar la interseccidn de la curva con el eje x,

se hace y = 0 y se determinan las soluciones reales de la ecua

cidn resultante.

' 2) Interseccién con el eje y:

Para determinar la interseccién de la curva con eleje

y, se hace x = 0 y se determinan las soluciones reales de la

ecuacidn resultante.

III.'_/ Extensidn de la curva:

Esto se refiere al campo de variacifn de la curva, es
decir 1los valores para los cuales x e y toman valores reales,
en otras palabras se refiere al estudio del Dominio vy Reporr&
do de la relacién.

Iv. Asintotas:

Si para una curva dada, existe una recta tal que, a
medida que un punto de la curva se aleja indefinidamente del
origen, la distancia de ese punto a la recta decrece continua
mente y tiende a cero, dicha recta se llama asintota. Las
asintotas pueden ser paralelas al eje x, paraleias al eje vy vy

oblicuas.

1) Asintotas Horizontales:

=

Para determinar las asintotas horizontales, se despe-

ja x en funcibn de y y enseguida se iguala el denominador a

(=)
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA III®

cero, en caso de que lo hubiere.
2) Asintotas verticales:

Para-determinar las asintotas verticales, se despeja
y en funcibn de X, enseguida se iguala el denominador a cero,
en caso de que lo hubiere.

3) Asintotas oblicuas:

La recta y = mx+n es una asintota oblicua de la curva
y = f(x) , si:

[f(x)—(mx+ni} —— (0 cuando x — m

Para obtener los valores de m y n se procede de 1la si
guiente manera:

i) Se sustituye vy por (mx+n) en la ecuacidn de la

curva y se ordena segln las potencias ,decrecientes de x, es de

cir:
n n-1
agx’ + a4 X t.....+ a,x + a = 0
ii) Se resuelve el sistema de ecuaciones formado por:
a =0
n
T 0
Para encontrar m y n
‘Ahora bien si 8,9 = 0 se resuelve el sistema de ecua
ciones: )
a = -
n
8,_0 = 0
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(CURSO: _ "NIVFLACION MATEMATICA IIIv
—=

iii) Cada par de valores de m y n determinan una asin
tota.

V. Tabla de valores:

Para determinar la tabla de valores se procede a deg
pejar y en funcibn de x (donde x es la variable independiente
e y la variable dependiente) y en seguida se procede a asignar
le valores 8 la v. independiente y calcular los valores res
pectivos de la v. dependiente, a continuacibn se disponen los
datos es una tabla, es decir:

X ’ -2 -1 012 ..
v |
VI. Grafico:

Con todos los antecedentes anteriores se procede al
trazado de la curva. '

Ejs.:

1) Construir la curve cuya ecuacin es:.

xX2y - x2 -y =20

Soluciébn:

I. Simetrias:

1) Con respecto al eje x:

Si cambiamos y por (-y) tenemos:

x2 (-y)-x2-(-y) =D

~x2y -x2+y=10 -

x2y + x2 -y =20
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CURSO: "NIVELACIUN MATEMATICA II1®

) ' .
La ecuacidn se altera, luego la curva no es simetrica
con respecto al eje x. '

2) Con respecto al eje y:

5i cambiamos x por (-x) tenemos:
(-x)2y - (-x)2 - y== 0
X2y - x2 -y =20

La ecuacidn no se altera, luego la curva es simétrica

con respecto al eje vy.

3) Con respecto al origen:

.51 cambiamos x por (-x) e y por (-y) tenemos:

(-x)2 (-y)-(-x)2-(-y) =D
-x2y - x2 4 y =0

X2y + x2 -y =20

La ecuacibn se altera, luego la curva no es simetrica

con respecto al origen.

I.. Intersecciones:

1) Con el eje x:

Se hace y = 0 =— ;xz =0 = x =0

2) Con el eje y:

[}
(]

Se hace x = 0 = -y =10 —_—> y

=

De (1) y (2) tenemos que la curva pasa par el origen.

" m——

\.
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CURSO: "NIVELAGCION MATEMATICA III"

—_— ——

III. Extensibn:

fxelR I Xy - x2 -~y = D}

- /. = ( x € (R ’ y = X }

x2 -1

1) Dom (R)

'/ = R -{-1,1}

{vefﬁ | xzv-'xz-v=0f

/. o= {yetR |y=i/—‘L—}
. y_']

‘.

2) Rec(R)

]
| ES—'
!
8
—
[y
| ——
-
B
~

IV, Asintotas:

1) Asintota horizontal:

—
Se despeja : x .= + v
y-1

- 2) Asintotas verticales: - B

x2
x2 -1

Se despeja : y =

Joo X221 =0 == (x=-Yx+1) =0

_— x=1 v x = =1
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA IIIv
V. Tabla de valores:
X oD +1/4 +1/2 +3/4 5/ +3/2  +7/4 +2  +9/4
y l 0 -1/15 -1/3 -9/7 25/9  9/5  49/33 43 B1/65
VI. Graficao:
v A
|
r 3
. |
] I
' I
[ !
| 4 I
_ I 2 1
| |
,_ |
| |
|
1
___________ ..;---;-----....-—---I--__------.-..--...--—--
| ,. |
=3 . -2 -1 0 | 1 2 3 'X
: [
| | )
| |
-\
! [
! [
' |
| |
l
| I
l i
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CURSO:

: "NIVELACION MATEMATICA III®

e

Solucion:

- aZ yZ

b2 x2 = a2 p?
" Reemplazando y = mx + n
b?2 x2 - & (mx+n)2 = a? b?

Luego: (1) b2 - a2m? =0
(2) 2a2 mn =0
De (1) se tiene: m?® = b® o ] m =
aZ
De (2) se tiene: n =0

Luego las asintotas son ;

y = -t-'- x + 0 => Y =‘ —_X
a a
b

V == —X + 0 H—' y = - —X
a a

2) Hallar las asintotas de la curva:
2 2
LB A ;  a,b £ D
aa hz

en la ecuacidn anterior, tenemos:

- 2a8%mn-x -(a?n?+a2b?2) = 0

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION

286.
a /




(-CURSO: "NIVELACION MATEMATICA III® _

Ejercicios:

Analizar intersecciones, simetrias, asintotas, exten-

sidn y trazar el grafico de:

1 vy =%
2) ‘x2 -y =1 —_—
.3) xy =1

L)y yv = 2x2 + 1

5) vy = x? - 8x2 4+ 15x
) xy -y - 1=0

7) xy - 2x = 2y + 2 = O
8) x2y - 2x2 - 16y = 0
9) Xy - b4y + x =0

10) %2 + xy? ; y2 = D
11) x?y - y'=.2

12) x2y? - 4y2 = 9
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( CURSO: "NIVELACION MATEMATICA III®

APLICACIONES DE LA DERIVADA i
Definicion: (Diferencial)

Dada la funcitbn y = f(x) tal que f'(x) # O Ux vy Ax
un incremento de x, entonces 1la "diferencial de y" denotada

por dy se define como:

dy = f'(x) A x

Ej.:

Calcular la diferencial de y = x> - 4x en x = 2 para
el cual A x = 0.1

Solucion:
fri(x) = 3x2 - &4 == f'(2) = 12 - 4 = 8

.o dy = f'(Z)'AX :'.'Z".._"-) d\/ = B. 0.1 = D.B

Observacidn:

1) 8i f es la funcién identidad definida por f(x) "= x, Ux ,
entonces:

dy = f'(x)A x
dy = 1-4A x
dy = Ax
ademds como y = x ‘== dy = dx

luego : dx = A x

2) Cuando x es la variable independiente la diferencial de x

es decir dx es idéntica a A x, luego si y = f(x) podemos escri
L :
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CURSO: “NIVELAC1ON MATEMATICA III®

bir:

dy = f'(x) dx

-INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DIFERENCIAL

Y

Sea f : A—— IR derivable en xXx €A

Sy = B8 Rs - Fi(x) - PR

PR

]

Frix) -Ax

== RS

Luego RS es la diferencial de y = f(X) en el punto x para el
incremento A4 x.

Luego: RS = dy
50 =Ay - dy

En el grafico SQ — 0 cuando A x — 0O de ~-modo que
cuando A x es peqheﬁn A y es aproximadamente igual a dy ; es
decir Ay =~ dy.
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA III®

Teorema:

Si f'(x) #= 0 entonces lim Ay _ 4
AX—,U dv

Demostracidn:

1im Av _ 1im _J_S_V__

Ax-0 dy Ax-0 f'(x)Ax

- — 1 e Ay

F(x) = 1
fr(x) Ax-~0 Ax F1(x)

Luego Ay = dy cuando Ax—— DO

Observacidn:

a) Ay ~ dy = Ff'(x) A x

b) F(xo+ Ax) - f(xu)== f'(xo) A x
. f(xD+_4.x)=F'(xD)Ax + f"(xn)

donde vy = f(x) es derivable en Xg ¥V X, + Ax

Ej.:

Calcule el valor aproximado de 082 usando la diferen-

cial.
Solucidn: )
5i consideramos f(x) = ¥x tal que x_ = 81, entonces tg
nemos Ax = 1 ; luego:
xD+Ax=‘B1+1=82 | -
(T
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CURSO: . "NIVELACION MATEMATICA III®

S 1 1 1
. f'(X)= = f'(81)= —— 2 —
° 2y, 2081 18
Lo f(82) = £1(B1) - 1 + £(B1)
£(82) = -1+ 9
18
‘\’B = 9,05
Ejegcicius:
1) Calcular el valor aproximado de ‘*J??. Resp.: 2.03125
2) Calcular el valor aproximado de \ffg usando la diferen-
cial. Resp.: 8.0625 '
3) ___Hallar el incremento de:
1) f(x) = x* cuando x pasa de 5 a 5.01
2) f(x) =£- cuando x disminuye de 1 a 0.98.
Solucidn:
1) f(x) =x> ; x=5 ; Ax = 0.01
Jody = fr(x) Ax
dy = 3x® Ax
dy = 3.25-0.01
dy = 0.75
2) f‘(x)=-}; x =1 ; Ax = -0.02
SJ.ody = f'(x) Ax
dy = - -;l—(g"Ax
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dy = -1-(-0.02)

dy = 0.02

Teorema: (Funciones crecientes y decrecientes)

Sea A un intervalo abiertoa f: ACR-— R . una funcién de
rivable en A entonces:

1) f es creciente en A si f'(x) =0 Ux €A
2) f es estrictamente creciente en A si "f'(x)>0 VUxegA

3) f es decreciente en A si f'(x)< 0 - ¥xe A

L) f es estrictamente decreciente en A si f'(x)< 0 ¥x e A

———

~—Ej.:
1) La funcidn f(x) = 1+x’> es estrictamente creciente en
R - {D} puesto que:
f'(x) = 3x2 70 “¥x € (R - {0})
2) La funcién f(x) = 1 - x> es estrictamente decreciente
en R - {U} puesto que:

Fr(x) = -3x2<0 ixe (R - {0F)
Definicién: (Valores vy puntos criticos)

Sea A intervalo abierto f:ACIR —IR una funcién deri

vable en A; se llama valor critico a X, € A si f'(xn) =0 ;v

al punto correspondiente se le llama punto critico.

Ej.:

Sea f(x) = % x> + x* -12x + 7, determinar:

1) Valores criticos y puntos criticos.

=0 | . '
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA III® ‘

2) Intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcidn.

Solucidn:
1) f'(x) = 2x%2 + 2x - 12 = O y 2. (x+N)x=2) =0
yx+3=0 v x-2 = 0
»X = =3 v X = 2
Luego X, -3 y x, = 2 son valores criticos.
Ademéds : f(2) = :-2—33— — P,(2, '?) es un puntao critico

- —

F(=3) = 34 =— P,(-3,34) es el otro punto critico. .

2) De (1) se tiene que: f'(x) = 2(x+3)(x=2)

-m -3 2 m
X + 3 - + +
x - 2 - . = +
fr{x) + - +

f'(x)=>0 ; Vxe]-qq -3 [U]Z,a:[ ==) f(x) es estrictamente

creciente Ux.'c.]-cn, -3 [U] 2,m [

fr(x) <0 ; Ux e}-3,2[ ===) f(x) es estrictamente decre-
ciente VYxe )-3,2°L

fr(x) =0 i ¥Ux€ ] -m,-B] u [2,:1:1[ =) f(x) es; creciente;
¥x & ]-o, -37u [2,0][.

f'(x) 420 ; VUxe [-3,2] e f(x) es decreciente Vxe[—3,2]
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absoluto en A, si existe xDeA tal que:

en xD=D y no existe max. ni minimo-en dicho punto.

-Definicidn: (MAximos y minimos absolutos)
1) Sea f una funcién y ACDomf se dice que f tiene un méximo

F(x) < f‘(xu) “Uxe A

Eivnﬂmeru F(xD) se llama méximo absoluto de f en A.
2) Sea f una funcidn y ARc Domf . Se dice que f tiene unmih;.

MO absoluto en A, si existe xué.A tal que:

f(x) z f(xn) ¥xe A
El ndmero f(xo) se llamaminimo absoluto de f en A.
- Teorema:

Sea f : AclR —— IR. Si f tieme un méximo o un minimao
absoluto en xnell y f es derivable en xng A entonces f'(xu)=D

Observacién:

El reciproco del teorema no es védlido; la condiciédn
f'(x0)=D no implica que f tenga o un méximo o un minimo absoluy
to en X,i tal es el caso de la funcién f(x) = x’ donde f'(xo)=D

Definicidn: (M&x y min relativos)
Sea f: AER — R i x €A

1) Se dice que f tiene un méximo relativo en x_, si existe
I cAtal quel [a,b] con x € [E,b] tal que f(x) es méaximo
absoluto en I NA.

- —

2) &Se dice que f tiene un "Minimo relativo" en Xg si existe
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ICA tal que I = [é,b] con xoezfa,b] tal que f(xo) es
un minimo absoluto en IAA.

|
elativos

minimos

|
[
[
[
I
[
l
I
[

|
r\\\ih\\\\] 1\\\

| AARANNRNA N L:\\\\

méximos relativos de T ~

'

Teorema:
Sea f: A clR —— IR.. 5i F tiene un méximo o un minimo
relativo en x,€A y f es derivable en x, entonces f'(x0)=D

Teorema:

Sea f una funcién derivable en ]a,b[ y xoje ] a,b [un

valor critico de f tal que f'(xo) = 0, entonces:

1) 81 f'(x) <0 UxE]a,xOE y f'(x)>0 Vxe:_]'i;“;”b{

entonces f(xn) es un minimo relativo de f.

2) 8i f'(x)>0 Vxé]a,xo[ y f'(x) « 0 \fxé]>§u,b_f

entonces F(xu) es un maximo relativo de f.

(=) .
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e ——

ol-- e etel c—— —

TPr— == = « =

Sea f(x) = x?-3x2-1 definida en R.

1) Hallar los puntos criticos de f.

2) Intervalos en los cuales f es creciente v en los cuales
decreciente.

3) Los maximos y minimos relativos de f.

4) Con la informacidn anterior graficar f.

Solucidn:
1) f'(x) = 3x2 - 6x
Para hallar los valores criticos hacemos f‘(x) =0

Jo F'(x) = 0 = 3xZ - 6x = 0O
= 3x (x=-2) =0
=P X = U v X = 2

f(0) = -1 =) P1(D,-1) punto critico

f(2).

-5 = P2(2,-5) punto critico:

2) f'(x) = 3x(x-2)

fr{x)>0 » 3x(x-2)>0 .
= (3x30A x-2 >0)v(3x<0 A x-2< 0)
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(CURSO:

"NIVELACION MATEMATICA III"®

frix) <0

3)

= (x20 A x22) v (x<0Ax<2)

=P (x50Ax52) v (x<O0Ax<2)

= S=3-m, 0l U2, oL

=
=)
=—p

e 4

J. f(x) es est.creciente VYx e]-cn o[ U]Z,m[

3x(x-2)< O
(3x >0 A x=2<0) v.(3x <0 A x=25'0)

(x>0 Ax<2)v(x<0DaAx>2)
5 = ]J0,2L

f(x) es est. decreciente VYxe€l0,2L

'

maximo
relativo

minimo relative

X e
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Ej.:
La funcién f(x) = x>-8 no tiene méximos ni minimos.

En efecto de f'(x) = 0 encontramos x = 0; luego tenemas
dos interv_alos J-m, O [ v ]U, mtl i en ambos intervalos
f'(x)>0; es decir, en ambos intervalos la funcidon es crecien-
te, luego no hay méximos ni minimos.

Observacién:

Puede ocurrir también que y= f(x) tenga méximos
0 minimos f(xu) aunque no exista f'(x ) = 0. Los valores Xg
para los cuales f(x) estd definida pern no existe f'(x ), tam
bién.qgciben el nombre de valores criticos y junto con lns otros
para ios cuéles fF'(x) = 0 sirven para establecer maximos y mi=
nimos.

Ej.:
Determinar méximos y minimos para la funcidn:

F(x) = (x=1) T2

Solucién: : _
-1/3
fr(x) = ?f;?~+ % (x=1)-x

. 3 2(x 2(x-1)
Soo P (x) = R 4
B'J X

.I. f'(x) = 3X + E(X"'l) —
3V x
2
: 5(x - )
5x - 2 v 5
F1(x) . =¥ 1 (x) = —5—2=.
3.0 % - 390 %) -
Observe que f'(x) es discontinua en x = 0, sin embargo,

0
la funcién esta definida y es continua en dicho punto.
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA III®

|- 0 2/5 m
Q[;“ - + +
22 - -

X%
Frox) | + - o+

J. f(x) ea creciente er]—u: , 0[ u [2/5,}3 [

f(x) es decreciente er]l],Z/S]

Luego:

crec. decrec. crec.

f1(x)70 Ori(x)s 0 2/5¢1(x)=0

es decir: en x, = 0 la funcion alcanza un méximo local y este mé _

ximo es f(x_) = f(0) = 0. En x = 2 la funcidn alcanza un mi-
0 o3 3 3 /&

nimo local y este minimo es f(xn) = f(5) = - z - fnd
25

'

Y “

- - w w = e— = b
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CURSO : "NIVELACION MATEMATICA IIIM®
Ejercicio:
Dada la funcidn f(x) = xl‘+2x’-3x2 - b4x + &4
Determinar:

1) Puntos criticos.

2) Intervalos de crecimientozy decrecimiento de la funcién.

-3) Méximos 'y minimos relativaos.

Definicién: (Concavidad,.convexidad)

1) Un arco de la curva y = f(x) es "cdncava" , 81 cada uno

de sus puntos estéd situado por encima de 1a tangente.

2) Un-drco de la curva y = f(x) es "convexo" , si cada uno :de
sus puntos estd situado paor debajo de la tangente.

Observacidn: ,

1) Sea A = ]a,b[y fFrARcR——= IR ; si f‘"(x)?D ¥xeA ,
entonces y = f(x) es céncava en dicho intervalo.

2) Sea A =] a,b [ y f:Ac R ——» R ; si -

f'"(x)<0 VYx €A, entonces v = f(x) es convexa en dicho in-

tervalao.
Definicidn: (Punto de inflexidn)

Una funcidn f tiene un punto de "inflexidn" en x, si la

grafica de f es céncava a un lado del punto y convexa al otro
lado de &1, o vice-versa.

Teorema:

Si en X, hay un punto de inflexidn y f" existe, entonces
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA III®

Teorema:

Si f tiene segunda derivada f" continua y X, 88 un punto

critico e. d. f'(x ) = 0 entonces:

1) Si f"(xn)>-ﬂ i f tiene un minimo relativo en X g
ké) Si f"(xn)< 0 ; f tiene un méximo relativo en Xq.

3) 5i F"(xo) =0 ; el criterio no es concluyente.

Dbservacidn:
1) El Teorema nos provee de un criterio para determinar cuan .
do un punto critico es un méximo o minimo relativo usando la se
gunda derivada.

'

2) No es suficiente saber que F"(xo) = 0 para concluir que
Xy &8 un punto de inflexibn, debe ademéds, saberse que f"(x)>0
@ un lado y gue f"(x)<0 al otro lado de X1, 0 viceversa.

3) Un ejemplo de (2) lo ilustra la funcién:

f(x) = xh

> ' (x) = 4x? =——p f"(x) = 12x? y

f*(0) = 0 ; sin embargo f(x) no posee un punto de in

flexidn en x, = 0, de hecho en X, = 0 hay un minimo.

Ej.:
S5ea f(x) = ———25—-. Encontrar:

x2 + 1 -

1) Puntos criticos
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( CURSO: "NIVELACION MATEMATICA ILI"®

2) Maximos y Minimos relativos
3) Concavidad vy convexidad

4) Puntos de inflexién.

Solucidn:

2(1-x2)

1) fY(x) =
: (1+x2 )2

S fr(x) =0 =—p 2(1-x2) =0

=» 2(1-x) (1+x) =0

=P 1-x=0 v 1+x =0

» X =1 v X = =1

Puntos criticos: P1(1,1) 2 Py(=1,-1)

2 .
2) fU(x) = 4x(x® -3)
(x2 + 1)
..o f"(1) = -1'40 )
Luego en X, = 1 hay un méximo relativo o bién el puntoP1(1,1)

es un maximo relativo.

fo(-1) = 1> 0

Luego en x_ = -1 hay un minimo relativo es decir: Po(=1,-1)

es un minimo relativo.
3) fiu(x) =0 ==p U4x(x2-3) =0

| =——p x= v x2-3 =0

| |
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CURSO:

=y x = 0 VX=;!-_J?

bx(x - ﬁ)(x+./;)

(x2+1)°

fll(x)r =

m -./?D,/?Im

©ox - S + +
5| - | -] - _
x+./; - + +

fFu(x) >0 Vxe']'- V3,0 [U}5 @

f(x) es cOncava Vxe]-v/;,n[u]/;,‘m[
Fi(x)< 0 . ¥xe|l-m, -\/;(u]a,./s"[

.'.  f(x) es convexa U;éj—m , -J;[U]D, \/_ZT[

fe(x) <0 fi(x) > 0

fu(x) <D f‘“tx)>0

-5 0 V3

Luego en Xg = -V3; x_=10; X5 =v3 tenemos puntos

de inflexidn.
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CURSO: WNIVELACION MATEMATICA IIIO

Problemas de Aplicacidan:

1) Se guiere construir una caja rectangular de una lamina de

8 cm por 5 cm ; cortando un cuadrado en cada esquina vy

guida doblando los lados que resultan.

Hallar el lado del cuadrado para que su volumen sea maxi

ense

mo,
Solucidn:
_____ o ST JUN I
X X
5-2x.
3 8=2%__ ] =]
X X
V = (B-Zx)(5-2x)fg/
V] =.(Bx-2x3)(5-2x)
V'= (B-4x)(5-2x) + (Bx=-2x2)(-2)
V= 4(2-x)(5-2x)-bx(b-x)
Vi= k-[10-hx-5x+2x2—hx+x2]
Vi= h~[3x2-13x+10]
Vli= 0 =—> 3x2-13x+10 = O ) -
=p 3x2-13x+10 = O
EY '
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(CURSO: WNIVELACION MATEMATICA IIIv

13 i\_’jw - 120

6
13 + 7
b X = - —p x = 20 |, x - %
6 6
10
= X = — v x =1
. 3
v o= 4 [ex - 13) .
'V"(lg)éle-[61—ﬂ--13] = 4[20-13]: 2.870
3 3 '
. : 10 P .
.. En X, = — hay un minimo relativo
3
un = 4. [6x - 13)
(1) -

Ut gy = 6-[6 - 13] = 4c-7) = -28 <0

<« En x_ =1 hay un méax relativo.
Luego; las medidas de la caja son:

6, 3, 1 = V=18 cm?

2) &iCudl es el ancho del recténgulo de &rea méxima que puede
inscribirse en una parébola?.
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Solucidn:
YA

N\

o\ » *
E
C'\- .
D\
5i hacemos 0B = 8 = AB = a-x A CC' = 2y
Luego el érea‘Fel rectangulo: CEC'E' es :
§ = 2y(a-x)
Si C(x,y) es un pto. de la pardbola y2 = 2p x entonces la ecua

s 2 3
cion anterior queda:

5= 2 V 2px (a;x)
S'= W—2E __ (a_x) + 2¥Zpx"(-1)

RV2px
SI‘=-2—p(—_§.ﬁ -ZJZPX
2px

g

0 s====p 2p(a-x) - 2-2px=0
p Y Zpa- sz - l&px = 0

=9, 2pa - 6px=10

» a - 3x =‘U

mi)(:?
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(CURSO: "NIVELACION MATEMATICA III"

Ejercicios:

1) Hallar méximos y minimos, intervalos de crecimiento y de-
crecimiento, puntos de inflexién y los intervalos en gue lacur

va es céncava 0 convexa, para:

('.1) f'.(X‘) = 3 4+ 2x - x2 | ’/

_(25 F(x)=x> + 2x2 - tx - 8 —

(3)  f(x) = (2 - x)?

(45 F(x) = (x2 - 4)2 .

(5 F(x) = (x+2)(x-2)3

.2) Demostrar que la funcibn f(x) = 2X*B carece de méximos

cx+d
y minimos relativaos. '

3) Hallar los méximos y minimos de la Ffuncidn:

2x% - bxy + 3y® - 8x + 8y - 1 =20

Sol.: Max: (5,3) Min: (-1,-3)

L) Hallar la ecuacidn de la recta que, pasando por el punto
'(B;A), determina en el 1er..cuadrante'cun los ejes coordenados
un triédngulo de &rea minima.

“: b} q
~ Sol.: bx + 3y = 24 = 0 '

5) Hellar la minima distancia del punto (4,2) a la parabola
yz = Bx(

Sol.: Zd 2'
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA IIL®

6) En un cono circular recto de radio T y altura h, se inscri
be un cilindro circular recto. Hallar el radio R del cilindro

para que:

a) Su volumen sea méximo

‘b) Su é&rea lateral sea méxima

Sniuciéh: a) R = 2 T b) R = 1 T
’ 3 2

7) Demostrar que de todos los triéngulus isfsceles gue se pue
i
den circunscribir a una circunferencia de radio r, el de i~érea

minima es el equildterp de lado 3r.

8) Determinar las dimensiones del cilindro circular recto:
a) de &rea lateral méxima; b) de volumen médximo; gque se puede
inscribir en una esfera de 8 cm de radio.

~ Spl.: a) h =2r = 8§ 2 cm
b) h =303 ;r=3V8
9) La suma de tres nimeros positivos es 40. El primero mas

el triple del segundo més el cuadruple del tercero suman 80.
Elegir lps ndmeros de modo que su producto sea el mayor posible.
, - t

10) De todos los rectédngulos que tienen un perimetro dado P.
¢Cudl es el que tiene un &rea méAxima?

Sol.: E1 cuadrado.

11) Un trozo de alambre de longitud L, se corta en dos partes,
una de las cuales se dobla en forma de un cuadrado y la otra en
forma de circunferencia. ¢Cémo debe cortarse el alambpre para

que la suma de las &reas cerradas sea minima?.

S5o0l.: Jﬂl— H als
T+ b T+4
\ .
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA III®

12) La fuerza de una corriente eléctrica circular que actis
sobre un imén pequefio con su eje perpendicular al plano del cig

culo y que pasa por su centro, se expresa mediante la férmula:

F o= CX

(a2 + x2)

3/2

donde a = radio del circulo
x = distancia del centro del circulo al imdn: 0<x<m
¢ = constante
(Para qué valor de x serd maximo el valor de F? Spl.: x= a?
' 2

13) Considere la siguiente situacién. A un arquitecto gque va
a construir una fébrica se le dice que:

a) Un cierto corredor debe tener 5 mts de ancho

b) Un segundo corredor va a unirse con el anterior en &ngulo

recto.. . '

c) Varillas rigidas de 15 mts. de largo deben pasar horizontal
mente por la esquina que fprman los dos corredores. &Qué ancho
minimo debe tgner el segundo corredor?

Sol.: 17.5 mts.

14) La iluminacién de una fuente de luz en cusglguier punto va=
ria directamente con la fuerza luminica de la fuente, e inversa
menge hrnpnrcional con el cuadrado de la distancia'a la fuente.
Dos fuentes separadas por una distancia de 100 mts, tienen in-
tensidades de 8 (u) vy 1 (ulrespectivamente. Determinar en gue
punto entre ellos la iluminacidén es minima.

Indicacidn: Suponer que la iluminacidn en cualquier pun

to es igusl a la suma de las iluminaciones de las dusapartes.

15) Un proyectil se dispara desde el origen de coordenadas de

tal manera que forma un angulo o con 1la horizontal; la trayecto
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( CURSO: "NIVELACION MATEMATICA III®

— : : ~

ria estd dada por:

® ,2 - >
y = —3%— — x.tgo . o

2 Vo_ cos2 d

LCuéndo debe valer d para que el alcance del tiro sea méAximo?
. ‘ . .
U

Sol.: ¢f =
, 4

16) Hallar el mayor recténgulo inscriptible en la elipse:
x2 . _Lz. _ , ' : .
;: * b2 = Sol.: x = JE?-a HERY =|’2.b

-

Teorema de Rolle

Sea f continua en el intervalt [a,ﬁ] y derivable enJ a,b[
5i f(a) = f(b) = 0 ; entonces existe al menos un valor de X=X
entre a y b tal que: f'(xn) =0 .

Demostracidn:

Hay tres pnsibiliqades:

-

1) 581 f(x) =0 Uxel]a,b[. == F'.(x). =0 ch]a,b[

.=-_;f'(xn)=0 Uxoe]a,b[

2) Si f(x)>0 en algln pto. entre a yb ; entonces el maximo
de f es positivo y elegimos X, como el valor donde se encuentra
este méximo; de acuerdo a teo. anterior f'(xo) =0

3) Anélogamente si f (x) ¢ 0 para algin punto entre a y b.

Corolario:

Si f cumple las hipdtesis del Teo. de Rolle y si f(a) = f(b) #0

existe al menos un valor x = xg entre a y b 'tal que f'(xn) =0
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA IIIv

Teorema del Valor Medio:

Sea f continua en el intervalao [a,b] y derivable en]a,bb
entonces existe al menos un valor de x = Xo 3 xue]a,bf tal que:

f(b)-f(a)
b-a

f'(xo) =

Demostracidn:

La ecuacibén de la secante PQ es

y - f(a) = m(x-a)

Perc m = J1(B)-f(a) i
b-a
%
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA III®

y - f(a) = fEB) - fla) ( .y
b-a

Definamos la funcidn:

F(x) = f(x) - FBI=FC@) -y _ f(a)
. ' b-a
. enfunceétﬂ

Fla) = f(a) - f(b)-f(a) (a-a)-f(a) =.U
b-a

F(b) = f(p) - FCBI=FCa) () oy feay - g
b-a

Luego F(x). satisface todas las hipOtesis del Teo. de Rolle.

Luego  debe existir un valor xg tal gue F'(x ) = 0O

Luego:
Fr(x) = fr(x) - f£{B)=fla)
. b_a
,Z Frix )= f(b)-f‘a)
0 b-a
Ej.:

. Encuentre un valor X5 ﬁue satiséaga elZIéu. de Rplle
para f(x) = x® - 4x +3 ; xe[1,3]

° | /
Solucibdn: S L
f'(x) = 2x - & |
Frix,) = 2x_-b - ‘ :
f(1) = 0O } . ' . -

> f(1) = F(3) = O
f(3) =0
A3 DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 312.
¥ Y n ‘/




CURSO: "NIVELACION MATEMATICA III®

£'(x ) =0 => 2x_ -4 =20

= x_, =2 ; x,€ ]1,3[

Ej.:

Encuentre todos los valores X entre a y b que satisfa-

gan el Teo. del Valor Medio si:

1) f(x) = x=1 s a=0,b=23
©ox+1 ' .
2) f(x) = Xufgg’i-xz-Zx ; a= -1 ; b= 2
3) f(x) = xtexd - 3% 4 2x 1 a=-=2 ; b=-1__
Salucidn:
1) f(a) = f(0) = -1

F(b)= f(3)=

X +1 - x 1
0 D+

f‘l(xo) = - 3 = 2 - i
(xd+1) . (x0+1) . .
1'+ 1
L opi(xy = fB) - fa) . .2 2 .
o b-a (x'0'+1)= 3 -0 2
(x +1)2 = b == x& + 2x -3 =10
= (x0—1)(x0+3) =0
= X, = 1 vVoXx, = -3 )
— x, =1 ;x,€]0,3[
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA III®

2) f(x) = x'-2x> & x2 - 2x :a = =1 :
= 3 2 _
f'(xu) = ’-lXD Bx':l + 2x0 2

F(b) = f(2) = O
——  f(b) - f(a) = -6
f(a) = f(-1) =6 .

-6

f(b)-f(a) S Lx3 -6x2 +2X =2 = -
0 0 0

..'. fl(x ) =
0 b-a . 3

]

-.. lI'XJD - GX% +‘ 2)(0 —\&= --\8\ > L;)(;D - 6)(?:J + 2x0
, 2 _ : -
=>. ’XD(QXU Ex.0+ 2) = 0

0 v 4x2 - 6x_+ 2 =0

|

o i} o
. 1 -
e e Xu = U, ‘2‘ ’ 1 H XD e.] -1,2 [_
3) f(x) = xl'+x’ - 3x2 + 2x ; a = -2 i b= -1
- 3 2
f'(xo) = hxo + 3xD EXD + 2
f(h) = f(=1) = =5 '
=== f(b) - f(a) = 3
f(a) = f(~2) = -8 ,
e T1(x_) = f(b)-f(a) = U4x3 4+ 3x® - 6x_ + 2
0 b-a o o 0
Jo bx2 4+ 3x2 - 6x_~-1=0
o 0 o
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(CURSO: . "NIVELACION MATEMATICA III®

) (xa-1)(tsle:I + 7xD +1) = 0

- 2 -
= x, =1 v hxu + 7xn + 1 =20

)
-71\/1;9-15
= Xx_. =1 v X =
-0 0 8

====$'x0= 1 v x -0.28 v xD = =1.47 .

0

— x, = -1.47 ; x_e] -2, -1

Tenréma'de Cauchy:

" Sea f v g funciones continuas en el intervalo [a,b] i
derivahles en Ja,b [ ; siendo g'(x) == 0 ; entonces existe al

menos un valor de x = x_ ; xoej a,b[ tal que:

Frixg) F(b) - f(a)

a'(x)) o) - g(a)

Demostracidn:

5i g(a) = g(b) segﬁn el - corolario del Teo. de Rolle
g' (x) . en algun x comprendido entre a y b ; 1lo que con
tradice la hipétesis ; luego g(a) = g(b). Si hacemos:

F(x) = f(x) - f(b) - LBI=FCa) ooy nen))
g(b)-g(a)

F(x) cumple las hipdtesis del Teorema.de Rolle pues:

F(a) = f(a) - f(p) - 1LR)=F(a) (a(a) - g(b)) = )
a(b)-g(a)
F(b) = F(b) - f(h) - T(BI=F(d) (o rpy oepy)= o
' - - g(b)-g(a)
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA III" )

Y ademés F(x) es continua en [a,b] y derivable en] a,b['; en

tonces : F'(x_ ) =0 ; Y(xoe] a,b [
F'(x) = F'(x) - _f‘_(L-f‘(_a_l g"(x)
g(b)-g(a)
COFNx) = 0 = Frlxy) = Fr(x) - LB iy g
g(b)-g(a)
FrUxg)  rihy-r(a)

N\
d -

g'(xu) g(b)-g(a)
Ej.:

Sean f(x) = x2+2x-3 ; g(x) = x2-4x+6 ; a =0 ; b = 1
hallar un valor x, que cumpla las condiciones del Teo. de Cau-
chy.

Solucidn:

Pi(x )=2x_+2 ; f(a) = F(0) = -3 ; F(b) = £(3) = O
g{(x0)= ZxD-h i g(a) = g(0)6.;0(h) = g(1) = 3
o Frix) ) 2x6+2'= F(b) < Fa) _ 0«3 _ 3 _ _,

g'(xn) ZxQ-A g(b) - g(a) 3-6 -3

Soo2x 42 = ;2x #bh == 4x_ =2 = x =—2; xe]0,1][
0 0 . -0 2 0

\
Observacidn:

S5i en el Teo. de Cauchy hacemos g(x) = x ; este teorema

coincide con el Teo. del Valor medio.
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA III"

Generalizacidn del Teoreﬁa,del Valor Medio:

Si f y sus (n-1) primeras derivadas son continuas en
[ a b] y existe la n-ésima derivada de f en el intervalo abier
to_] a,b [ ; entonces hay al -menos un valor de x = Xx_ ;

o
x,€]a,b[ tal gue: R
- ’7:"’.' .
f(b) = f(a) + f'(a)°+ f"(a) (b"'a)z +oo;-ooo..' "'
11! 21 n
n-1 f(x_)
Ceees f—-—iil (b-a)™" 1 4+ —82 (b-a)"
(n-1) ! .n!
__ .0Observacidn:

1) 5i sustituimos b por la variable x ; tenemos:

f(x) = f(a) +,£l£31~(x-a) + Iﬂiﬁl(x-a)a # eeecans
' 11 2!
n-1 b (x )
cees *+ i———-(--‘iz-(x-a)':"'1 + —I2 (x-a)" (Serie de Taylor)
(n-1)! nlt

donde x, estéd entre a y x.

2) Si sustituimos a por cero, tenemos:

n-1 f(x) n
f(x) = f(0)+ g, 121 X haaas, L] xn'1+——-fL- X
1! 2 (n=1) I :

(Serie de Maclaurin)

—~——

donde x_ esté entre 0 y x.
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(CURSO: "NIVELACION MATEMATICA III®

Ej.:

Sea f(x) = x> + 3x2 - 2x +1 hallar un valor x_ entre

0 yv 3 que satisfaga el Teo. generalizado del valor medio.

Solucidn:
F1(x) = 3x® + 6x =2
4#"(x)‘= 6x + 6
Luego:
F(x) = F(O) + €O xg) 2
11! 21
Como_x- = 3
f(x) = £(3) = 49
f(0) =1 ’
f'(0)= -2 entonces:
f(3)=f(0>+iﬁ§l.3+m—“)-.9 | -A
11 ‘ 21
b9 = 14 2.3, Dt
3! 2|
49 = 1 - 6 + 27(x0+1)
27(x0+1) = 54
Xg + 1 =2
Xg =1 P oxgeJo,30 ]
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( CURSO: "NIVELACION MATEMATICA IIIv

Ejerciciaos:

1) Encontrar todos los valores X entre a y b que satisfagan
el Teorema del valor medio:

1) f(x) = x> - 5x2 - 3x ; a=1 ; b=23
2) f(x) = 2x+3 i a=1;b=4
3x-2 :
3) F(x) = x*" -2 ¢+ x2 - 2x ; a=-1 ;hs=2
2 _ -
4) f(x) = 2 3x 4 ; a = -1 i b =4
x + 5
5) f(x) = x2 + 81 ; a = 12 ;7 b = 40
2) Hallar un valor X, que cumple las condiciones del Teore

ma de Rolle.

1) f(x)

= Sen x “ 0<x, < Sol.: 2
2) f(x) = caéx' i e < x0<.3l702 Sol.: T
3) F(x) = *3.-.'12)( i Dex_ < 23 sol.; 2
3) Hallar un valor xé que cumpla las condiciones del teorg

ma de Cauchy:

1) F(x)=x2+2x-3 i 9(x) = x?-4x+6 ; D<xu<4

Sol.: 1/2

2) f(x) = sen x ; g(X) = CDSX;T{/6<XD Z 77/3

-~

Sol.: M4
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(—CURS(]‘ "NIVELACION MATEMATICA IIL®

4) Utilizando la serie de Taylor, hallar el valor aproximado
de:

1) 1/e

2) sen 62°
3) Ln 0.97
4) tg 31°

FORMAS INDETERMINADAS:

Regla de L'Hopital:

.— Dadas las funciones f(x) y g(x) , derivablesen el in-
tervalo definido por O < |x-a|<dJ siendo a8 un ndmero y g(x)= O

para todo x del intervalo ; de manera que lim f(x) = 0 vy
' S X —a .
lim g(x) =0 entonces si es infinito o existe lim i—ifl se.
x—~0 - , x—a g'(x)
tiene que: —
ry
1im FX) gy FLOO
x—a g(x) x—~a3 g'(x)

Demostracidn:

e

Sustituyendo b por x en el Teorema de Bauchyvv/}eniendo

en cuenta que f(a) = g(a) = 0 se tiene que:
- ' Frix_)

f(x) - f(a) - 0 ; X €]a,x[

g(x) - g(a) g'(x,) - B
como f(a) = g(a) = 0 entonces: L L 1

a X = X
0
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(CURSO: "NIVELACION MATEMATICA III"
frix_)
F(x) = = 5 xU (3 ] a,x (
g(x) 9'(x_) .
Luego cuando x —— a ; X, —> a entonces:
, Frix_)
vim gy et gy, £
-x-sa g(x) X ;5> a g'(xo) x=~a g'(x)
Ejs.: —_—
‘ 2
4 s 8,
1) 1im X236 _ g5n A a0 2XT 0 in o2
x-4 x2 - 16 x—4 2x x— 4 X : x4
/. = 2 lim x2 = 2.16 = 32
Xl
X X !
2) 1im & =—© _ lim £— ="1im eX = e?
X2 X=2 x—+2 1 x—»2

Observacidn:

La regla de L'HBpital sigue siendo valida si se efectuan

una o ambas sustituciones en las hipdtesis:

1) lim f(x) =0 ;7 lim g(x) = 0O se sustituyen por:
X—~a X—~a
lim f(x) = m 7 lim g(x) = m
Xx-a X3
2) E1l nimero a se sustituye por + m , -m |, 6 my el inter
valo O0<|x-a]ed se sustituye por: |x|>M i
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA III®
Ejs.:
. 2 , 3 2 ’
1) 1lim X +X° _ im 4x +x2x = 1lim 12x x+ 2_
X—>m e +1 X~ m e X -0 e
/. =1im 24X - 1inm -2—‘lx =24 1im 1 =10
X->m ex XM & x~mM e
. 1
5 +2 .=
. 2) 1im+5"+2""" = lim X =5
x»m x + 3Llnx x=eo' . 3.1
+ X

Observacidn:

1) 1l&s formas 0-m vy @- m ; se pueden tratar como las ante
riores reduciéndolas previamente a una de las formas 0/0 &
o/ o.

2)_;51 lim vy conduce a uno de los tipos siguientes: 0° , 1%,
m” entonces 1lim ( Lny) es de la forma 0.m.

Ejs.: : -

1) Hallar 1lim (x2 Ln x)
x—-D+

Solucidn:

Este limite es del tipo O.wm entonces:

lim +(x2 Lnx) = lim_rl"n,lx es del tipo m/ o
x—0 x—0 -
1 x?
. Ln X . X . 1 \ _ o[ l
o iimu‘*_j— ) i-l-g“—_g— ) iifnn*(uz- ) =0
x2 x3
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(CURSO: "NIVELACION MATEMATICA III®

2) Hallar lim (cosec x - cotg x)
x-0

Spolucidn:

Este limite es del tipo m- @ entonces:

Es del tipo 1unentqnces:

lim (cosec x - cotg x) = lim ( 1_ _gosx )
"x-0 x-»0 senx senx
/. = lim (22522_5_)
x—0 sen x
que es del tipo 0/0 entonces:
1im ( J-cos x ) = lim ( EEELi.) =0
x=+0 SBNn. X x-+=0 cos X
-— 1
3) Hallar : lim (xx-1)
X1
Solucidn:

1
y = x*=1 = Lny = LN X o5 del tipo 070
Tox=1
Luego 1lim (Lny) = lim ( Lnx
x— 1 x—1 X-1
A
/. =1lim (=) = 1
x—>1 b
como Lny —> 1 cuando x — 1 ; y —> e ; luego el limite
es igual a e.
4) Hallar : 1lim x°E0X
x=>0
= | ¥
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CURSO: "NIVELACION MATEMATICA III®

Solucidn:

Es del tipuiﬂn entances:

y = xS EnX = |ny= senxlnxs= Lny que es del tipo m/m
entonces: COSEC x
il
lim lny= lim +(L"*" ) = lim ( X — )
x=0 x»0" cosee x x-»0" -cusec x cotg x

2
. . . Sen® x
/. - llm+( ———— )
x—+0 -X COS x

/. = 1im ( 2sen x cos x )

+
x—+0" -cos x + xsenx

Como Lny —— 0O cuando X — o* i VV—> 1 . Luego el li
mite es igual a 1.
5) Hallar lim (tg x)C0S X
X—o]—g

S5o0lucién:

Es del tipo @” entonces:
y = (tgx)FO5 % Lhy = cosx Ln tgx ~-tn tgx

sec x

que es del tipo @/ @, entonces: .
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CURSO: ANIVELACION MATEMATICA III®

lim (Lny) = lim Lntgx
x—c% X = Sec X
sec? x
/. = lim to X
x—'-lz'- sec x tg x
;/ = lim seéﬁ X

X~ % Shg x te? x

1
x-:z-“' sen? x
cos? X
. . cas
/. = lim 298X

2
X=>5 sen© X
2

LuegpLhny ~—— B

mite es igual a 1.

1

cuando X ——> Yy —>

no}

1 ; luego el 1i

Ejercicios:

- m—

Calcular los siguientes limites

usando la regla de
L'Hépital:
3 o -— -
1) 1im X z2Xx = x + 2 Sol.: —
X1 x} - 7x + 6 2
i
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(CURSO:

- WNIVELALCION MATEMATICA IIIV

2)

3)

4)

5)

&)

7)

9)

8) "

lim
X 5

lim
x~»0

lim
X~ + 00

lim
Xx—+0

lim‘

X»=-

lim
X— (D

lim
x-0

lim
x—0

x=

cosec 6x

cosec 2x

Ln cotgx

I Epnpm—.

+ Losec® x
e -

3
X
e” + 3x

be*i2x2

(ex-1)cutgx

x2 . g%
x1/x
XCOSX - SEBenx
x9
. 3/ x2
(cos 2x)

10) 1lim (x - arcsenx)cosec’ x

x=>0
. X 1
11) lim ( - )
X~ Ln x
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12)

13)

15)

16)

17)

18)

19)

20)

lim (seﬁx - cosx)tgx

x4

x %
lim 2¢1 - e’)
x>0 (1+x)Ln(1-x)

) 2)(
lim ——xz——
X-+m 3

-3/x

lim —~S%,
+
x=0 X

5
lim -Eﬂ—i—

X—>+m.- x2

lim (sed x-=tg? x) \

X~

\
lim cosec (7x)Lnx
X1

lim (1-x)tg i%i
X1
1 1
lim -
" x—>1'[ 2(1 - /%) 3(1 - J;’?“)]
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ol.:

o]

g

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION

327.






